Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 380
(Maj 2021)

Opgave:
a. Vis, at
tan%-tan%“~tan37“:\/7 .
b. Vis, at
tan 3z —4sinZ = /7.
c. Vis, at

tan 2t —4sin 4= = —\f7 .

Vi husker, at opgave b har veeret stillet som opgave 169 ¢ (April 2000), hvor der blev anfart et bevis
for formlen ved hjeelp af komplekse tal.
Vi efterlyser derfor her et trigonometrisk eller euklidisk bevis.

Besvarelse:

a.
1. metode

For nemheds skyld satter viv= Z . Saer

~a

sinv-sin2v-sin3v _ a
tanZ-tan & -tan 3Z = =2
7 7 7 " cosv-cos2v-cos3v b

Vi udregner farst neevneren b og benytter at
cos3v =-cos4v  og sinv = -sin8v
og far

8sinv

b = cosv-cos2v-cos3v = -CcoSV- COS2V - COS4V = -COSV - COS2V - Cos4v - 8siny

_ —2sinv-cosV-4-cos2v-cos4v _ —4sin 2v-cos 2V - cos 4v
8sinv 8sinv

_—2sin4v-cos4v _ —sin8v _ sinv _1
8sinv 8sinv  8sinv 8’

Derefter udregner vi teelleren a og benytter

H _ojn 2t _ Sm 5v H _ojn 4n _ 3n _ 3v
sinv=sin4t =cosf =cos% , sin2v=sini¥=cos3%=cosy ,

. i BT _ v _ v _ |1+cosv
sm3v—5|n1—§{—cosﬁ—cos§ , COS{; =C0S7 = /T
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Saer
a=sinv-sin2v-sin3v=cos3 -cos3 -cos¥
_ |1+cos5v 1+cos3v 1+cosv _ 1
_\/ > > > _Jg\/(1+cosv)(1+cosSv)(1+c035v) .
Nu er
cos3v =-cosdv  0g COS5v = -cos2v
sa vi far

(1+cosVv)(1—cos 4v)(1—cos 2v) = is Jr.

1
%Y N
Vi udregner radikanden r:

r = (1 + cosv - cos4v - cosv-cos4v)- (1 - cos2v)
=1+ cosv - c0S4V - COSV - COS4V - COS2V - COSV - COS2V

+ C0S2V- c0S4vV + COSV- COS2V- cos4yv .
Her er
COSV - COS2V - C0S4V = -COSV - COS2V-C0S3v = -b = - % ,

s& radikanden omskrives til

r =1+ cosv - COS2V - C0S4V - COSV- COS4V - COSV - COS2V + COS2V - COS4V - % )

Nu er
cosx-cosy = 3(cos(x+ y) +cos(x—Y)) ,

r =Z+cosv—cos2v—cos4v—3 (cos5v+cos3v) — 3 (cos3v+cosv) + 3 (cos6v +Cos 2v)
=Z+C0sV—C0s2v—cos4v —3cos5v—3cos3v—1cos3v—3 cosv+3cosbv+3cos2v .

Vi benytter, at

COSV = -COS6V , €0S4v =-cos3v , CO0S2V = -cos5v
og far

r =Z+cosv—3cosv—3cosv+cos5v—3cos5v—1 cos5v+cos3v—1 cos3v—3cos3v =1.
Dermed er

0g

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg)

Vi saetter
x=kr , k=1,2,3.
Sa er 4x = kr - 3x og dermed tan4x = -tan3x. Additionsformlerne for tan giver
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3tan x —tan® x
1-3tan® x

4tan x —4tan® x

tan4x = 5 a
1-6tan” x+tan™ x

, tan3x =

Vi satter for nemheds skyld t = tanx og far ved lidt algebra:
4t-4t 3t

Cedar 132 © t® - 21t* +35t° -7 = 0.
J— _l’_ J—

tandx=-tan3x <

Efter ovenstdende er rgdderne i denne ligning ag 6. grad
+tanZ | +tanZE | +tan3Z.

Produktet af redderne i 6.gradspolynomiet er polynomiets konstantled, dvs.
—(tan%-tanz—;‘-tan%’f)2 =7,

og da tanZ, tan 2= og tan 3Z er positive, er

tanZ-tan L. tan 3% =7 .
b.
1. metode

Vi setter v = 7 og skal vise, at

tan3v - 4sinv = \/7 .
Vi benytter farst, at

sinx-cosy = 3 (sin(x - y) +sin(x +y)) og sindv = sin3v

og far
tanv - 4sinv = S _aginy =L _(sin3v—4cos3v-sinv)
cos3v cos3v
_ 1 feinav—4.1(sin4v—sin2v)) = —L  (2sin 2y _si
—Cosgv(smSv 4-1(sindv—sin2v)) =3, (2sin2v—sin3v) .
Vi seetter

a = 2sin2v - sin3v,
og far ved kvadrering
a2 = 4sin2v + sin?3v - 4sin2v-sin3v .
Idet
sin?§ = 3 (1-cosx) og sinx-siny = 3 (cos(x - y) - cos(x +Y)),
far vi
a2=4-1(1-cos4v) + 3 (1 - cosbv) - 4- 5 (cosv - cos5V)

=2-2c0s4v + 3 - $cos6v - 2cosv + 2c0s5v .
Nu benytter vi, at
cos4v = -cos3v , -2cosv =-4cosv + 2cosv , COS5V = -C0oS2V ,

og far

a2=3 - 1 cos6v + 2c0s3v - 2c0S2V + 2C0SV - 4COSV

= 3 - 2 cos6v - 2(-cosv + cos2v - cos3V) - 4cosV .
Nu er

(1)
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COSV - COS2V + cos3v = 1 (2)

(se neden for), sa
a?=3 - 1cosbv-2-(-3) - 4cosv ,

og da

COSV = -C0S6V  0g cos2 X =1(1+cosx),
er

a?=3 - 1cosbv + 1 + 4cosbv = & + £ cosbv
=2 (1+cos6v) =Z-2cos” 3v="7cos” 3v.
Idet
a = 2sin2v - sin3v = 2sin2v - sindv = 2sin2v- (1 - cos2v) >0,
far vi
_ 1 7
a=7cosv < ﬁ:£ .

Efter (1) er

1 J_ .

tanv - 4sinv =
cos 3v

Vi mangler at vise formlen (2). Vi setter

k = cosv - cos2v + cos3v
og far

25n (2sinv-cosv—2sinv-cos2v+2sinv-cos3v) .

Vi benytter formlen
2sinx-cosy =sin(x - y) +sin(x +vy) ,

o

Sa

1 . . . . .
k= ey (sin 2v —(sin(—v) +sin3v) + (sin(—2v) +sin 4v))

(Ssin2v+sinv—sin3v—sin2v+sin4v) = 1 V(sinv—sin3v+sin4v) ,

1
2sinv
og da sin3v = sindv, er

_ sinv _ 1
2sinv 2
som gnsket.

2. metode

Efter opgave a kan vi omformulere sadan:

tan3v - 4sinv = ﬁ < tan3v - 4sinv = tanv- tan2v- tan3v

tanv + tan 2v

tan(v + 2v) = 4sinv

< tan3v-(1-tanv-tan2v) =4sinv < tan3v-

< tanv +tan2v = 4siny <« SV, sin 2v

=4sinv
COSV  COS2v
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<> Sinv-cos2v + sin2v-cosv = 4sinv- cosv- COS2V
< sin(v+2v) =2sin2v-cos2v < sin3v =sindv < sin37“ = sin47” ,

hvilket abenbart er sandt.

3. metode (Jan Erik Pedersen, Akirkeby)

Visztter v= 7 og har, at

2tanv

_3tanv—tan’v
1-tan’v

tan 2v = >
1-3tan“v

, tan3v

Vi seetter x = tanv, og idet

4tan®v—4tanv

tan3v = -tandv = — >
tan"v—-6tan“v+1

fas, idet x = 0 at

4 —4x_ _3x-x’ - 42 -4 _3-%°
x'—6x*+1 1-3x° x'—6x°+1 1-3x°
& x8-21x4+35x2-7=0 . (3)
Efter opgave a har vi altsa
3
tanv-tan2v-tandv= 7 < x-lz’;z -‘I’X;s;:zmﬁ. ()

Vi skal vise, at

tan3v - 4sinv = /7 ,
og da
fanv

, X
sinv = = ,
Ji+tan?v  \1+%

skal vi efter (4) vise, at

X —3x__4x  _ 2x* 3x-x°
1-3x" 12 1-x% 1-3x%°

Dette omskrives sadan:

= < > =

=3x8 _ ax . X3y 2x* |__4x
1-3x*  (1-x)A-3%") 142 1-3%° N
x*-3 1-3x* _ 4 x° -3 4
1-3* 1= f14+ 92 1-X 1o

Da 0 < x <1 er dette ensbetydende med
x'—6x*+9 _ 16
xX*—2x*+1 1+x°

Efter (3) er dette opfyldt.

& xP-21x*+35x*-7=0.

C.

1. metode
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Efter opgave a kan vi omforme formlen saledes:

tan2v - 4sindv = -tanv-tan2v-tan3v. < tan2v- (1 + tanv-tan3v) = 4sindv
tanv —tan 3v tanv —tan 3v

< tan2v- tan(v—3v) =4sindv < tan2v- tan(—2v) = 4sin4v
o tandv-tanv=4sindy < SNV SNV _ pdnay
cos3v  cosV

<> sin3v-cosv - sinv- cos3v = 4sin4v- cos3V- Cosv
< sin(3v - v) =4sindv- cos3v- cosv
< sin2v =4-2-sin2v-cos2v- cos3V- Cosv
< 8cosv-cos2v-cos3v=1.
Dette er sandt efter opgave a.

2. metode
Vi har, at
in 2z
tanZE—4sin%=—7 < 8sinZE.cosFE—_ 1 =7
cos 2F
sin 2% 2 2r N
o 7 (8cos* Z£-1)=+/7 . (5)

7
Idet cos & >cos% = 3, er
2
8cos’Z-1>8-(3) -1=1>0,

sa venstre side af ligningen (5) er positiv. Hvis vi setter w = % , er (3) derfor ensbety- dende med

(85inw~cosw—(S;’:)'”T‘\'I"v)2 =7. (6)
Nu har vi fra det trigonometriske formelmaskineri, at
sin7w = sinw- (7 - 56sinw + 112sin*w - 64sin®w) . (7)
Da sin7w = sin2zn = 0, er (7) ensbetydende med
64sin®w - 112sin*w + 56sinw -7 =0 . (8)
For overskueligheds skyld satter vi s = sinw og ¢ = cosw, sa (8) kan omskrives til
64s° - 112s* + 56s%-7=0 . 9)

Vi skal vise ligning (6), dvs. at

2
S| _
[85(:_6) =7,

2 2
64s2c? - 1652 + (5:—2 =7 < 64s%(1-s?) - 167 + 1552 =7
& 64s%(1-5%)2-165%(1-sH) +s2=7(1-5?)

&> 6455 -128s* + 64s? + 165* - 1652 + 52 =7 - 72

som vi omskriver sadan:
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& 64s5-112s* +5652-7=0,
hvilket netop er ligning (9).

3. metode

Vi har, at sin7w = sin2xn = 0, og vi skal vise, at

4sin2w - tanw = ﬁ .
Nu er

4sin2w - tanw = —L (4sin2w- cosw - sinw) = 1 (8sinw- cos?w - sinw)
cosw cos W

_ 1
cosw

- . _ - 2 _ - : L - _ - 3
(8sinw- (1 - sin“w) - sinw) e (7sinw - 8sin°w)
= L (Bsinw — 8sin®w + sinw) = —L (2sin3w + sinw) > 0,
COSW COSW

sa vi skal vise, at
(4sin2w - tanw)? =7 .
Fra opgave a har vi, at

cosZ—cos&E+cosZE =1 eller cos&—cosi—cosE=—3,
hvilket er ensbetydende med
cos(2n—Z)+cos(n+%)+cos(n—%)=-1 < cosZE+cosiE+cosdE=—1

& COS2W + COS4w + cosbw = —3 .
Derefter er

7 — (4sin2w - tanw)? = L(?cosz w— (4sin 2w-cosw—sinw)°)
cos? w

=1 (7cos® w—(2sin3w-+sinw)?)
cos” w
=L (7cos® w—4sin?3w—4sin3w-sinw—sin?w
2
cos® w
= 2cot: >— (7(1+cos 2w) — 4(1— cos 6w) — 4(cos 2w —cos 4w) —1+C0s 2w)
w
= 12 (7+7cos2w—4+4cos6w—4cos 2w+ 4cos 4w —1+cos 2w)
2cos” w
:200152 (4cos2w+4cos4w+4cos 6w+ 2)
w
1 1
= 1+ 2(cos 2w+ cos 4w+ cos6w) ) = 1+2-(-3%))=0,
coszw( ( ) coszw( (-3))

hvilket er det gnskede.

4. metode

Vi ser pa den lige- benede AABC, hvor A=v =% og B = C = 3v. Vi satter BC = 1, og punktet D
ligger pa AB, sa BD = BC = 1. Vi saetter AD = x, s AC = x + 1.
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Da ABCD er ligebenet, er
/BDC = ZBCD =2v
ZACD =v .
Da AACD er ligebenet, er CD = x. I ACDA er

%(X+1)=x+1

Cosv = =_—
2X

og i1 ACBD er
COoS2v = % .
Dermed er

2
COS2vV = 2c0sv -1 < 5:2-(X—”j -1,
2 2X

hvilket efter en del treels algebra reduceres til

X+x2-2x-1=0 . (10)
Sinusrelationen i ACBD giver

S|n3v=sm2v PN sm2v= sin3v N tan2v=s'n:iv
X 1 COS2v  X-COoS2V X5

= tan2v=%-sin3v :
X

Idet sin3v = sin4v, er den formel, vi skal vise, ensbetydende med

tan2v - 4sindv = -\7 < %-sin 3v=4sin3v—+/7
X

2
=N sinSV-(X—ZZ—4j=—\/7 =N sin3v=4);2‘/72. (11)

Cosinusrelationen i ACBD giver

124+12-x*  2-x?

cos3v= R

(12)

Da

<=Z<

ENE]
(]

er
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L=cost>cosv>cosi=4 < £>%>% o L<x<i2.

Altsa er bade sin3v og cos3v positive i (11) og (12).
Vi skal vise, at (11) er sand. Dette sker ved at vise, at grundrelationen er opfyldt:

2 2
2 2
sin3v+cos®v=1 < (X ‘ﬁ] +[2_X j =1

45" -2 2
Et orgie i algebra giver, at denne ligning er ensbetydende med
A3 -x2-2x+ D+ x2-2x-1)=0.

Efter (10) er dette opfyldt, og beviset er slut.

Bemerkning.

| opgave c, 3. metode, udledte vi formlen
cos 4% +cos &t +cosidt =—1

eller

4 6n 2n _ _ 1
cos4E+cosE+cosZE=—1 .

Vi kan indse denne formel ved at betragte de 7
enhedsrgdder i ligningen x’ - 1 =0. De er

2mi

e’ =cosZK +isin2zk |
k=0,1,2,...,6.

Summen af rgdderne er lig med koefficienten til
leddet af naesthgjest grad (dvs. 6 grad) med
modsat fortegn, dvs. summen af rgdderne er 0.
Altsa er summen af rgddernes realdele lig med
0:

cos0 + cosw + cos2w + cos3w + cos4w + cosbw + cosew =0
< €0s0 + (cosw + cosbw) + (cos2w + cosbw) + (cos3w + cosdw) = 0

< 1+ 2c0s6w + 2c0S2w + 2cosdw =0 < c0S2w + cosdw + cosbw = —% .

Enhedsradderne udspaender en regular 7-kant, der er symmetrisk om x-aksen, sa sum- men af
stedvektorerne til vinkelspidserne er 0.

Bemarkning.
Walther Janous, Innsbruck, naevner fglgende (kendte?) trigonometriske produkter:

int”T—1 int”T—1
H sin(@]= \/H H COS(MJZ 1 1+(_1)n .\/H_,_l_(_l)n .
k=1 n , n \/_ 2

ﬁn—l k=1 2”—1 2
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Lidt mere overskueligt kan vi skrive, at

for n ulige er
- 02 nolxy_ NN 2 n-1,.my__ 1
sinZ-sin2%...sin(Bl-2)= >0 og  cos%-cos3E---cos(-E)=—r7
J2 2
for n lige er
sinZ.sin2x...sin(0-2. 1) = Jn 0g COSZ.COoS2E...cos(D-2.%) = Jn
n (T ﬁ)_ n-1 9 nove TRt (T ﬁ)_ n1 -
J2 J2
Heraf fas, at
for n ulige er
tanZ-tan 22 tan (G- 2)=/n |,
for n lige er

tanZ-tan 2% tan (852 2) =1,
Altsa geelder for n =7, at
tanZ-tan 2. tan 3 =7

Besvarelser modtaget fra:

e Jens-Sgren Andersen
Hans Benner
Walther Janous
Hans Mortensen
Asger Olesen
Jan Erik Pedersen
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