Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa sommeropgave
(2019)

Opgave:

I AABC er O centrum for den omskrevne cirkel og DE er en korde parallel med AC.

En cirkel med centrum Os tangerer DE, AB og den omskrevne cirkel, og en cirkel med centrum O;
tangerer DE, BC og den omskrevne cirkel.

Vis, at ZABO, = ZCBO,.

Besvarelse:

Vi gar frem i en raekke skridt.

I. En cirkel har centrum i O og radius R. Vi ser i AABC pa korden AB i cirklen. Desuden er O, et
indre punkt i cirklen, sa O; er centrum for en cirkel med radius r, der tangerer AB og den givne
cirkel. Linjen m er parallel med AB i afstanden R, og Oz ligger mellem AB og m. Hvis projektionen
af O1 pamer Q, er 01Q =R - r. Linjen OO; skeerer den givne cirkel i K, som er de to cirklers
ragringspunkt.
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Vi ser, at
00:1=0K-0K=R-r.

Punktet O; har dermed samme afstand til linjen m og punktet O, sa O1 ligger pa en parabel med
braendpunkt i O og med m som ledelinje.

Lad My vaere midtpunktet af AB og M2 midtpunktet af buen AB mellem AB og m. Midtpunktet af
M1M: er M. Punktet M ligger pa parablen, da M har samme afstand til O og m.

Pa den anden side er det klart, at ethvert punkt pa parabelbuen mellem A og B er centrum for en
cirkel, der tangerer bade AB og den givne cirkel.

I1. Vi indleegger et koordinatsystem med begyndelsespunkt i Mi. Punkterne A og B lig- ger pa x-
aksen og M pa y-aksen. Orienteringen er saledes, at B har negativ x-koordinat og M har negativ y-
koordinat. Vi satter

B (-x0,0) , A (X0,0) , O (0,d).
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X
: r X0
O1
K
m
Q
Vi har, at
d=0OM1=0OM2-MiM2=R-2-MM1,
s at
MM, =1(R—-d) .
Altsé har M koordinaterne
M (0,3(d-R)) .

Parablens ligning er af formen y = ax? + b. Da toppunktet falder i M, er

b=3(d-R).
Desuden er

— 1RrR-d —
O=ax,’"+b < az—k;:z( - )_R S

Xo X, 2X,
Lad nu C vaere et punkt pa cirkelbuen AB over x-aksen. | AABC giver sinusrelationen, at
inc—AB_2% _X
SNC=%R"2R"R
hvoraf
—D.ci _ %
X, =R-sinC eller R_SinC :

| AOM:A er M1A = xo, OM1 =d og OA =R, sa
d2+x?=R? <« d?+RZ?sin’C =R?
< d2=R*1-sin’C) < d=R-cosC.
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Saer
_1 _1 _ 1-cosC
b_f(d—R)_f(RcosC—R)_—R-T
0g
_R-d 1 _1-cosC 1 _g3pc 1
a= 2%, X, 2sinC Xo—ztanz X

I11. Vi treekker linjen BO1, som er en parabelkorde. Nu er det kendt, at haeldningen for en
parabelkorde er lig med haeldningen for den parabeltangent, hvis rgringspunkt har en x-koordinat,
der er middeltallet af x-koordinaterne til kordens endepunkter.
Vi saetter O1 (x,y). Parablens tangent i et punkt er den afledede

y' =2ax= tan%-% :
og heeldningen for tangenten i punktet, hvis
x-koordinat er middeltallet mellem x-koor-
dinaterne til B og O er dermed

c.1 X%
tan sz - —>,

idet x-koordinaterne til B og Oz er —xo 0g X.
Denne haldning er lig med haldningen for
BO1, som er tan ZABO,, sa vi far

— C . X%
tan ZABO, =tan - 2%

G mmmm e ————————

L

Da xo er negativ, er tan ZABO, negativ,
fordi vi her regner med orienterede vinkler.

e

0

Hp+q)
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IV. Nu ligger O1 pa den vinkelhalveringslinje til en af vinklerne mellem DE og AB, der er parallel
med vinkelhalveringslinjen til A i AABC. Vi betegner skeringspunktet mel- lem
vinkelhalveringslinjen gennem O1 og x-aksen (dvs. AB) med F og betegner koordi- naterne til F

med (x1,0). Da hldningen er negativ, er den -tan4 og ligningen er
y=-tan£ (x - x1) .
Skaringspunktet mellem denne linje og parabelbuen har en x-koordinat, der findes ved at lgse
ligningen
tan4 (x-x)=ax*+b < ax’+tang-x+b-x-tans=0 .
Vi benytter (se oven for)

b=-R- , X, =R-sinC.

1-cosC
tan >

[N[e}

a=

N[

L1
XO )
Vi far, at

—tan%i\/tanz%—Z-tan%-%(—xi-tan%—R~%)

X =
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—tan§+\/tan2§\+2-tan§.(tan’2*.xxé 12‘;?]55)
:XO.
tan$
Ly —tan§+\/tan2§+2-tan%-tan%-%+2-tan%-%tan%
tan$
—tan%+\/tan2§+2-tan%-tan§-%+tan2%
:XO-

C
tan$§

Herefter fas:

X—%, —tan§+\/tan2%+2-tan%-tan§-%+tan2%
2 tan §

tan ZABO, =1tan§- -1

=1 —tané—tan%+\/tan2§+tan2%+2tan§tan%-%)
Nu er

X _o Mt % 4_o BF
=22 gr

Dette fremgar som vist pa figuren af de koordinatbetegnelser, vi har valgt pa x-aksen.

| formlen oven for er ZABO, regnet negativ. For som pa sedvanlig vis at regne vinklen positiv,
skifter vi fortegn for tan ZABO,, dvs.

tanAABol:%(tanéjttan%—\/tanz§+tan2%+2tan§tan%-(2%— jj Y
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V. Pa figuren skaerer korden DE parallel med AC siderne AB og BC i F og G. Punktet O; pa
parablen er centrum for en cirkel, der tangerer AB, DF og den omskrevne cirkel, idet O1 ligger pa
parablen og pa vinkelhalveringslinjen for ~/DFA.

Pa samme made kan vi gennemfare ovenstaende argumenter pa hgjre side af figuren ved at
ombytte A og C samt F og G, hvorved vi far

tan ZCBO, :%(tan%ﬂan%—\/tanz%+tan2§+2tan%tan§-(2%—ln - )

Da ABAC og ABFG er ensvinklede, er
BF _BG

BA BC '’
og af (1) og (2) felger, at ZABO, = ZCBO,.

Ovenstaende besvarelse er modtaget fra Jens-Sgren Andersen, Esbjerg. Den bygger som vist i vid
udstreekning pa analytisk geometri.

Walther Janous, Innsbruck, har sendt en besvarelse, der anvender computer-programmer i
analytisk geometri til at beregne eksakte koordinater til figurens punkter. Dette giver et mareridt af
(ukontrollérbar) algebra.

Jan Erik Pedersen, Aakirkeby, har sendt to trigonometriske beviser. Vi bringer det simpleste af
dem her.
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Centrene O1 0og O» fastleegges ved sideleengderne p = BO1 0g q = BO> og vinklerne
w=ZABO, = ZCBO, .
Vi antager, at trekantens omskrevne cirkel har radius 1 og far, at
O01+ri=1 og OO2+r=1.

Lad os se pa forholdene for Og; de tilsvarende for O; fas ved bogstavombytning.

Lad OO skeere trekantens omskrevne cirkel i P, som altsa er feellespunktet for de to cirkler.
Cirklen med centrum i Oz tangerer BC i L, og M er midtpunkt af BC. En linje gennem L parallel
med AC skerer hgjden BH i Q. Projektionen af O, pa QL er R, og RO skerer cirklen med centrum
O2 i S som vist. Endelig er K midtpunkt af AC.

k2

Vi seetter

u=~2ZABO , v=~2CBO .

Saer
u=<20AB , v=/BCO.

Da ZABC =u+vV, er gradtallet for buen AC 2(u +v), sa
ZAOK = ZCOK =u+v , ZOAK = Z0CK =90°-u—vV .
| ABOM far vi, at
BM =0B-cosv=cosv , OM=0B-sinv=sinv .

Desuden er
BC =2-BM = 2cosv .
| ABO,L fas
BL=qg-cosw , OL=r2=q-sinw .
Desuden er
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1=00:+02P < 002=1-0P=1-q-sinw .
Projektionen af O2 pA OM er N. | AOO2N er

002=1-qg-sinw , ON=0OM + MN =sinv + O.L =sinv + g-sinw
samt
NO; = ML =BL - BM = q- cosw - cosv .

I AOO2N giver Pythagoras
ON 2 + NO2? = 00,2

& (sinv + g-sinw)? + (q- cosw — cosv)? = (1 — q- sinw)?
<> sin?v + g%sin?w + 2q- sinv- sinw + ¢?C0S?W + COS?V — 2(- COSV - COSW
=1 + ¢?sin®w — 2q- sinw
& 1+ 0%+ 2q(sinv-sinw - cosv- cosw) = 1 + g2sinw — 2q- sinw
< g%(1 - sin®w) + 2q(sinv- sinw - cosv- cosw + sinw) = 0
< - Cos?w + 2(sinv- sinw - cosv- cosw + sinw) = 0

2(sinv-sinw—cosv-cosw+sinw) _ 2(sin w—cos(v + w))
cos” w cos’ w

& Q=

For forholdene ved O fas tilsvarende

_ 2(sinw —cos(u + w)) '

p

cos® w
Nu udregner vi den vinkelrette afstand ko fra S til siden AC. Vi far, at
ko=HQ +RO2+ 0:S=BH-BQ+RO2+r2 . 1)
| ABCH er
BH = BC-sinC = 2cosv- sin(90° - u) = 2cosv- cosu .
I ABLQ er

BQ =BL-sin Z/BLQ =q-cosw-sinC = q-cosw-sin(90° - u) = q- cosw- cosu

2(sinw—cos(v +w)) 2 sinw—cos(v+w)
=2cosu- :
0052 w cosw

=COSW-COSU -

Videre er
/RLC=/ZLCK=90°~-u og ZO,LR=90°-~/RLC=u,

sa vi i AO2LR far
RO2=r2-sinu.
I ABLO; er
ro=q-sinw.
Altsa far vi af (1), at

Ko = 2C0SV- COSU - - COSW- COSU + I2-Sinu + 2
= 2C0SV- COSU - (- COSW- cosu + (1 + sinu)
= 2C0SV- COSU - (- COSw- cosu + - sinw(1 + sinu)
= 2C0SV- COSU - g- COSW- COSU + (- Sinw + - sinw - sinu
= 2C0SV - CoSu +q(Sinw - Sinu - COSW - COSU + Sinw)

= 2C0SV- cosu +q(sinw - cos(u + w))
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2(sin w—cos(v + w)) - (sin w—cos(u + w)) )
cos® w '

= 2C0SV-cosu +

Den vinkelrette afstand ki fra det gverste punkt T pa cirklen med centrum Os til AC fas ved i (2) at
ombytte u og v. Da u og v indgar symmetrisk i (2), er k1 = ko. Dermed ligger T og S pa samme korde
parallel med AC i den omskrevne cirkel, sa de to cirkler med centre O1 og Oz netop tangerer denne
korde.

Maske er det umuligt at gennemfare et rent euklidisk bevis med ikke for udspekulere- de
hjelpemidler (fx inversion), men redakteren modtager gerne i fremtiden et sadant bevis, hvis nogle
af laeserne skulle have held til at finde et.
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