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Opgave:

Tallene a, b og c er positive,oga+b +c=4.

. ab bc ca
<
Vis, at 4+c+4+a+4+b <1.

Besvarelse;:

1. metode.

Daa+b+c=4er

ab _ ab bc _ bc ca _ ca
44+c a+b+2c ' 4+a 2a+b+c ' 4+b a+2b+c’

Da a, b og c er positive, er

4 _ 1 1 2 _amthic 1)
a+2b+c a+b b+c a+2b+c — 2
- a+2b+c2 . 2l - (a+b)+(b+c)2 . 21
2 a+b T bic 2 a+b T bic

Dette er sandt, fordi det er uligheden mellem aritmetisk og harmonisk middeltal for de to positive
tala+bogb +c.
Uligheden, vi skal vise, er ensbetydende med

ab bc ca
a+b+2c 2a+b+c a+2b+c

4ab 4hc 4ca
a+b+2c 2a+b+c a+2b+c

1
< Z(a+b+C)

<a+b+c.

Efter (1) er

4ab 4bc 4ca
a+b+2c 2a+b+c a+2b+c

<abl 1+ L lype[ 1+ L |ical L 4+ 1
a+c c+b b+a a+c a+b b+c

:ab+bc+ab+ca+bc+a1:b+a+c,
a+c b+c a+b

hvilket skulle bevises.
For god ordens skyld viser vi uligheden mellem aritmetisk middeltal A og harmonisk middeltal H
for to positive tal. Den fremgar ved ensbetydende regninger:

AxH o XY, 2
2 +

& (x+ y)(%+%) >4

x|
<[
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= l+§+y+124 & +¥22,

pA X
X y
og dette er en kendt ulighed.

2. metode.

For alle reelle tal x og y geelder
(x+y)* = (x-y)* + 4xy > 4xy,
og lighedstegnet geelder netop hvis x = .
Altsa geeldfer for alle positive reelle tal a, b og c, at
(a+b+2c)’=(a+c)+(+c)?>>4@+c)b+c) ,

og lighedstegnet geelder netop hvis a = b. Vi har dermed

1 < 1 1 a+b+2c
< < <
(a+b+2c)®> ~ 4(a+c)(b+c) a+b+2c = 4(a+b)(b+c)

1o 1f 1, 1)
a+b+2c ~ 4\ a+c b+c
ab _1f _ab _ ab

a+b+2c ~ 4l a+c b+c

og lighedstegnet gaelder netop hvis a = b. Af denne ulighed og de to analoge finder vi ved addition,
at

Heraf fas, at

ab ,_bc . ca _1f ab ab , _bc . _bec ca ca
a+b+2c b+c+2a c+a+2b " 4\a+c b+c b+a c+a c+b a+b

_1(ab+bc  ab+ca  bc+ca|_ 1 »
_4( a+c b+c b+a} (b+a+c)=l,

T4

og heraf fremgar den gnskede ulighed. Yderligere har vi vist, at der gaelder lighedstegn i den givne
ulighed netop hvisa=b=c = .

Bemarkning. Walther Janous, Innsbruck, navner, at der gelder falgende sa&tning:

For ikke-negative tal k gelder uligheden

ab N bc N ca Sa+b+c
a+b+kc b+c+ka c+a+kb k+2

for alle positive reelle tal a, b og ¢ netop hvis0 < k < 2.
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