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Svar pa opgave 2007-80
December 2007

Opgaven:

Et punkt P ligger uden for den ligesidede
trekant AABC med sideleengde a saledes,
at dets afstand til vinkelspidserne er PA =
1,PB=20gPC=3.

Beregn sidelengden a i trekanten, idet a
samtlige mellemregninger medtages.

Lgsning:

1. metode

C a A

Visatter v= ZPCA, sd ZPCB=60° -v.
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Cosinusrelationen 1 APAC giver
3¥+a’-1> 8+a’

VT3 a T ea
og 1 APBC far vi
o o 3+a’-2" 5+a’
cos(60° -v) = >33 - ca
Nu bruger vi en sakaldt additionsformel:
c0s(60° - v) = c0s60°- cosv + sin60° - sinv . (1)

Efter grundrelationen har vi

sin’v+cos’v=1 < sin’v=1-cos’V,
og vi har at

2\2 4 2
cos?y = (32 _b64+a +16a
6a 36a’

og dermed
64+a*+16a’ _ 36a’—64—a‘—16a” _ 20a’—64—a’
36a° 36a° 36a° '

Vi har desuden, at cos60° = % og sin60° = g Nu kan vi indsztte 1 ligning (1):

s+a’ _ 1 8+a’ /3 +v20a’-64-a’

sin’v=1-cosv=1-

6a 2 6a 2 6a

10+2a> _8+a’  60a’ ~192-3a*
12a  12a 12a

o 10+2a2=8+a’ ++/60a* —192 —3a*

o 2+a’=+/60a-192-3a" < (2+a’)> =60a’>—192-3a*

< 4+a*+4a*=60a’-192-3a" < 4a*-56a’+196=0

Dermed er den segte sideleengde i trekanten a = ﬁ .
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2. metode

Vi kan benytte en s@tning, som var kendt af greekeren Ptolemaios fra antikken:

Ptolemaios s&tning:
En firkant er indskrivelig netop hvis summen af de modstaende siders produkter er lig
med diagonalernes produkt.

I dette tilfaelde ser vi pd oAPBC. Et par modstaende sider er AP og BC, og de har
produktet

AP-BC=1-a=a.
Det andet par modstaende sider er PB og AC, og de har produktet
PB-AC=2-a=2a.
Sa er summen af de modstidende siders produkter:
AP-BC+ PB-AC=a+2a=3a.
Diagonalerne er PC og AB og deres produkt er
PC-AB=3-a=3a.

Dermed er betingelsen i setningen opfyldt, sa firkanten er indskrivelig, dvs. dens vinkel-
spidser ligger pé en cirkel.

Nu benytter vi, at periferivinkler, der spaender over samme bue i en cirkel, er lige store.
Pa figuren ser vi, at Z/BPC = ZBAC=60°. Dermed giver cosinusrelationen i ABPC:
342 -a’ _13-a’

cos ZBPC =co0s60° = 35 S 1

:13—a2

e 12=26-2a’ < 2a>=14 < a=+/7

N | —

og da cos60° = % er
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3. metode

Vi angiver en serdeles smuk og udspekuleret lgsning fra Michael Bach Ipsen fra
Kabenhavns VUC.

B

Vi foretager en drejning af planen pd 60° i negativ omlebsretning omkring punktet A.
Sa vil P fores over 1 et punkt P, og B fores over 1 C. Derfor vil linjestykket PB fores over
i1P,C. DaPB=2erogsd P,C=2.

I AAPP; er AP = AP, =1 og ZPAP, =60°, s& AAPP; er ligesidet og dermed PP, = 1.
Sa far vi

PP,+P,C=1+2=3=PC
Da altsa PP, + P,C = PC, ligger P, pa linjestykket CP. Da ZAPC = 60° giver
cosinusrela- tionen i ACPA:

o 3 +1°-a’ 1 _10-a° 2 B
cos60 —T = E— 3 < 10—ma =3 < a—ﬁ
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