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Forord

Denne bog er skrevet til brug i et statistikkursus for bastetiderende ved Center for Idreet,
Aarhus Universitet.

Bag bogen ligger samme holdninger bade til statistiskyaeabg til begynderundervisning
| statistik, der primeert retter sig mod brugere, som i Bldesd Granfeldt (2000%tatistik for
biologer og geologer

Et vigtigt holdepunkt i statistisk analyse er modelbegteldlan veelger en statistisk model,
som kan belyse den faglige problemstilling. Det vil sigepatametrene i modellen kan fortol-
kes i den faglige problemstilling, og at interessante tgghypoteser svarer til restriktioner pa
parametrene. En faglig hypotese afprgves ved at undersegie)( om man kan acceptere en
reduktion af modellen til en ny model, som er enklere ved aeligerre parametre.

Ggr man sig det klart, kan man hurtigt laere at analysere téigk@mplicerede problem-
stillinger korrekt. Ydermere bliver analysen til at falggsa for folk, som hverken er specialister
pa det faglige omrade eller er professionelle statistike

Et tidsvarende brugerkursus i statistik ma benytte EDBrogtatistisk programpakke. Ved
dette kursus er valgt regnearketcelog den statistik pakke der under navbettaanalyseop-
treeder som et "tilfgjelsesprogram” Eixcel men der er ikke benyttet faciliteter, som er specielle
for denne statistik pakke, og bogen kan uden vanskeligheshales sammen med andre statisti-
ske programpakker. Argumentet for at benygieeler, at regnearket er tilgaengeligt pa de fleste
PC-er imodseaetning til mere kostbare og specialiseredstitkée programpakker sasom for ek-
sempelSAS Genstatog BMDP. Disse programpakker er designet specielt til brug i faiblee
med statistisk analyse og kan derfor udfgre beregningemeget mere avancerede statistiske
modeller end regnearké&ixcelkan. Disse noter demonsterer forhabenligt at i forbireleted
et elementeert kursus i statistikiexcelet brugbart alternativ.

Nar man bruger statistiske programpakker i undervisnmirgdiwer modellerne, som beskre-
vet ovenfor, det faste holdepunkt nar man skal orientage siskrifterne. Man kan bruge en
programpakke til statistisk analyse, nar man har leertatedpecificere modeller i programpak-
ken og dels at teste reduktionen fra @n model til en simpledeat hente relevante oplysninger
ud fra udskrifterne fra estimationen i de to modeller.



Kun fa kan leere statistik uden at fa metoderne ind gennegréire. Vi har derfor valgt
bade at praesentere, hvordan de enkleste modeller kansrpgriemmeregner, og hvordan de
kan regnes ved at orientere sig i udskrifter fra en prograkga-or normalfordelte data vises
bade for én, to od observationsraekker, samt én regressionslinje, hvordzadeherne regnes
igennem pa lommegner, mens en mere kompliceret model ssideto/ariansanalyse kun skal
kunne klares med henvisning til programudskrifter.

Et statistikkursus for studerende, der ikke har et vist k&ab til de mest basale begreber
i sandsynlighedsteorien, fremstar for os som en umuligh&pitel 2 introduceres og/eller
repeteres disse begreber, der illustreres ved en reekkaplksesom er valgt ud fra det princip,
at de matematisk skulle veere lette at handtere. KapitehBlertragte som et katalog vedrarende
definition af og egenskaber ved de fordelinger som anventiebindelse med de statistiske
modeller i de senere kapitler. Kaptitel 2 gennemgas efsludsionen i Kapitel 1 af grafiske og
numeriske metoder i forbindelse med beskrivende statidgkefter fortseettes med modellerne
for normalfordelte data i Kapitel 4 idet de hertil relatezefdrdelinger fra Kapitel 3 omtales
undervejs. Efter adskillige eksempler pa statistisk sl forbindelse med normalfordelingen
i Kapitel 4 diskuteres hovedtraekkene i en analyse af en petresk statistisk model i generelle
termer i Kapitel 5. Derefter gennemgas Kapitel 6 om multimgifordelte data og Kapitel 7 om
Poissonfordelte data. Bogen slutter med omtale af noglplsiikke-parametriske test i Kapitel
8. Som naevnt ovenfor foretraekker vi at betragte parametissitistiske modeller. Formalet
med Kapitel 8 er at orientere lseserne om at ikke alle deleneléoldning og for at give et kort
indblik i de alternative metoder.

Det vil vaere muligt at lsese kapitlerne i en anden reekkefatge man skal veere opmaerk-
som pa, at de statistiske grundbegreber som nulhypotsstetastsandsynlighed, signifikansni-
veau og sa videre gennemgas i forbindelse med Afsnit 4.2.

Uden dataeksempler, som udspringer af en faglig problémgtibliver en lserebog til et
brugerkursus i statistik temmelig uinteressant. En delkaemplerne er taget fra Andersen
(1998)Statistik for Idreetsstuderendeed forfatterens tilladelse, hvilket vi er taknemmelige fo
Vi vil ogsa gerne takke medarbejdere og studerende vedeCfamtidraet, Aarhus Universitet og
ved Institut for Idreet, Kegbenhavns Universitet, som hdlestilata og deres historie til radighed
for bogens eksempler og opgaver.

Bogen er blevet brugt ved Idreetsstatistik i efteraret 209Mygger pa erfaringer fra et
lignede kursus i efteraret 1999 og en saerlig tak gar tibdakrabbe Pedersen og Lars Bo
Kristensen for deres store indstats som instruktorer ggedio kurser og for deres pavisning af
trykfejl.

Bogen er skrevefIEX, og Jacob Goldbach har skrevet de stylefiléTEK, som definerer



\

udseendet af bogen, men derudover har Jacob Goldbachdiginbesvaret utallige spgrgsmal
om KTEX ligesom Frank Allan Hansen, Niels Vaever Hartvig og MichKgergard Sarensen
velvilligt har assisteret os.

| forhold til versionen af bogen fra maj 2001 er der rettet ehtdykfejl og nogle fa figu-
rer er blevet tilfgjet. Vi vil gerne takke Lars Madsen for reggompetent bistand medTEX
spgrgsmal i forbindelse med revisionen og Michael Kjaetg@arensen for at have produceret

de nye figurer.

Arhus, august 2005

Preben Blaesild og Jargen Granfeldt
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5 Statistisk analyse 5.1

5 Statistisk analyse

Vi har i Kapitel 4 set adskillige eksempler pa statistiskalgiser og i disse eksempler er e-
stimater og teststgrrelser valgt ud fra heuristiske argueneDisse valg er dog baseret pa en
generel metode, der omtales i dette kapitel. Denne metaubéwayttes i andre situationer, hvor
valg af estimatorer og teststarrelser ikke kan baseregpastiske argumenter.

Kapitlet indeholder en beskrivelse af de vigtigste ingeeder i en statistisk analyse samt
en praesentation af de basale matematiske og/eller filosdfisgireber, der ligger til grund for
de statistiske metoder, vi betragter i disse noter. Needlela statistiske metoder, der er ble-
vet eller vil blive omtalt i noterne, kan faktisk opfattessspecialtilfeelde - eller illustrationer
- af den generelle metodik, som diskuteres i dette kapiteéske undtagelse er metoderne i
Kapitel 8. Formalet med kapitlet er at fremstille de griggénde begreber og ideer sa over-
skueligt som muligt, og vi har valgt at ggre dette med refeedii teorien for &n normalfordelt
observationsraekke med kendt varians i Afsnit 4.2.

En nybegynder i statistisk analyse kan betragte kapitiet sdstilling af fundamentale be-
greber i statistisk analyse, som er blevet og ogsa sentivé anvendt og illustreret igen og
igen. En mere erfaren laeser kan derimod betragte kapithetesdille opslagsveerk vedrgrende
begreber og terminologi i statistisk analyse.

Afsnit 5.1 vedrgrer videnskabelige eksperimenter og déthar valgt at fokusere pa tre
hovedingredienser eller aktiviteter i en statistisk asaly

)] modelopstilling
i) modelkontrol
i) statistisk inferens

som omtales i Afsnit 5.2 - 5.4. Statistik inferens basemetpgrebetikelihood diskuteres i
Afsnit 5.5 og i Afsnit 5.6 omtales nogle fa begreber fra deneyelle testteori. Approksimati-
ve statistiske metoder omtales i Afsnit 5.7 og endelig imdiédér Afsnit 5.8 nogle afsluttende
bemeerkninger.



5.2 5.2 Modelopstilling

5.1 Data

Udgangspunktet for en statistisk analyse edatasaetx, der er resultatet af etksperiment
udfgrt med det formal at fa indblik i en specfalglig sammenhzen@etegnelsen eksperiment
skal her forstas i en bred forstand. Data fra idreet kan feeeipel vaere bestemmelser af kondi-
tal, heematokritvaerdier eller andre fysiologiske malinBata er ofte indsamlet for at fa indblik
i, hvorledes treening eller konkurrence pavirker malimge En anden form for data er resulta-
ter fra konkurrencer, der studeres for at fa indsigt i, kiaor forskellige personer eller hold
klarer sig i forhold til hinanden eller for at sammenlignegstationer udfgrt under forskellige
omstaendigheder.

5.2 Modelopstilling

Karakteristisk for et datasaeti>et eksperiment er, at det stokastiskdet vil sige, at hvis man
gentager eksperimentet eller malingerne under lignenustandigheder, bliver resultatet ikke
nagdvendigvisxx Dette er i modsaetning til en deterministisk situation, hwdfald pa forhand
kan bestemmes med sikkerhed. Men selv om udfaldene af ékspdet ikke kan angives pa
forhand er der ofte en regelmaessighed pa et hgjere niseauman netop kan erkende, hvis
forsgget gentages mange gange. En byggesten i beskriadflstreksperiment er derfor en
sandsynlighedsteoretisk model

En sandsynlighedsteoretisk model bestar af tre kompenehjudfaldsrummet2”, som er
samtlige vaerdier (udfald), som eksperimentet kan féhahdelsessystemet, som omfatter
alle de heendelser vi vil betragte; og)ndsynlighedsétet, P, som angiver sandsynligheden
af alle heendelserdy.

Det stokastiske element i et eksperiment beskrives af hgmsdystemet og sandsynlig-
hedsmalet, som beskriver alle haendelser vi er interedsé®g deres sandsynligheder. Vi be-
skriver ofte det stokastiske ved et datasaet ved at opfati@dam en realisation af en stokastisk
vektor X. Denne stokastiske vektor kan man teenke pa som ideatibégningen pa udfalds-
rummet.2” og dens fordeling som givet ved sandsynlighedsnfalet

Vi indskraenker os til kun betragtiiskreteog kontinuertestokastiske vektorer. Heendelses-
systemet vil omfatte alle etpunktsmaengder, alle integvall alle maengder, der kan dannes
udfra dem med de saedvanlige maengdeoperationer, som fgsemangde, faellesmaengde og
komplementaermaengde. Sandsynlighedsmalene pa disslelsemsystemer kan repraesenteres
enten ved derefordelingsfunktionen Feller deregaethedsfunktion. f

Enstatistisk modetr en parametriseret maengde af sandsynlighedsteoretisladlsr. Seed-
vanligvis er udfaldsrummene og haendelsessystemerneskemr alle de sandsynlighedsteo-



5.3

retiske modeller, og i det tilfeelde kan man teenke pa erssittimodel som en sandsynligheds-
teoretisk model, hvor sandsynlighedsmalet er bleveateitmed emparametrisereklasse af
sandsynlighedsmal? = {Py|w € Q}. Alternativt kan klassen af sandsynlighedsmal repraesen-
teres med en parametriseret klasse af fordeling@r=- {Fyp|w € Q}, eller en parametriseret
klasse af teetheddIf (-; w)|w € Q}. Her erparametererw = (wy, ..., ax), 0g Vi antager altsa,
atQ, parameterrummeparametermaengdgner en delmaengde & . Parameterew bgr veel-
ges, saledes at den er relevant for det faglige problemljgtger til grund for eksperimentet.
Det vil sige, at parameteren skal veelges, saledes at udsagarende det faglige problem kan
formuleres ved hjeelp ab.

Med undtagelse af modellerne i Kapitel 8 er alle de staketmodeller, der betragtes i disse
noter, pa formen

(X, P)= (X, o {Po|w e Q}).

Vores foretrukne repraesentation af sandsynlighedsmalevia tsetheder, og vi kalder funk-

tionen
2 xQ — R

(5.1)
Xw — fXw)
for modelfunktionen Modelfunktionen er teetheden som funktion af bade udfatdsy para-
metererw.

For at ggre de matematiske overvejelser lettere vil vi antagparametermaengd@nkan
veelges som eamradei R¥; det vil sige, aiQ er endben’! og sammenhangendelelmaengde
af R¥.

Vi har nu faet fastlagt de termer og den notation vi vil brugentalen af statistiske mo-
deller.Modelopstillingopfatter vi som den proces, hvor man identificerer kompaareeti den
statistiske model: udfaldsrum, haendelsessystem og kladderdelinger. Det er sasedvanligvis
uproblematisk at bestemme sig for udfaldsrummet, og demnédendelsessystemet ogsa gi-
vet. Det veesentligste arbejde er i forbindelse med ideatibk af den parametriserede klasse
af fordelinger, som man vil betragte. Det betyder ogsa,at homtalen af modellerne ofte und-
lader at neevne hele triple2”, .«7; {Py|w € Q}), men fokuserer pa fordelingerf€y|w € Q} .
Endda gar man ofte sa vidt, at man ngjes med at specificeaenptermaengdef, idet bade
udfaldsrum, haendelsessystem og fordelingsklasse erforstéet.

| arbejdet med at identificere en klasse af fordelinger iagdr man almindelig og specifik
viden om forsggsomstaendighederne og undertiden erfafiraggtatistiske analyser af lignende
forsgg. Seedvanligvis er de indledende grafiske procedieemymtales i Kapitel 1, seerdeles

1Q er &ben, hvis et vilkarligt punkb € Q er centrum for en kugle, der helt er indehol@2.i
2Q er sammenhaengende, hvis to vilkarlige punkieog @’ i Q kan forbindes med hinanden ved hjzelp af

linjestykker, der alle er indeholdt.
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nyttige i forbindelse med modelopstilling. Dette trin i efatsstisk analyse kraever ofte en sa
betydelig indsigt i den faglige sammenhang , at et samaglmegllem fagmanden fra idreet og
statistikeren er pakraevet.

5.3 Modelkontrol

Dette punkt i en statistisk analyse vedrgrer vurderingrakligheden af den opstillede stati-
stiske model. Det undersgges, om datinder mod en eller flere vaesentlige konsekvenser af
modellen. Hvis dette er tilfeeldet, forkastes modellen oggopstilles; hvis ikke, er man klar

til at ga videre til naeste punkt i analysen, statistiskiiefes. Bemaerk, at man ved den skitserede
procedure pa ingen made opnar sikkerhed for, at modeHéworrekt. Det er vanskeligt at give
en generel beskrivelse af dette punkt i en statistisk aaalget metoderne dels afhaenger af
modellen og dels af de betragtede aspekter ved modellen.

Desuden skal det understreges, at modelkontrol ikke erstreggt til de indledende faser
af en statistisk undersggelse. | mange modeller, for ekesempgressionsmodeller, sker den
vaesentligste del af modelkontrollen efter, at man har esgii modellen.

Som det fremgar af naesten alle de fglgende kapitler, insi@el grafiske som numeriske
undersggelser i kontrollen af en model.

Eksempel 4.1 (Fortsat)

Ved opstillingen af en model for daxssom bestar af de 15 malinger, . . ., 15 af laktat koncen-
trationen i den samme blodprave med en kendt koncentradi®® png/l benytter vi oplysningen
om, at erfaringsmaessigt kan sadanne malinger betragiessrmalfordelte med en spredning
pa 5mgl/l. Vi opfatter derfor de 15 malinger som realisatioaf uafhaengige og identisk fordelte
stokastiske variabl¥y, ..., X;s. Vi betragter altsa modellen

X ~N(u,08), i=1,...n,

hvorn=15 ogag = 25. Parameteren varierer iR, og da de stokastiske variable er uafhaengige
er modelfunktionen

1 — L (x—p)?

n
f(x;u) = il:! \/F%ze 202

1\2 -%
— e ZJgi
2108

Modellen kontroleres ved hjeelp af en fraktiisammenlignsam beskrevet i Afsnit4.1. [

- 17)2
L (5.2)

IM >
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5.4 Statistisk inferens

Formalet med en statistik analyse er at opna indsigt i dglide problemstilling, der gav an-
ledning til eksperimentet. Ved modelopstillingen blevaraetererw valgt, saledes at den re-
preesenterer de aspekter ved det faglige problem, som eeaitspteresse. Statistisk inferens
vedrgrer spgrgsmalet om at formulere udsagn om parameiereng dermed om det faglige
problem - pa baggrund af daxa wudfaldet af eksperimentet. Disse udsagn har som forinal a
angive, i hvilken grad de forskellige parameterveerdigeller rettere de tilsvarende fordelings-
funktionerF,, (eller teethedsfunktionedr(-; w)), kan anses for at give en rimelig beskrivelse af
datax Estimationsteorog testteori anses traditionelt som de vigtigste discipliner i statlsti
inferens.

| estimationsteorien sgges en afbildning

5)23{—)9

X — @X), (5:3)

der til dataxctilordner en bestemt parametervaaiik), se Figur 5.1. Denne veerdi omtales som
estimatefor (skennebver) parameterew. Den tilsvarende stokastiske vekid(X) omtales
som enestimatorfor w. Vi vil ofte bruge notationemo — w eller w < @ til at antyde, at er

et estimat foiw.

Figur 5.1 lllustration af en estimatab.
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Det er ofte en del af en statistisk analyse at undersgge, anidare statistiske model end
den, der som udgangspunkt blev opstillet, giver en tilfséitlende beskrivelse af data. Det kan
netop veere pa den made, man formulerer og besvarer eantléagligt spargsmal. Lafdg
betegne en delmaengde af parameterruninétypotesen

Ho:we Qp (5.4)

repraesenterer da eeduktionaf den statistiske model. Hv{3g kun har ét elemerdy, omtales
hypotesen som esimpel hypoteseller som erpunkthypotese modsat fald betegnes hypotesen
somsammensaflestteorierangiver metoder til at vurdere, om hypotedéner rimelig eller

ej pa grundlag af data. Matematisk set er et test blot en opdeling af veerdimaengieino
disjunkte maengder

R={x € 2 : Hp forkastes pa grundlag afx
(5.5)
A= {x e Z : Ho forkastes ikke pa grundlag a#x

der betegnes som henholdsfaskastelsesog acceptomadetfor Hyp. MaengderR (ikke at for-
veksle med de reelle t&) omtales undertiden ogsa som #égtiske omadefor Ho.

Ofte fas den betragtede opdeling af veerdimaengéiesom beskrevet pa fglgende made, se
ogsa Figur 5.2: Lad veere en afbildning af2” ind i de reelle tal og ladZg og A veere en
opdeling af veerdimaengde#i = T (.2") i to disjunkte meengder. Hvis

R=T Y %) ={xe 2 :TX) e R}
(5.6)
A=T H(Tp)={xe 2 :T(x) € Za},

omtalesT som entestoraf hypotesemy. VeerdienT (x) af T svarende til dat& mtales som
teststarrelsen

Ud fra heuristiske argumenter er det ofte muligt at angiveregorer og testorer i simple,
konkrete situationer. Imidlertid er det naturligvis af et have en general metodik, baseret pa
simple principper, der anviser estimatorer og testorea ogsere komplicerede situationer. Den
metodik, vi skal omtale i det falgende, baserer sidikglihood funktionen som introduceres
I det naeste afsnit. De hertil hgrende stgrrelser omtaleshsmholdsvismaksimum likelihood
estimatorerog likelihood ratio testoren
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Figur 5.2 lllustration af en testof for hypoteserHy.
5.5 Likelihood inferens

Ideerne bag likelihood inferens og de farste grundliggerdieklinger af dette begreb skyldes
den engelske genetiker R. A. Fisher. Likelihood inferenbaseret pdikelihood funktionen
som vi nu introducerer og diskuterer.

Fra formuleringen af den statistiske model i Afsnit 5.2 sefs dt for fast veerdi af parame-
terenw er modelfunktionerf (x; ) taethedsfunktionen for den stokastiske vekfoHXis P,
betegner sandsynlighedsmalet svarende til teethed sbmektf (x; w) har vi derfor, at

f(X; W) = Pp(X =X), (5.7)
hvis X er diskret. HvisXer kontinuert er relationen melleri(X; @) og P, givet ved

hvor I er en lille maengde omkring,vis indhold erdkx

For fast veerdi afv beskriver modelfunktionen altsa sandsynlighedernetkntit alle muli-
ge realisationer akXDatax er imidlertid en bestemt og fast realisation@fo§ da vi gnsker at
udtale os om forskellige veerdierafi lys af dataxg kunne vi prgve at betragte modelfunktionen
som funktion afw for fastholdtx Vi har da stadig fortolkningen, dtx; ) er sandsynligheden
af observationew xhvis parameteren @o. Det har vi direkte via (5.7), hviXér diskret, eller
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via fortolkningen i (5.8), hvig0ér kontinuert. | den forstand d1(x; w) et udtryk for troligheden
eller rimeligheden adv i lys af dataxx R.A. Fisher valgte termelikelihood, fordi likelihood i
lighed med probability i engelsk daglig tale bruges til atrykkke grader af tiltro. Ved at veelge
en anden term end probability understregede Fisher, akeihlar at ggre med sandsynligheder
pa parametrene.

Termen likelihood er ikke oversat til dansk, og vi kaldgx; w) som funktion afw for
likelihood funktionerog betegner den

Llw)=fXxw) weQ, (5.9)

idet vi underforstar afheengigheden af de observerede & hvis vi gnsker at understrege,
at vi betragter funktionen svarende til dateskriver viL(w;X) i stedet forl(w).
Et eksempel pa en likelihood funktion kan ses i Figur 5.3.

1.50 A

1.25

1.00

0.75 A

L(my)*10**16

0.50

0.25

0.00 - T T T T T T T T T T T
76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86

my

Figur 5.3 Likelihood funktionenL () (ganget med 1) for middelvaerdieru i €n normalfor-
delt observationsraekke med kendt variag £ 25) for data i Eksempel 4.1.

Likelihood funktionen laver en ordning i parametermaengd#rs vi et gjeblik betragter
kun to parameterveerdied; og w», 0g pa baggrund af datagnsker at veelge, hvilken af de
to parameterveerdier, der bedst forklarer data, ma de¢ lan, som har den starste veerdi af
likelihood funktionenL(w), fordi det er den som ggr data mest sandsynlig. Vi siger, atieze
w, er merdikely endw; i lys af datax hvisL(w1) > L(w,). Pa dansk vil vi undertiden bruge
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ordettrolig i denne tekniske betydning, og altsa sigewater meretrolig endw, i lys af data
X, hvisL(wy) > L(wp).

Likelihood funktionens ordning af parametermaengden ledeiddelbart til, at hvis vi vil
angive én parameterveerdi, som er i bedst overensstemmetbdataxma det blive den veerdi,
som ggr de observerede data mest sandsynlige, det vil sgeseleli, hvor likelihood funktio-
nen antager sit maksimum. Vi har hermed introduceret begnetaksimum likelihood estima-
tion. Hvis der eksisterer en entydigt bestemt vagdifor hvilken likelihood funktioneri(-)
antager sit maksimum, det vil sige

L(@) > L(w) forallew € Q saledes ab # @,

kaldes denne veerd af parameteren fomaksimum likelihood estimatetr . Med andre ord

er maksimum likelihood estimatés = (@(x)) den mest trolige veerdi af parameteemlys af

datax Den tilsvarende stokastiske vektd(X ) omtales sonmaksimum likelihood estimatoren
Undertiden er det lettere at maksiméog likelihood funktionen

l(w)=InL(w) weQ, (5.10)

end selve likelihood funktiondn(-). | de modeller, vi betragter, er likelihood funktionen (rugt)

to gange differentiabel med kontinuerte (partielle) afteejeng det letter arbejdet med at finde
den veerdi, hvor likelihood funktionen antager sit maksimDa parametermaengden er antaget
at veere et omrade, ka = (&, ..., &) findes som en Igsning til ligningerne

%(m):o, i=1,2... .k (5.11)
Disse ligninger, der kalddgkelihood ligningerne kan undertiden Igses eksplicit, men i nogle
tilfeelde ma man benytte numeriske procedurer for at fildd®esuden ma man ogsa vurde-
re om en lgsning til likelihood ligningerne er et punkt, hwigelihood funktionen antager sit
maksimum.

Ofte bestar datx af n enkeltmalingexy, ..., X,, det vil sigex= (x1,...,X,). Hvis vi som
model kan benytte, at, ..., x, er udfald af uafheengige og identisk fordelte stokastiskmka
le Xy, ..., Xn, hvor teethedsfunktionen fof er f(x;w),i = 1,...,n, vil vi omtale data som én
observationsraekke fra fordelingep.FAntagelsen om uafhaengighed af de stokastiske variable
medfarer - som bekendt fra sandsynlighedsteorien - at tesfinaktionen foX<er produktet af
teethedsfunktionerne fof, i = 1, ..., n. Likelihood funktionerL(-) og log likelihood funktionen
| (-) bliver derfor i denne situation henholdsvis

Li@) =] i) (5.12)
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og
l(w) = _len f(X; w). (5.13)

Eksempel 4.1 (Fortsat)
Af (5.2) ses, at likelihoodfunktionen fqr er

1 \2 5L 3 x-np
2) e 3% : (5.14)
210

Lo = (
se Figur 5.3, og dermed at log likelihood funktionen foer
(1) = —Dinrod) - —2 S (x — p)? (5.15)
H)=-5 0 20521 i —H)”. :

Differentieres log likelihood funktionehi (5.15) én gang med hensyn fil og saettes lig
med 0, fas likelihood ligningen

0= ()= g2 3,061
Lases ligningen med hensyn filfas lgsningen
.~ _— 1n
H=X = ﬁiglxi,

som maksimerdr Maksimum likelihood estimatet for middelveerdigrer gennemsnittet af ob-
servationerne. Som naevnt i forbindelse med Eksempel 4.&te el intuitivt rimeligt estimat.
Det er en realisation af den stokastiske variabel

som har den rigtige middelveerdiog en varian®Z/n, som aftager med antallet af observatio-
ner. U

Vi giver nu en diskussion af testteori baseret pa likelith@anktionen. Indledningsvis be-
meerker vi to ting. For det farste er veerdien af likelihoodkfionmen beregnet i maksimum
likelihood estimatetl (@(x)), en funktion af dataxog dermed en stokastisk variabel. For det
andet er fortolkningen df(&(x)), at det er den maksimale sandsynlighed for atdtden givne
statistiske model.

Antag, at vi i en statistisk model med parametermeerdg pa grundlag af dataansker
at undersgge, om data kan beskrives med delmod@iehvor Qg betegner en delmaengde af
Q, det vil sigeQq C Q.
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Vi bruger sprogbrugen, at vi gnsker at teste hypotesen
Ho: w € Qo.

Lad @(x) betegne maksimum likelihood estimatet éoii den oprindelige model, og lafd(x)
betegne maksimum likelihood estimatet éaunderHy, det vil sige i den statistiske model med
parametermaengd®y. Likelihood ratio teststarrelsen @) defineres da som:

maxL(w) A
weQo L(éxo(x))
M= @)~ L6) 510

Man bemaerker, &(x) < 1 fordi det er samme funktion, der maksimeres i teeller og resevn
og at der maksimeres over en mindre maengde i teellererendBresu 0< Q(x), daQ(X) er et
forhold mellem to sandsynligheder. Alti alt er altsa@(x) < 1.

Vi ser dernaest pa fortolkningen af likelihood ratio testetlsen.Q(x) er troveerdigheds-
forholdet mellem den mest trolige veeidp af w underHy og den mest trolige veerdd af w
overhovedet. HViQ(X) ~ 1 erL(@o) ~ L(®); der eksisterer altsa en veerdi af parameteren under
hypotesen, der er naesten ligesa trolig som den mest tnadigdi overhovedet, og vi har derfor
ingen grund til at betvivieHp i denne situation. Hvis derimo@(x) ~ 0 erL(@p) << L(®);
den mest trolige veerdi under hypotesen er altsa meget emtralig end den mest trolige veerdi
overhovedet, og derfor ma vi betviviy. Med andre ordpbservatione er kritisk for Hy hvis
Q(x) erlille.

Helt pa samme made som likelihood funktionen lavede eniogdi parametermaengdéh
laver likelihood ratio teststgrrelsen en ordning i udfalsismet.2". Vi siger, atk ermere (eller
sige R) kritisk for Hy somx, hvis

Q(x1) < Q(x2).

Begrundelsen er, a(x) er forholdet mellem den maksimale sandsynlighed for datieun
hypotesen relativt til den maksimale sandsynlighed undsdetten.

For at fa et indtryk af hvor lilleQ(x) skal veere, far vi forkastetly, betragtes maengden af
alle mulige udfaldpyaf eksperimentet, som er mindst lige sa kritiskeHigisom det observerede
udfaldx, det vil sige maengden

ye 2:Q(y) <Q(X)}- (5.17)

For at vurdere stgrrelsen af maengden i (5.17) relativtdilrstsen atZ2” benytter vi sand-
synlighedsteorien.
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Hvis hypoteserHy er simpel, det vil sige hvi€o = {wo}, omtales sandsynligheden for

maengden i (5.17),

£(x) = Pu,({y € 27: Q(Y) < Q(X)}), (5.18)
somtestsandsynlighedédar likelihood ratio testet. (Synonymt bruges betegneiselet obser-
verede signifikansniveailer p-veerdien) Det ses af (5.18), at testsandsynlighedesegrdsyn-
ligheden - beregnet undergH for de mulige udfalg, der er mindst lige & kritiske for Hy som
det observerede udfakl Er g(x) lille, er der saledes ikke stor sandsynlighed for at faalgtjf
der er mindst lige sa kritiske fdig som det observerede udfatd ag derfor forkaster vHo.
Altsa hvis g(x) er lille forkastes H. Er (x) stor, er der stor sandsynlighed for udfald, der er
mindst lige sa kritiske som,yog falgelig er der ingen grund til at forkadti; vi siger da, atHg
accepteres. AltsAvise(x) er stor accepteres ¢ Bemaerk, at accept &fy pa ingen made bety-
der, at vi har bevist (i matematisk forstand) rigtighedehlligfmen blot at vi i det naerveerende
forsgg ikke har kunnet konstatesmgnifikante(betydningsfulde) afvigelser fiid.

Lad os for en sikkerheds skyld fremhaeve logikken bag detraegu, der implicerer, at hypo-
tesenHy forkastes, hvis testsandsynlighedg®) er lille. Statistikeren betragter to preemisser:
1) 'enten er hypoteseH falsk eller ogsa er en haendelse med lille sandsynlighetiifiiet’
og 2) 'en haendelse med lille sandsynlighed indtraeffer ikldel fra disse to preemisser drages
konklusionen 'hypoteseHg er falsk’.

Et spagrgsmal er stadig ubesvaret. Hvor lille skal testspanidghedere(x) veere, far vi for-
kasterHg? Principielt afheenger svaret af hypotesens natur. Foreeksentelt at afvise vel-
renommeérede videnskabelige hypoteser, som for eksengyeidds 2. lov, kreeves, at der kon-
stateres steerkt signifikante afvigelser fra hypotesenyiisige at testsandsynligheden skal
veere meget lille, for eksempel 0.1%. Mindre velbegrundegmteser, sasom at koncentratio-
nen af laktat i en blodprgve er 80mg/l, forkastes for langtrst testsandsynligheder (1 eller
5%).

Likelihood ratio testet medignifikansniveawr forkaster hypoteseHy, hvis

eX) <a, (5.19)
hvilket medfarer, at det tilsvarende forkastelsesom(ater kritiske omradelR, er
Ry ={xeZ:e(x)<a} (5.20)
samt at det tilsvarende acceptomrade er
Ag={xe2:ex)>a}. (5.21)

| den statistiske litteratur er det foretrukne signifikaimeau traditionelt 5%, men ogsa ni-
veauet 1% benyttes i forbindelse med mere velbegrundedetésgr. | dette kursus vil vi i
forbindelse med eksempler og opgaver benytte test pa v&@nj medmindre andet er naevnt.
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Vi afslutter dette afsnit med nogle bemaerkninger vedrgedielihood ratio testet i det
tilfeelde, hvor hypotesehlly er sammensat, det vil sige hvor delmaeng@gnder specificerer
hypotesen, har mere end &t element. | dette tilfaelde deBriestsandsynligheden for likelihood
ratio testet som

E(X)= supPp({y e Z :Q(Y) <QX)}), (5.22)

weQq
altsa som den starste af sandsynlighederne - udglefor meengden i (5.17). Forkastelses- og
acceptomradet defineres ogsa i dette tilfeelde som i foralés.20) og (5.21).
Temmelig ofte er det vanskeligt (eller umuligt) at beregeectisakte veerdier af testsand-
synligheden for likelihood ratio testet som defineret i &.&ller (5.22). | Afsnit 5.7 diskuterer
vi, hvorledes man beregner approksimationer for testsanidbederne i sadanne situationer.

Eksempel 4.1 (Fortsat)
Vi betragter nu test af hypoteséfy : 4 = o = 80.

Likelihood ratio teststarrelsef(x) er forholdet mellem maksimum af likelihood funktionen
underHp og maksimum af likelihood funktionen udéfy's begraensning.

max L(u)
_ HeHo _ L(po)
00 ey L)

Hvis Q(x) er meget lille, forklares observationen meget darligardeuHy end under den op-
rindelige model uden restriktioner pa Sa de veerdier, der er mere kritiske fy end observa-
tionenx er{y | Q(y) < Q(x)}. Igen ser man af tekniske grunde p&in

INQ(x) = (o) —1(x)

= 5o 2,06 0 3 (x5
_ (X - Ho)?
N 208
1 2
——h) (5.23)

hvor u(x) netop er teststarrelsen (4.5), som blev udledt i EksempeDE observationer, som
er mere kritiske foHgp end observationex &r

{ylQy) <Qx)} = {y|-2InQy) > —-2InQ(x)}
= {ylw(y) > ()}
= {y| [u(y)|=[u(x) [}
og man ser, at likelihood ratio testet fidg er det samme som testet baseret pa (4.5)
U(X) = U(Xq, ..., Yn) = - HO
oz/n




5.14 5.6 Begreber fra generel testteori
5.6 Begreber fra generel testteori

| Afsnit 5.5 har vi diskuteret et specielt signifikanstestymig likelihood ratio testet. Som
naevnt er det undertiden vanskeligt at finde testsandsyedigih for dette test og derfor ogsa
de tilsvarende forkastelses- og acceptomrader. | s@dsiturationer betragter man sommetider
alternative teststgrrelser, der findes ved hjeelp af héskésargumenter og/eller sandsynligheds-
teoretiske overvejelser. | dette afsnit giver vi en kotéfaomtale af egenskaber ved en generel
teststarrels& som defineret i Afsnit 5.4. Bemaerkningerne er derfor gyldigsavel likelihood
ratio testet som for de alternative test.

Signifikanstestet af hypotesély : w € Qg svarende til testorei siges at havsignifikans-
niveaua (eller kort, T er ettest @ niveaua), hvis

supPy(X €R) =a, (5.24)

weQp

altsa hvis den stgrste sandsynlighed for at forkaigtedet vil sige den stgrste sandsynlighed
for at X tilhgrer det kritiske omrad® - beregnet undeflg - er a. Med andre ord, signifikans-
niveaueta for et test er mal for risikoen for at forkaste en sand hypet®et er indlysende, at
det ville veere gnskeligt, at var 0, men sadanne signifikanstest findes ikke.

Det er karakteristisk for statistisk inferens, at dke med sikkerhed er muligt udtale sig,
om hypoteserHy er sand eller falsk. Pa dette punkt adskiller statisti$&rans sig fra mate-
matik og logik. | de to sidstnaevnte discipliner drager mankktasioner pa grundlag af faste
preemisser. | statistisk inferens drager man konklusioaerpndlag af data, der betragtes som
en realisation af en stokastisk vektor, hvis variation bgsk ved hjeelp af en sandsynligheds-
teoretisk model. Konklusionerne i statistisk inferensxfateres derfor - naturligvis - ved hjeelp
af sandsynlighedsteorien.

En anden vigtig forskel mellem de tre discipliner bestat matematik og logik estleduktive
det vil sige, at de slutter fra det generelle til det speeiellmodsaetning hertil er statistisk
inferensinduktiv, idet man her slutter fra det specielle (data) til det gefee(en videnskabelig
model).

| forbindelse med testteori taler man undertiden om fejlypétl og type Il. Disse fremgar af
Tabel 5.1. Bemeerk, at sandsynligheden for at bega en figjbafl praecis er signifikansniveauet
a.

Kvaliteten af et statistisk test afheenger blandt andet &f elene til at afslgre signifikante
afvigelser fra hypotesep, hvilket kan udtrykkes vedstyrkefunktioneror testet. Med beteg-
nelserne fra Afsnit 5.4 er styrkefunktionen for testoileaf hypoteserHy : w € Qg defineret
som

poww) = Py(T € IR),
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Ho forkastes| Hgp accepteres

Ho sand type | ingen

Ho falsk ingen type Il

Tabel 5.1De forskellige typer af fejl i testteorien.

detvil sige, at for enhver veerdi af parametesgar styrkenpoww) sandsynligheden - beregnet
ved hjeelp af sandsynlighedsmalet svarendeoti for at forkaste hypoteseHy. Bemeerk, at
hvis hypotesen er simpefo = {wo}, sa erpowawp) netop lig med signifikansniveauet,
samt at hvis vi forw # wp lader B(w) betegne sandsynlighed for fejl af type Il - svarende til
parametervaerdiem - sa er

B(w) = 1 pow(w).
Ideelt set burde veerdien af styrkefunktionen for en simgebteseH, : w = wg derfor veere
konstant lig med 1 med undtagelse af veerdian,isom burde veere 0. Som naevnt ovenfor fin-

des der imidlertid ikke testorer med en sadan styrkefonkiEt eksempel pa en styrkefunktion
er vist i Figur 5.4.

1.00

0.75 1

0.50

pow(my)

0.25

0.00 -
74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86

my

Figur 5.4 Styrkefunktionen fou-testet pa niveau 5% for hypotesdp : 4 = 80. Standardafvi-
gelseno er 5, svarende til problemstillingen i Eksempel 4.1.

Vi afslutter dette afsnit med at omtale konfidensomradem sr et begreb, hvis definition
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er relateret til testteorien og som ofte benyttes i anvesadel lys af dataver (1 — a) konfiden-
som@det for parameterew defineret som

hypoteserHy : @ = wg accepteres ved et signj'L-

Cra(X) = {ao| (5.25)

fikanstest pa niveaa pa grundlag af data x

Hvis parameteren er en-dimensional er omradet typisktenial, (1 — o) konfidensintervallet
Der er indlysende, at konfidensomradet afhaenger af detdtetie test samt det valgte signifi-
kansniveau. Test udfgres seedvanligvis pa niveau 5%, dsdarende omrader er i sa tilfeelde
95% konfidensomrader.

En fortolkning af 95% konfidensomrader baserer sig péfningen af sandsynligheder
som graenseveerdier af relative hyppigheder. Antag, at ekspetet, der resulterede i data x
blev gentaget et uendeligt antal gange og antag, at man dattagetyaf hver gentagelse af
eksperimentet beregnede omra@et,(y). Den sande veerdi af parameteworville da veere
indeholdt i det beregnede omrade i 95% af gentagelserne.

Denne fortolkning er naturligvis ikke sa gavnlig, nar mstar med sit intervaC;_4(X)
beregnet pa grundlag af dataMen det er samme fortolkning, som vi har mgdt i forbindelse
med test. Enten omfatter intervalét o (x) den sande parameter eller ogsa er der indtruffet en
haendelse med en sandsynlighed mindreend

Undertiden omtales konfidensintervallet irsomintervalestimatefor w. Et seedvanligt
estimat, for eksempel maksimum likelihood estimadéx), udpeger kun én veerdi af parame-
teren i lys af dataxKonfidensintervallet eller intervalestimat@t_, (X) er i praksis veerdifuldt,
fordi det ikke blot udpeger en enkelt veerdi@afmen er et udtryk for, hvor meget information
dataxindeholder vedrgrende den ukendte paramextevis konfidensintervallet er stort, er
der mange veerdier af parametetender giver en rimelig beskrivelse af dataog i sa tilfeelde
indeholdenxbegraenset information om. Hvis derimod konfidensintervallet er lille, er der
relativt fa veerdier af parameteren, der giver en fornufegkrivelse af data,»>ogx indeholder
derfor megen information om veerdiencaf

Eksempel 4.1 (Fortsat)
For u-testet for hypoteseHg : 1 = g er acceptomradet ved et test pa niveau

X —Ho

ag/n

—Up_ g <U= <Up_q/2 (5.26)

og dermed er veerdien af styrkefunktiongow(u) for u-testet pa niveaa beregnet i punktet
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u lig med

X — Ho

oz/n

=1—Pyu(~Uy_q/2\/08/N+ o < X < Up_q 21/ 08/N+ Ho).

POW(H) =1 —Py(—Upq/2 < <Uq/2)

Under sandsynlighedsmalet er X ~ N(u, a2 /n) s

Ui—a/2 0§ /n+Ho — U cb—ul_a/z o /N+ Ho — U

Jam NET
=1-P(Up_g/2+ M) +®(—Up_g/2+ M),
\/og/n

\/og/n
se Figur 5.4.
Af (5.26) fas, at (- a) konfidensintervallet fou er

X —Up_q/21/0§/N< U <X 4Up_g 20/ 0E/N.

POW(H) =1 — (P(

5.7 Approksimativ likelihood teori

Som bemaerket i Afsnit 5.5 er det undertiden vanskeligt elfedligt, at beregne den eksakte
veerdi af testsandsynlighedeiix) for likelihood ratio testet i (5.7) eller (5.22). | dette afs
diskuterer vi, hvorledes testsandsynlighedgr) kan approksimeres. Desuden omtales ap-
proksimationer af fordelingen af maksimum likelihood esttorend® = @(X). Bemaerk, at
testsandsynligheden i (5.18) preecis er veerdien af forgigiimktionen for likelihood ratio te-
storenQ(X) beregnet i den observerede vagdk), det vil sige

€(X) = Fox)(Q(x)). (5.27)

Spargsmalet om at approksimere testsandsynlighedebd)(ller (5.27) er derfor sekvivalent
med at finde approksimationer til fordelingen - unHigr- af likelihood ratio testoren. Lignende
bemeerkninger geelder i det tilfeelde, h¥gyer en sammensat hypotese, det vil sige i det tilfeelde,
hvor testsandsynligheden beregnes ved hjeelp af (5.22).

Vi indskraenker os her til en detaljeret omtale af resultegeidet tilfeelde hvor parameteren
er endimensional, det vil sige= 1.
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Approksimationerne, der omtales i det fglgende, er bagéreinden ordens Taylor udvik-
linger af log likelihood funktionen. Disse er gyldige, it er antaget, at parameterrummet
Q er et omrade R samt at log likelihood funktioneher mindst to gange differentiabel med
kontinuerte (partielle) afledede. Mere preaecist har vi

(@)~ 1@) = 2 (@)(@-0)+ -2 (@) (0 o) 5.29
B 2dw? ’ '
hvor = antyder approksimationen, og hvor udtrykket pa hgjre siddaylor polynomiet af
anden grad fof omkring maksimum likelihood estimatét Lad j(w;x) betegne tallet
j(w;X) = —d—zl(w'x) (5.29)
J 1 - d(})z H . .

Idet o er en Igsning til likelihoodligningen (5.11), det vil si%(@) =0, fas af (5.28) at

() — (@) = —Zj(@;x)(0— w)?. (5.30)

Funktionenl (-) = 1(-) — (&) kaldes demormerede log likelihood funktioag tallet j(w;X)
omtales som deabserverede informatiosvarende til dataxMiddelveerdien af den tilsvarende
stokastiske variablg(w; X), det vil sige

(W) = Ew{j(w;X)}, (5.31)

kaldes denforventede informatioeller Fishers informationen.

For at forklare, hvorfor ordet 'information’ benyttes i densammenhaeng, bemaerker vi, at
det fra (5.30) ses, at den normerede log likelihood funkticen omegn atd kan approksimeres
ved parablen

p(®) = 5 i(@X)(&— W), (5.32)

se Figur 5.5. 1 (5.32) ej(d;x) > 0, idet er et maksimumspunkt fdr Jo starrej (w;X) er, jo
mere koncentrerer denne parabel sig om pundtedg kun for veerdier atv, der ligger meget
teet pa®, erl(w) (eller L(w)) af samme starrelsesorden sbfd) (eller L(®)). Falgelig er
j(&;x) et mal for den information, som dakagkver om veerdien af den ukendte parameber
Vi vender os nu mod en diskussion af, hvorledes fordelingemeaholdsvis maksimum
likelihood estimatoreriv = w(X) og likelihood ratio testore® = Q(X) kan approksimeres.
Det kan vises, at fordelingen &b - beregnet under fordelingen svarende til parametesen
kan approksimeres ved normalfordeling med middelvaardig variansi(w)~1, som er den
inverse til den forventede informatiofw). Dette resultat skrives pa falgende made:

&~ N(w,i(w)™1). (5.33)
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Figur 5.5 @verst likelihood funktionen svarende til observationes 8 i binomialmodellen
med sandsynlighedsparametgpg antalsparameter= 20. Nederst den normerede log likeli-

hood funktionl (-) = I(-) — (@) og den approksimerende parapél).



5.20 5.7 Approksimativ likelihood teori

Approksimationen kan vises at veere speciel god i det tidggidor dataoer én observations-
raekkexy, ..., Xn fra en fordeling og hvon er stor.
Af resultaterne i Afsnit 3.2.1 og (5.33) fas at

i(w)(O—w)? = x%(1). (5.34)

Yderligere kan man undertiden i dette udtryk erstatte devefttede informationsmatriksw)
med den forventede eller den observerede informationgmdtteregnet o, det vil sige med
i(Q) eller j(®) = j(&;x). Benyttes den sidstnaevnte, opnas approksimationen

j()(O—w)? = x2(1). (5.35)

Igen er denne approksimation god, hxisrxén observationsraekke, ..., X, fra en fordeling og
n er stor.

| stedet for at approksimere fordelingen for likelihoodaaestorenQ(X), betragter man
seedvanligvis approksimationer for fordelingen af stggel-2InQ(X). Man har falgende ap-
proksimative resultat for fordelingen af2InQ(X) i det tilfeelde, hvor hypoteseH, er ensim-
pel hypotese, der siger, at veerdien af parameteren er

—2InQ(X) = x2(1). (5.36)

Approksimationen er en konsekvens af formlerne (5.30) a8p(5 idet man ved hjeelp af disse
formler finder, at

~ x?(1). (5.37)

Sma veerdier af likelihood ratio testoré€ner kritiske forHp, hvilket er aekvivalent med at
store veerdier af-2InQ(X) er kritiske. Af formel (5.36) far vi derfor falgende viggapprok-
simation for testsandsynligheden for likelihood ratiaét$or den simple hypotese

£(X) = 1 Fyz(y)(~2INQ(x)), (5.38)



5.21

idet vi ved hjeelp af (5.18) finder, at

€(x) = Py(Q(X) < Q(X))
— Pu(~2InQ(X) = —2InQ(X))
_ 1-Py(—2InQ(X) < —2InQ(X))
=1-— FXZ(l)(_ZInQ(X>)'

Her har vi ved= brugt formel (5.36) samt den kendsgerning, at fordelingisfionen forx?(1)-
fordelingen er kontinuert.

Eksempel 4.1 (Fortsat)
Af formel (5.23) ses, at

—~2InQ(xX) = —2(1(w) (X)) = P(x) ~~ x2(1).

idetu(x) ~~ N(0,1). | dette tilfelde geelder resultatet i (5.37) altsa eksakkke blot approk-
simativt. O

| det generelle tilfeelde, hvor parametererer k-dimensional geelder der for likelihood ratio
testoren af esammensat hypoteseg) Hw € Qq, hvor Qg C Q , approksimationer analoge til
(5.36) og (5.38). For at formulere disse resultater behwv@lgende notation. En hypotese
Ho: @ € Qo siges at haved frie parametred, ..., 6y, hvis der eksisterer et omradec R4 og
en en-entydig afbildning & paQo, det vil sige

OCkK — QCR
0=(61,..05) — wO)=(w(8),..u(0)).

Bemeerk, at idet vi har antaget, at parameterrumiher et omrade, kan grundmodellen

(5.39)

betragtes som en hypotese medkdigie parametrew, ..., w. Bemeaerk endvidere, at for en
simpel hypotese at = 0.

Under visse regularitetsbetingelser, som stort set altapéyldt i praksis, har vi falgende
approksimationer for likelihood ratio testoren af en samset hypotese med d frie parametre

—2INQ(X) = x?(k—d), (5.40)
0g
Det ses af (5.40), at antallet af frihedsgrader i den appmok®ndey?-fordeling er lig med

k—d, hvork er antallet af frie parametre i grundmodellen (svarend@)ibg d er antallet af
frie parametre i hypotesen (svarendely).
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5.8 Afsluttende bemaerkninger

Som neevnt i indledningen opfatter vi hovedbestanddelenesiatistisk analyse som

)] modelopstilling
i) modelkontrol
i) statistisk inferens.

Som regel gennemlgber analysen en eller flere cycliske, fakdrman ved ii) eller iii)
opdager utilfredsstillende traek ved modellen og derfortigfdage til i) for at revidere den.

Som beskrevet i indledningen til kapitlet betragter vi reestdelukkende statistiske model-
ler, hvor fordelingerne er en parametriseret familie afl&dinger, og den statistiske inferens er
baseret pa likelihood funktionen. Vi beskaeftiger os méaiparametrisk statistik i Kapitel 8.
Vi mgder ofte den opfattelse, at ikke-parametrisk stétistifri for forudsaetninger, og derfor
sikker at bruge. Det er en alvorlig misforstaelse. Ofteteklae-parametriske test udledt under
strenge forudseetninger om uafhaengighed, identiske fogie| og undertiden endda symme-
triske fordelinger. Disse forudseetninger er saledesfadétir den parametriske statistik, som vi
preesenterer her, og den ikke-parametriske statistik, ogrdaun et lille skridt til at formulere
en parametrisk statistisk model. Det ekstra arbejde medds &n gyldig parametrisk statistisk
model Ignner sig som regel i den sidste ende, idet det gitedaimg til formulere mere detal-
jerede matematiske modeller, hvilket som regel er motwvesn bag det meste eksperimentelle
arbejde i naturvidenskaben, herunder ogsa i idreet.

Vi har tidligere i dette afsnit bemaerket at det ofte er en d&rastatistisk analyse at un-
dersgge, om en enklere statistisk model end den, der somngsigankt blev opstillet, giver en
tilfredsstillende beskrivelse af data, og vi har skitséneirdan vi bruger statistiske tests til at
vurdere det. Det er her meget vigtigt at veere opmaerksont péamaldrig med statistiske tests
kan bevise noget. Man kan kun modbevise i den forstand, akeraoverbevise sig om, at data
strider mod en simplere model. Hvis man har begraensede datm&n risikere ikke at kunne
afvise reduktionen til en simpel model, som maske i viddediden er forkert. Det er derfor et
moralsk krav helst pa forhand at sikre sig at man har enahfor at opdage at en hypotese er
falsk.

Her kommeiforsggsplanlaegniniond i billedet. Denne disciplin beskaeftiger sig med, hvor-
ledes man, under hensyntagen til ressourcer, kan tigetfgé eksperimenter, herunder indsam-
ling af data, for at opnad mest mulig information om den ratee faglige sammenhaeng. Pa
grund af kursets omfang kan vi ikke beskeeftige os indgaemett dette aspekt af en statistisk
analyse.
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Opgaver til Kapitel 5

Opgave 5.1 Antag atX er binomialfordelt med antalsparametesg sandsynlighedsparameter
p, X ~ b(n, p), det vil sige at

WX=@={$)ﬁﬂ—m”ﬁ x=0,...,n,
samt aix er en observation a&.
a) Vis, at log likelihood funktionen fop er
[(p)=In ()r:) +xInp+ (n—=x)In(1— p).

b) Vis, at likelihood ligningen foip er

X n—X

A )

p 1-p
samt at

=0 =

p=p0x)=—.

c) Vis ved hjeelp af resultaterne i Afsnit 3.2.1, at

ERX)=p og Varp(x) = PP

Opgave 5.2 Antag, atxy, ..., X, er en observationsraekke fra Poissonfordelingen med péeame
A, som har sandsynlighedsfunktion

)\X
PX=x)=e*=—, x=0,1,....
x!
a) Vis, at log likelihood funktionen fok er
n
[(A)=—nA +XInA =Y Inx!,
o
hvorx. =S %.

b) Vis, at likelihood ligningen foi er

samt at
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c) Vis ved hjaelp af resultaterne i Afsnit 3.2.3 - idetv~ po(nA) - at

A

EAX)=A og Varﬁ(X):%.



6 Multinomialfordelte data 6.1

6 Multinomialfordelte data

Multinomialfordelingen kan introduceres pa falgendedméBetragt et eksperiment for hvilket
de fglgende fire betingelser er opfyldt:

a) Eksperimentet bestar afdentiske delforsag.
b) Hvert delforsgg kan resultere i praecis ek bendelseBy, ..., B;j,...,By.

c) Sandsynligheden for dehaendelser er den samme i allerdeelforsag,
P(Bl) = 7T1,...,P(Bj) = 7Tj,...,P(Bk> = Tk.

d) Udfaldene af da delforsgg er uafheengige.

Hvis X betegner derk-dimensionale diskrete stokastiske vekt#s, ..., X|, ..., X), hvor den
j'te komponentX; angiver, hvor mange gange haendel8gnindtraeffer i den delforsagg, er
X multinomialfordelt med antalsparameteog sandsynlighedsvektar= (..., 1, ..., k),
kort X ~ m(n, m). Det kan vises, at sandsynlighedsfunktionenXarX

n! Xi
P(X:x>:X1!-..Xj!-..Xk! rql'”njj'”nlfk' (6.1)

Her erx= (xq,...,X;,...,X) en vektor, saledes at

xje{0,1,....,n}, j=1,...,K 0g 3 Xj=n.

Eksempel 6.1
Falgende tre "eksperimenter” kan beskrives ved hjselp afimahialfordelingen.

i) Antag, at vi kaster en "aerlig” mgnt 100 gange. Ladog xo veere antallet af gange
mgnten viser henholdsvis "plat” og "krone”. Betingelsea)e- d) ovenfor kan da antages at
veere opfyldte, idet eksperimentet bestanaf 100 identiske delforsgg, nemlig et kast med
mgnten. Hvert af de 100 delforsgg Hat= 2 udfald, nemlig "plat” eller "krone”, og preecis
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ét af dem indtreeffer og det ma antages at mgnten har sanmmdsysdighed, 1/2, for at vise
henholdsvis "plat” og "krone” i de 100 delforsgg. Desudea det kunne antages, at udfaldene
i de 100 kast med mgnten er uafheengige. Sammenfattendgkas) opfattes som udfald af en
diskrete stokastisk vektat % (X1, X2) som er multinomialfordelt med antalsparameter 100

og sandsynlighedsvektar= (1/2,1/2).

i) Antag, at vi kaster en "aerlig” terning gange. Hvisx; betegner antallet af gange ter-
ningen viser gjne,i =1, ..., 6, kan vektorer(xy, ..., Xg) opfattes som som et udfald af den
stokastiske vektaXX= (X, ..., Xg) ~ m(n,m), hvorm=(1/6,..., 1/6).

iii) Antag, at vinummererer de 52 spillekort og atrvgange tilfeeldigt udtreekker ét af de
52 kort, det vil sige traekker et kort og laegger det tilbageemdi treekker det naeste kort. Lad
X ,i=1,..., 52, veere antallet af gange kort numméneekkes. Vektore® % {x }i—1 52 kan
da opfattes som et udfald af vektor¥n=xX{X;}i—1 .52, som er multinomialfordelt meki= 52,
antalsparameter og sandsynlighedsvektar= {75}i—1 s, hvorm = 1/52. O

Indenfor langt de fleste fag er der utallige eksempler pa fiateksperimenter, der opfylder
de ovenstaende fire betingelser, og for hvilke den statiskdyse derfor - uden videre kontrol
- kan foretages ved hjeelp af en model baseret pa multinéoni@lingen. | Afsnit 6.1 introdu-
ceres tre dataseet fra idraet, der benyttes som illustratgmmere i kapitlet. Afsnit 6.2 vedrarer
statistisk inferens baseret pa én multinomialfordebagllustrerer blandt andet test af simple
hypoteser og test af hypotesen om uafhaengighed af indg&hiterier. |1 Afsnit 6.3 illustreres
teorien for en model baseret pa flere uafhaengige multinéoni@linger med testet for hypo-
tesen om identitet af sandsynlighedsvektorerne i uafhgengiultinomialfordelinger. Alle de
naevnte test er baseret pa den approksimative likelihawd smm er omtalt i Afsnit 5.7. Afsnit
6.4 viser et eksempel pa anvendelsen af Fishers eksakietesituation, hvor forudsaetninger-
ne for at bruge den approksimative teori ikke er opfyldt.

| Kapitel 4 sa vi pa forskellige grafiske metoder til korted fordelingsantagelserne i en
statistisk model. Undertiden kan denne kontrol supplered mumeriske test, der som regel
omtales som test fayoodness of fifTest af denne type er emnet for Afsnit 6.5.

Alle testene i dette kapitel kan foretages ved hjeelp af egnarapakke. | et anneks til dette
kapitel gives eksempler pa beregninger foretaget vedorgédxcel

6.1 Eksempler

| dette afsnit introduceres tre eksempler, som vil bliveghtu at illustrere statistisk inferens i
modeller baseret pa multinomialfordelingen.
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Eksempel 6.2
Af Tabel 1.3 fremgar det, at antallet af sejre, uafgjorteneglerlag iAB's 33 kampe i Faxe
Kondi Ligaen 1999-2000 var:

sejr uafgjort nederlag ialt‘
14 10 9 |33

Lad X = (xg,X2,X3) betegne disse antal, det vil sigex(14, 10, 9. Som model for resul-
taterne i de 33 kampe vil vi antage,atex udfald af en diskret stokastisk vekidrsom er
multinomialfordelt med antalsparametes 33 og sandsynlighedsvektm= (4, 75, 18), hvor
for eksempels er sandsynligheden for uafgjort. Vi antager altsa impkgiat sandsynlighe-
den for henholdsvis sejr, uafgjort og nederlag er den samatie kampene, det vil sige, at
disse sandsynligheder afhaenger ikke af modstanderen leg tkék af om en kamp spilles pa
hjemmebane eller pa udebane, b) resultatet i en kamp ieflilkke pa resultaterne i de andre

kampe.

I modellenX ~ m(33, 1), svarer hypoteseHp : m= (1/3,1/3,1/3) til at for AB er sand-
synligheden den samme for at vinde, spille uafgjort ellbeteen tilfeeldig kamp. U
Eksempel 6.3

(Andersen 1998) | forskningsprojektitraet og Ungdoner 3869 unge klassificeret efter i-
dreetsaktivitet (timer per uge) og status med hensyn tilinggrResultatet ses i tabellen neden-

for.
rygerstatus

timer per uge| ryger ikke-ryger

0.0-0.5 181 603

0.5-2.0 158 591

idreetsaktivitet ~ 2.0-4.0 162 713

4.0-7.0 150 697

7.0- 83 531

Vi kunne naturligvis opskrive de observerede antal som étoveaf lseengde 10, men det viser
sig bekvemt at veelge en notation i overensstemmelse med @é®, mbservationerne er angivet
i den ovenstaende tabel. Vi lader derfgr angive antallet af unge i deifte kategori af den
variableidraetsaktivitetog i denj’te kategori af den variableygerstatus Med denne notation
forekommer det da rimeligt at antage, at matri¢gn} er en realisation af en stokastisk matriks
{Xij }, som er multinomialfordelt med antalsparameter 3869 ogsanighedsmatrik$7z; }.

Vi vil undersgge spgrgsmalet, om de unges rygevaner esargfly af idreetsaktiviteten. Lad
pi betegne sandsynligheden for at en ung tilhgreridendraetaktivitetskategori og lad tilsva-
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rendeo; betegne sandsynligheden for at en ung tilhgrerjderrygerkategori. Idefs; betegner
sandsynligheden for at ung tilhgrer déte idraetaktivitetskategori og deyite rygerkategori,
kan spgrgsmalet formuleres som en hypotese i multinonoidéitien pa falgende made:

Ho1: 75 = pioj, i=1,....,5 j=12 (6.2)
O
Eksempel 6.4

| tabellen nedenfor ses antallet af hjemmesejre, uafgmyteidesejre i de 198 kampe Faxe
Kondi Ligaen 1999-2000 optalt i henholdsvis farste, andgtredje tredjedel af turneringen.

kamp nr.| hjemmesejr uafgjort udesejri alt
1-66 32 17 17 66
67-132 25 20 21 66
133-198 33 15 18 66

Lad x; = (X1, Xi2,Xi3) betegne de observerede antal af henholdsvis hjemmesafggonte og
udesejre i dem'te tredjedel af turneringen. | modellen

Mo : X ~m(66,1), i=1,23

X1, X2 0g X3 er stokastisk uafhaengige

svarer hypotesen
HOl =T = 7T3(= nm= (7T17 D, TF?)))

til at sandsynlighederne for henholdsvis hjemmesejr,joefgg udesejr er den samme i de tre
dele af turneringen. O

6.2 Inferens ién multinomialfordeling.

Lad os indledningsvis repetere de egenskaber ved multadtordelingen - omtalt i Afsnit 3.2.2
- der benyttes i det folgende. En diskret stokastisk vekter (X, ..., Xj, ..., Xx) er multinomi-
alfordelt med antalsparameteng sandsynlighedsvektar= (rq, ..., 1, ... 7k), X ~ m(n, m),
hvis sandsynlighedsfunktionen f¥ret

n! Xj
P(X:X):Xll-..Xj!-..Xk! ”fl"'"j"“”:k’ (6.3)
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hvorx= (xq,...,Xj,...,X) er en vektor, saledes at

k
xje{0,1,....,n}, j=1,...,K og S Xj=n.
j=1
Undertiden vil vi ogséa benytte notation€Xy, ..., Xj,...,X) ~ m(n,(m,...,m,... %)) til at
angive abX~ m(n, ).

Sandsynlighedsvektoragntilhgrer maengden
k
N={mcR:m>0j=1,..k 5 m=1}
j=1

Bemaerk, at selvormr er enk-dimensional vektor, varierer dens komponenter ikke Kén-
der vi for eksempelm, ..., m_, kan i beregnes somt m —--- — 15_1. Med andre ord - i
terminologien fra Afsnit 5.7 - har multinomialmodell&n- 1 frie parametre
Fra Afsnit 3.2.2 ved vi desuden, at middelveerdivektorerXfer
EX =nm= (nm,...,nm,...,N7g) (6.4)
samt at kovariansmatricen férbéar elementerne
(CovX)jj =VarXj =nm(1— 1), j=1...,k (6.5)
(CovX)ij = CouX;, Xj) =—nriT, i#£j, i,j=1,....k
Endelig ved vi, at den marginale fordeling for d¢’te komponentX; af X er binomialfor-
delingen med antalsparameteng sandsynlighedsparametgr X ~ b(n, 1), j =1,...,k det
vil sige
n 4 _
P(Xj = X{) = <X) ) (1—m)"™, x;=0,1,...,n. (6.6)
j
(De mest basale egenskaber ved binomialfordelingen edtomignit 3.2.1.)
| det falgende far vi flere gange brug for et matematisk tasudler gives i nedenstaende
seetning, som vi ikke vil bevise.

Seetning 6.1 Antag, atxj > 0 for j =1,...,ksamt atx; + - - - + X = n. Da antager funktionen
g:N—R
.
m— qu...r[’j] ...TL:k

sin maksimale veerdi i punktet
A X1 Xj Xk

( X)

¢

Efter disse indledende bemaerkninger er vi nu klar til atdgge den statistiske inferens i
multinomialmodellen
Mo: X = (Xg,...,Xj,...,Xk) ~m(n, ).
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Estimation

Af formel (6.3) ses, at likelihood funktionen far er

n!

L(m) = ni‘l...;-[]?(i TR (6.7)

XlIXJIXkl

og det fglger af Saetning 6.1, at maksimum likelihood esttiat 1T er

a X1 Xi Xk

med andre ord er maksimum likelihood estimaitgtaf 71; denrelative hyppigheghvormed
haendelsemB; indtraeffer i den delforsgg. Fordelingen df angives som oftest pa falgende
made:

nft= X ~ m(n, ).

Hypoteser

Hypoteser i multinomialmodellekly testes ved hjeelp af approksimativ InQ-test som be-
skrevet i Afsnit 5.7. Som det fremgar af Afsnit 5.7, bestessnantallet af frihedsgrader i den
x?-fordeling, der approksimerer2InQ-testorens fordeling, som differensen mellem antallet
af frie parametre Mg og antallet af frie parametre i hypotesen, der testes. De¢rtor vigtigt
preecist at kunne angive antallet af frie parameter i en lgaot~or multinomialmodellen ggres
dette p& falgende méade. Laizere en-entydig afbildning af et omré@e RY p& en delmaengde
Mo af parametermaengdé&h

mOCR =nNgcn (6.9)
0= (61,...,6q) — 1(0) = (11(8),...,7(8),...,7(H)).

Hypotesen
Hoi:meMNo=m(®©) (CN) (6.10)

siges da at have frie parametreDen generelle definition er illustreret i Figur 6.1. Da adbil
ningenr er defineret pad, er en-entydig og har veerdimaendde, betyder ovenstaende blot,
at der til ethvert elemer@ i © findes et og kun et elemem(0) i Mg og vice versamed andre
ord bruges meengdé@til at navngive elementerilp med.

HypoteserHp; reducerer modelleNi til

Mq: X = (Xl,...,Xj,...,Xk) Nm(n,n), me .
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Figur 6.1 lllustration af definitionen af en hypotese megftie parametre. Maengddé antages

at veere et omradeRd. Maengder1 symboliserer parametermasngden i grundmodellen, mens

Mo symboliserer parametermaengden svarende til hypotégen

Estimation under hypotese
Vi betragter nu maksimum likelihood estimatioivi;. Under M1 er sandsynlighedsvektoren
af formenm(0) = (m(0),...,m(0),...,7(0)), hvor@ = (64,....6,...,6y). Af (6.7) fas, at

(6.11)

likelihood funktionen for@ er

n! m(0)"- - 15(8)" - - Ti(8)*.

L(8) =
Log likelihood funktionen og likelihood ligningerne blivderfor henholdsvis
1(0 | n! k | 0
(6)=In X!l +j§1XJ n(m;(6))

0g
ol k 1 Jm
— (@)=Y Xi———3(0), i=1,....d.
269 = 2 im@ 00
Hvorledes likelihood ligningerne lgses afhaenger natudigf hypoteserHp, og kan derfor
ikke diskuteres generelt. Det er ofte muligt - som illusttérdet falgende - at maksimalisere

likelihood funktionL(0) ved hjeelp af Seetning 6.1, og i de tilfaelde er likelihood liggerne

uden interesse.
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Lad 6 betegne maksimum likelihood estimatet thrMiddelvaerdivektoren foX)beregnet
i fordelingen svarende til sandsynlighedsvektcmﬁ), som ifglge (6.4) er

e=(ey,....ej,...,&) = (n(),...,n5(0),...,nm(8)), (6.12)

omtales som vektoren &rventede antal under ¢1.

Test af hypotese

Som bekendt ef den veerdi af parameteréh som tilordner den stgrste sandsynlighed til
observationenxxog de forventede antal-e nn(é) er maksimum likelihood estimatet - under
Ho: - for middelveerdivektoren foXXOm hypoteserHg; er sand eller ej, ma derfor kunne
afggres ved at undersgge, om vektoeesff dorventede antal "ligner” observationgreker e;.
Tilbage er blot spgrgsmalet, om hvorledes sammenligmiade ogxskal foretages. Lad os se
pa hvilket svar likelihood metoden giver pa dette spgi@sm

Af (6.7), (6.8) og (6.11) fas, at likelihood ratio testoren Hoy er

I

/N N
>

x |

=

D
N~
X

. >
: =< |
'
x
VR

5

x|&

D
N~
£

og dermed bliver
k .
—2InQX) =2 5 x;In(), (6.13)
j=1 j

Hvis de forventede antal alle er stagrre end eller lig me#dn approksimationen i (5.41)
benyttes, det vil sige, at vi for testsandsynlighedéq har falgende approksimation

£(X) = 1 Fyog_1_a)(—2INQ(X)), (6.14)

idet modellernéMy og M1 har henholdsvi& — 1 ogd frie parametre. Bemaerk, at hypotes&n
kun kan testes, hvig < k— 1, da antallet af frihedsgrader i den approksimerex@iéordeling
naturligvis skal veere positivt.

Et par bemaerkninger vedrgrende beregning 2inQ-testoren ved hjeelp af lommeregner.
Den hyppigst forekommende fejl er,2tallet pa hgjresiden i formel (6.13) glemmes. Desuden
er det vigtigt at gentage, &(x) er et likelihood ratio test sa@ Q < 1, og derfor er—2InQ >
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0. Hvis en beregning resulterer i en negativ vaerdi-&InQ, er der altsa kun én forklaring:
regnefejl!

Sammenligningen af de observerede artagxde forventede ant& foretages undertiden
ved hjeelp afX?-testoren (laes: chi-i-anden testoren)

(=€) (6.15)

Hvis de forventede antal alle er stagrre end eller lig medan testsandsynlighedeti(x) for
X?-testet for en hypotedéy; medd frie parametre approksimeres pé fglgende made

£°(X) = 1—Fyep_1_q)(X*(X)). (6.16)

Af de to test forHo, foretraekker vi-2 InQ-testet, idelX?-testoren blot er en approksimation
af —2InQ-testoren. | litteraturen, specielt den aeldre, ser man dtm)-testoren anvendt,
hvilket muligvis blandt andet skyldes, at In-tasten ikkedtes pa den tids lommeregnere og at
det derfor var besveerligt at beregn@ InQ.

Konfidensintervaller

Vi vil ikke diskutere konfidensomrader for sandsynligheslg¢oreniti modellenMg, men ngjes
med at angive konfidensintervallet for dgte komponentr; af it. Konstruktionen af dette tager
sit udgangspunkt i formel (6.6), ifglge hvilken dgite komponeniX; af X er binomialfordelt
med antalsparameterog sandsynlighedsparametgr. Problemet er hermed reduceret til at
finde konfidensintervallet for sandsynlighedsparametarieen binomialmodel

Mp : X ~ b(n, ).

I modellenMy kan hypotesellg : 1= 1, hvor 1 er kendt, testes ved hjeelp @ffordelin-
gen. Testet er baseret pa, at fordelingendean approksimeres med en normalfordeling som
har samme middelvaerdi og varians sEndet vil sigeX ~ N(nm, nm(1— m)), hvilket medfarer,
at vi har fglgende approksimation for fordelingsfunktiofg for X :

X—NTt

Fx(X) = P(X < X) = qa(m .

Testet aHg : 1= 1 baseret pa-fordelingen kan vises at veere sekvivalent metinQ-testet,
og det giver anledning til falgende {1a) konfidensinterval forr beregnet ud fra observationen
X:

C1_a(X) = {m | Ho : m= my accepteres med niveautest = [, 11|, (6.17)
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hvor
1 1, \/x(n—x) 1,
= n+u§—a/2 X+ 2”1—0{/2 Ui—q/2 n + 4u1—a/2]
og
B 1 Lo \/x(n—x) 1,
e n+Uia/2 T3 a2 a2 n 4"z

| disse formler betegnen_, (1— a/2)-fraktilen iu-fordelingen. Hvisor = 0.05 er frak-
tilen ug 975 = 1.960.

Der findes mange anvendelser af teorien for @én multinooridéiing som beskrevet i dette
afsnit. Vi har her valgt at indskraenke os til at illustrererten ved at omtale test af en simpel
hypotese og test for uafheengighed af inddelingskritdDette gares i de fglgende to underafsnit
til Afsnit 6.2 ved hjeelp af Eksempel 6.2 og Eksempel 6.3.

6.2.1 Test af simpel hypotese

Vi betragter nu den situation hvor sandsynlighedsvektarenfuldsteendigt specificeret under
hypotsen, det vil sige en sakaldt simpel hypotese.

Eksempel 6.2 (Fortsat)
| multinomialmodellen med# = 3

Mo : (X1, X2, X3) ~ m(33, (11, 1B, TR))

er maksimum likelihood estimatet - med fire decimalers najagd - for sandsynlighedsvek-
torenm givet ved
fr= (E', 1—0, g) = (0.4242 0.303Q 0.2727).
33 33 33
Vi vil undesgge hypotesen om resultaterne sejr, uafgjortemteriag forekommer lige hyppigt i
AB's kampe, det vil sige hypoteseéty; : m= (1/3,1/3,1/3). Det ses, aft ligger teet pa denne
veerdi. Hypotesely; er simpel - den had = O frie parametre - sa de forventede antal under

Ho kan beregnes uden videre. Vi finder

sejr uafgjort nederlag | ialt
observerek 14 10 9 33
forventete 11 11 11 33

Ved hjeelp af formel (6.13) fas
—2InQ(x) = 1.2343

og da de forventede antal alle er stagrre end 5, bliver tedsyaigheden ifalge (6.14)

£(X) = 1— F,25(1.2343 = 0.5395
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og hypoteseiy; accepteres. Vi kan altsa ikke afvise, at der er samme saliglsgd for resul-
taterne sejr, uafgjort og nederlag\B's kampe. O

6.2.2 Uafhaengighed af inddelingskriterier

Problemstillingen omtalt i Eksempel 6.3 er et specialtiieeaf falgende generelle situation.
Antag, atn objekter klassificeres efter to inddelingskriterier, lafadet farste har kategorier
og det andes kategorier. Dat& kan da opfattes som anx s matriks{x;j }, hvor x;; betegner
antallet af objekter i defi, j)'te klasse svarende til deite kategori ved det fgrste kriterium og
den j’te kategori ved det andet kriterium.

1| x11 ce X1j ce X1s | X1.
P| X Xij Xis | X
r X1 Xrj Xrs | Xr.
2| X1 Xj Xs | N

| tabellen betegnes. ogx ; henholdsvis summen af observationerne i dierraekke og den
j'te sgjle, altsa . r
X.= 3 %j 09  Xj= 3 Xj
=1 i=1
Multinomialmodellen for dems-dimensionale diskrete stokastiske matiks-XXj },

Mo : X = {Xij} ~m(n,{r5;}), (6.18)

harrs—1 frie parametre.

Lad p; betegne sandsynligheden for at et objekt tilhgrer deenkategori ved det farste
kriterium,i =1,...,r, og lad tilsvarendej betegne sandsynligheden for dgte kategori ved
det andet kriteriumj = 1,...,s. Hypotesen

Hoi: 75 = pioj, i=1,....,r, j=1...,s (6.19)

omtales som hypotesen onafthaengighed mellem de to inddelingskriterieg den had =
(r—1)+(s—1) =r+s— 2 frie parametre, idet

>pi=1 og > oj=1
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UnderMg er likelihood funktionen forr = {; }
n' r S Xij

L(m) = T, (6.20)

X11! - Xrs! igljzl
og maksimum likelihood estimatet farer givet ved

A~ Xij
TEJ :F7

Likelihood funktionen foip = (py,...0i,...,pr) 090 = (01,...,0j,...0s) findes af (6.20) ved
at indseettet; = p;oj, og vi far
n! S
g )i
X11! - Xesli= ljl_l (Pioy)
n! r S

. Xi. X.j
=——————[1P"[10;".
X! Xeslizn | e

L(p,0) =

Det ses, aL(p,0) indeholder en faktor, som kun afhaengerpafsamt en faktor, som kun
afhaenger ab. Da p og g desuden varierer uafhaengigt af hinanden, kan vi anvendair@pget
6.1 pa hver af disse faktorer. Vi finder, at maksimum liketid estimaterne fop og o er
bestemt ved

~ Xj

ﬁiz;, i=1,...r og  Gj=—, ji=1,...,s (6.21)

altsa som deelative hyppighedefor henholdsvis deiite kategori ved det farste inddelingskri-
terium og denj’'te ved det andet.
Matricene= {g;} af forventede antal undéfo; har elementer

&j = nHigj (6.22)
. Xi. X
==
Det forventede antal i defi, j)'te klasse findes saledes som produktet afiterraekkesum og
den j’te sgjlesum divideret med totalsummen.
Ved hjeelp af (6.22) finder vi nu fglgende beregningsformeHa InQ-testoren foHo; :
r s
—2InQ(x) =23 I xjln <a ) (6.23)
j

i=1j=1

= 2lzllz Xij In (x x,/n)
22 Z Xij [In(%ij) = In(x.) — In(x.j) -+ In(n)]

i=1j=1

=23 3 % N0x) ~ 3xIn(x)~ 3 xjIn(xj)+nin(n)].
i=1j=1 i=1 =1
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Ved beregninger af-2InQ i handen er det nyttigt at have et lille program pa lommeesg
ren, som beregnet xIn(x), idet den kantede parentes fremkommer ud fra tabellen osareb
verede antal som denne stgrrelse beregnet for indmadehedlieta minus starrelsen beregnet
for reekkesummerne minus stgrrelsen beregnet for sgjlesunenplus starrelsen beregnet for
totalsummen. Igen er det vigtigt Atiske 2-talletpa hgjresiden i denne formel.

Som neevnt ovenfor er antallet af frie parametre i grundmed®ly lig medrs— 1, og da
antallet af frie parametreHhlp; err +s— 2, bliver antallet af frihedsgrader-2 InQ-testet for
Hoiligmedf = (rs—1) — (r +s—2) = (r —1)(s— 1). Hvis de forventede antal under uafhaen-
gighedshypotesen alle er stagrre end eller lig med 5, karaedsynligheden derfor beregnes
som

E(X) = 1— FXZ(I'—l)(S—l)(_ZInQ<x))' (624)

Accept afHp; reducerer modelleNg til modellen

My X = X} ~ min, ({pi0}). (6.25)

| My kan det vises, at vektorerne af reekkesumber=X(Xy.,...,X.,...,Xr.) 0g sgjlesummer
X =(Xg,...,Xj,...,Xs) er stokastisk uafhaengige og multinomialfordelte. Meregstdhar

Vi
Xeo = (Xgyeo oy Xioyoo s Xe) ~m(n, (01, -5 Piy -, Pr))
X = (Xg,...,Xj,...,Xs) ~m(n,(01,...,0j,...,0s)) (6.26)
X.. og X, erstokastisk uafhaengige.

Inferens iM; vedrgrende henholdsvis vektorpraf reekkesandsynligheder og vektor@raf
sgjlesandsynligheder kan derfor foretages ved at betiagtelingen af henholdsvis reekkesum-
mer X.,. og sgjlesummexX.

Eksempel 6.3 (Fortsat)
Suppleres tabellen over observerede antal med reekkesuswilesummer og totalsum far vi

folgende:
rygerstatus
timer per uge| ryger ikke-ryger| ialt
0.0-0.5 181 603| 784
0.5-2.0 158 591| 749
idreetsaktivitet ~ 2.0-4.0 162 713| 875
4.0-7.0 150 697 847
7.0- 83 531| 614
i alt 734 3135| 3869
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Ud fra denne tabel beregnes de forventede antedcehjselp af formel (6.22) og med tre deci-

malers ngjagtighed finder vi:

6.2 Inferens i én multinomialfordeling.

rygerstatus
timer per uge| ryger ikke-ryger i alt

0.0-0.5 148.735 635.26% 784.000

0.5-2.0 142.095 606.90% 749.000

idreetsaktivitet ~ 2.0-4.0 165.999 709.001 875.000
4.0-7.0 160.687 686.313 847.000

7.0- 116.484 497.516 614.000

i alt 734.000 3135.000 3869

Af formel (6.23) fas, at

—2InQ(X) = 2[238944253— 257618754— 300812609+ 319608470 = 24.2719

og da de forventede antal alle er stagrre end 5, kan testsaliglsden for uafhaengighedshypo-

tesen ved hjeelp af (6.23) beregnesttil

og hypotesehly,; forkastes. Pa grundlag af denne undersggelse kan vkaitsdudere, at der er
en sammenhaeng mellem idraetsaktivitet og rygestatus. Akfiguedenfor ses, at procentdelen

£(X) = 1— Fy24)(24.2719 = 0.00007

af rygere aftager nar idreetsaktiviteten vokser.

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

0.0-0.5
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mOrygere @mikke rygere

7.0-
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6.3 Inferens i flere multinomialfordelinger

Teorien for statistisk inferens i én multinomialfordejiromtalt i Afsnit 6.2, kan uden videre
generaliseres til flere multinomialfordelinger. Vi vil igkgennemga denne teori her, men blot
illustrere den ved hjeelp af et enkelt eksempel.

6.3.1 Homogenitet af flere multinomialfordelinger

Problemstillingen skitseret i Eksempel 6.4 er et spetfaide af falgende generelle situation.
Antag, at data kan beskrives som udfaldr afafheengiges-dimensionale diskrete stokastiske
vektorern¥ = (Xi1,..., Xij, ..., Xis), som er multinomialfordelt med antalsparameterg sand-
synlighedsvektort, = (75, ...,75j, ..., Ts), i = 1,...,r, samt at vi gnsker at undersgge om sand-
synlighedsvektorerne i defordelinger kan antages at veere identiske. Observatieriean da
opstilles i etr x sskema som nedenfor, hvor
r r
X~j:.ZXij og n.:.Zni.
i=1 i=1

| modellen

Mo: Xi= (X, ., X, Xis) ~ M, T6) = M1y, (Tha, .., TG} Ths))

_ ) (6.27)
X1,...,Xj,..., X, er stokastisk uafheengige

omtales hypotesen
Hop:Mm=- =M= =M == (m,...,T,...,Tk) (6.28)

som hypotesen omomogenitet.

1 ] s | Z
1| xna X1j X1s | M
i | X1 Xi Xis | Ny
rl X e Xrj e Xrs | Nr
2| X1 Xj Xs | N

Idet ens-dimensional multinomialfordeling haa— 1 frie parametre og idet modelldviy
bestar af uafhaengige fordelinger af denne slags,Mai alt r (s— 1) frie parametre. Likelihood
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funktionen undeMg er

r ni! : Xii :
L(my,...,m,...,T) = SRR | SRS [ A 6.29
( 1, s 14, ’ r) ID:LXKL'XIJIXlS' nﬁ_ n|-] 7127 ( )
og maksimum likelihood estimatet unddgp er givet ved
A X .
= i=1,....r =1...,s
TEJ ni, ) 9y J ) 9

Modellen svarende til homogenitetshypotesen er

Mi: Xi= (Xig,..., Xij,...,Xis) ~ m(ni, /M) = m(n;, (mm,...,7,...,T&))

. | (6.30)
X1,...,Xi,..., X, er stokastisk uafhaengige

Denne model has— 1 frie parametre og likelihood funktionen farfas ved at seettg;; = 1 |
(6.29), det vil sige

r n;!

Hm = {iglm!---m!---xis!}’ql'“"ix'j TR

Ved hjeelp af Saetning 6.1 ses det, at maksimum likelihoodhasét for den feelles sandsynlig-

hedsparameter er givet ved
A X :
nj:#, j=1,....s. (6.31)

De forventede antal undét, bliver derfor

&) = nify (6.32)
NiX.j . .
= —, =1...,r, J=1....S
n
altsa det forventede antal i d¢ite kategorii deni’te fordeling er produktet af deitte reekkesum
og denj’'te sgjlesum divideret med totalsummen.
Beregningsformlen for-2InQ-testoren er

—2IQX) =23 ¥ x;In ();Lj) (6.33)

i=1j=1

2_% fm'n< al )

iZ1j=1 niX.j/n.

zzéléqu [In(x;) — In() —In(x;) +In(n.)]

— 203 3 % In(4) — 3 nin(m) — 3 x;In(x;) +nin(n)].
i=1j=1 i=1 =1

Antallet af frihedsgrader+2InQ-testet erf =r(s—1) —(s—1) = (r —1)(s—1) sa hvis de for-
ventede antal er stgrre end eller lig med 5, kan testsanidbgalen for homogenitetshypotesen
beregnes som

E(X) =1-— FXZ(rfl)(Sfl)(_Zan(X»' (634)
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I modellenM; kan det vises, at vektorsummenh % X1 + --- + X; er multinomialfordelt
med antalsparametar og sandsynlighedsvekta,

X . =Xg,...,.Xj,..., Xs) ~m(n,m) =m(n., (1, ...,T,...,T)). (6.35)

Dette resultat kan benyttes, hvis man gnsker at drage gdeglinferens om den feelles sand-
synlighedsvektor.

Forskelle og ligheder mellem testene for uafheengighed og hgenitet

Sammenlignes formlerne (6.22)-(6.24) og (6.32)-(6.34) atberegningerne er identisker
de to test. Testene vedrgfferskellige hypoteseog foretages forskellige modelletJafhaen-
gighedstestet foretages i en model, der kun involverer élimomialfordeling, kun det totale
antal observationar er ikke-stokastisk. Homogenitetstestet foretages i enaiao@r omfatter
r multinomialfordelinger, og i denne model er antallene eelationeny,....n;,...,n,ider
fordelinger ikke-stokastiske. Der anvendes med andrearskéllige strategier ved indsamlin-
gen af data i de to situationer.

Eksempel 6.4 (Fortsat)
Spargsmalet om der er forskel pa sandsynlighederne fundidsvis hjemmesejr, uafgjort og
udesejr i de tre dele af Faxe Kondi Ligaen 1999-2000 kan lbesvanodellen

Mo: Xi~m(66,m), i=1,23,
X1, X2 0g X3 er stokastisk uafhaengige

ved at teste hypotesen om identitet af sandsynlighedsnezkim, altsa hypotesen

Hop: M =M =m(=m=(m,,T8)).
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Figuren nedenfor antyder, By, kan accepteres.

35

30

25

20

15 —

10 -

5 I

0

hjemmesejr uafgjort udesejr

m1_66 g67_132 ]133_198

Suppleres tallene side 6.4 med sgjlesummerne far vi

kamp nr. | hjemmesejr uafgjort udesejri alt
1-66 32 17 17 66
67 -132 25 20 21 66
133-199 33 15 18 66
i alt 90 52 56 | 198

og ved hjeelp af (6.32) beregnes de forventede antal - meetiendlers ngjagtighed - til:

kamp nr. | hlemmesejr uafgjort udesejr ialt
1-66 30.000 17.333 18.667 66.000
67 - 132 30.000 17.333 18.667 66.000
133-199| 30.000 17.333 18.667 66.000
i alt 90.000 51.999 56.001 198.000

Da de forventede antal alle er stgrre end 5, finder vi ved hgggp.33) og (6.34), at
—2InQ(x) = 2[6195865— 8295516— 8358672+ 1047.0769 = 2.4890

og at

EX)=1— Fy2(a) (2.4890 = 0.6466
Hypotesen om homogenitet accepteres, det vil sige, at galglsederne for henholdsvis hjem-
mesejr, uafgjort og udesejr i de tre dele af turneringen kaages at veere ens.
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Den simple hypotese
HO?_: nm= (7'[1, o, TF?)) = (1/37 1/37 1/3)7

det vil sige hypotesen om at de tre udfald - hjemmesejr, odfgjdesejr - af en kamp er lige
sandsynlige ser ikke ud til at kunne accepteres ud fra figavenfor. Antallet af hjemmesejre
ser ud til at veere signifikant stgrre end antallet af uafgjog udesejre. Hypotesen kan ifglge
bemaerkningen efter formel (6.35) testes i modellen

M:X. ~m(198 m),
hvor X. = X1+ X2+ X3. Ved hjeelp af tabellen

hjemmesejr uafgjort udesejri alt
observerek 90 52 56 | 198
forventete 66 66 66 | 198

beregnes-2InQ-teststarrelsen og den tilsvarende testsandsynlighed til

—2InQ(x) = 12,6312

og
£(X) = 1— Fy(»)(12.6312 = 0.0018

saHq; forkastes.
95% konfidensintervallet fam - sandsynligheden for hjemmesejr - kan beregnes ved hjeelp
af (6.17). Dax = 90 ogn = 198 bliver 95% konfidensintervallet fag

[0.3867,0.5241).

Vi kan saledes ikke afvise hypotesen om at sandsynlighagésr hjiemmesejr e%. O

6.4 Fishers eksakte test

Alle de test, som vi har benyttet i Afsnit 6.2 og 6.3, har veapgiroksimative test, der er baseret
pa den approksimative likelihood teori omtalt i Afsnit 5FHor de betragtede test har vi brugt
kriteriet, at de forventede antaladle skulle veere starre end eller lig 5, for at testet kumve -

des. Dette kriterium er baseret pa numeriske simulatjimuefor nogle modeller gaelder der, at
det kan sleekkes, saledes at den udregnede testsandsygndigtroveerdig, selvom nogle af de
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6.4 Fishers eksakte test

forventede antal er noget mindre end 5. Spargsmalet ond, inem skal gare, hvis de forvente-

de antal er for sma, treenger sig dog ofte pa i anvendelgen&tn. Vi skal nu omtale Fishers

eksakte test, der ofte benyttes i forbindelse med tabeller, hvor nogle af de forventede antal

er for sma. Metoden kan altsa anvendes for test af uafligeadimellem inddelingskriterier og

test for homogenitet. Vi giver en detaljeret beskrivelsenatoden for 2 2 tabeller, som giver

det princip, der benyttes i det generelle tilfeelde. Benegeine i Fishers eksakte test er ofte for

omfattende til at kunne ggres manuelt, men nogle statistikgr (dog ikkeExce) er i stand til

at udfgre testet. Lad os indledningsvis betragte et eksesma ikke har noget med idraet at

g@re, men som er interessant idet det var genstand for ntegefpsnaerksomhed i medierne.

Eksempel 6.5

| en undersggelse, foretaget af Kreeftens Bekeempelsesi@zagister, beskaeftiger man sig med

spgrgsmalet, om bgrn med bopeel teet ved hgjspeendingsaataeg foragget risiko for at fa

kreeft. Undersagelsen er en sakaldse-kontrol undersggelseCancerregisteret er der i peri-

oden 1968-1986 registreret 1707 tilfeelde af sygdommerieden, hjernesvulst eller lymfom

blandt barn, der pa tidspunktet for diagnosen var undearlBisse bgrn udgarasegruppen

For hvert af bagrnene i denne gruppe er der tilfeeldigt udvadgintal bgrn af samme kan og

alder. Disse bgrn udg&ontrolgruppenFor samtlige barn har man derefter vurderet, om de har

boet sa teet ved hgjspaendingsledninger, at de pa arslamsiseret udsat for et gennemsnitligt

magnetfelt pa A0 uT (microTesla) eller mere. Vi skal her betragte casegruppetymfomer

og den tilsvarende kontrolgruppe, som blev valgt fem gardgstsr. For denne gruppe er de

observerede antal:

eksponering > 0.10uT <0.10uT i alt
case 3 247 250
kontrol 3 1247 1250
i alt 6 1494 1500

Princippet i en case-kontrol undersggelse er at sammentigppigheder. Hvis for eksem-

pel hyppigheden af tilfeelde med eksponerind.10 uT er signifikant stgrre i casegruppen

end i kontrolgruppen, konkluderes det, at eksponering aredfen gget risiko for kraeft. Hvis

starrelserne af de to grupper anses for faste, er det rinaligetragte modellen

Mo :

0g i denne teste hypotesen

Xi ~ b(ni7 pl)
Xc 0g Xk er stokastisk uafheengige

i =C, K,

Ho: pc = pk.

(6.36)

(6.37)
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Af tabellen over observerede antal sespat="0.0120 ogpk = 0.0024 dvs. hyppigheden
for de eksponerede i casegruppen er fem gange sa stor sguighggden i kontrolgruppen.
Spgrgsmalet er nu, om denne forskel er signifikant.

Deforventede antalinderHg findes ved hjeelp af (6.32) til

eksponering > 0.10uT <0.10uT i alt
case 1 249 250
kontrol 5 1245 1250
i alt 6 1494 1500

[ (1,1)-cellen er det forventede antal 1, og vi kan derfoeikkuge det approksimative test.

Fishers eksakte test P x 2 tabeller

Af hensyn til den senere omtale af Fishers test i den geeerelstabel formulerer vi modellen
i (6.36) og hypotesen (6.37) ved hjeelp af multinomialforugen i stedet for binomialfordelin-
gen. Vi betragter altsa modellen

Mo: Xj= (X1, Xi2) ~ m(n;, (751, 752)), i=12,
X1 09X, er stokastisk uafheengige

og i denne hypotesen om identitet af de to sandsynlighetisnezkdvs.
Ho-m=m=m= (T[]_, 7T2).

Fisher foreslog at teste hypotesidp ved at betragte den betingede fordeling, unidgr
af (X1,X2) givet X. = X1 + X». Benyttes (6.35), findes den betingede fordeling af falgende
beregninger:

P((X1,X2) = (X1,X2))

P((X1,X2) = (X1,X2) | X. =X.) =

P(X. =x.)
n! qul PVARESEL ny! nX21 nﬂz X21
_ xart(m—X11)! X21! (nz - X21)
xal(n —xq)!

hvilket efter passende forkortelser kan skrives ved hjé&lprmmialkoefficienter pa falgende
made

P((X1,X2) = (X1,X2) | X. =X.) = (:111) (:1:;11) .

(o)
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Bemeerk, at da vi har betinget m&d X x., er st@rrelserng.1,ny,n, og derfor ogsan., faste i
dette udtryk, saledes at kg, varierer.
Den diskrete fordeling med sandsynlighedsfunktionen

() ()
h(x: M,N,n) = X Nn—x . x=Ko,...,Kq,
(»)

hvor Ko = max{0,n+M — N} ogK; = min{M, n}, kaldes demypergeometriske fordeling med

parametre M N og n. Det ovenstaende viser derfor, at den betingede fordeling agivet
sgjle- og reekkesummer er den hypergeometriske fordelirhpaemetre,, n. ogn;.
Testsandsynligheden for Fishers eksakte test er

*

& (X) = %h(y; X.1,N.,Ny), (6.38)

hvor * over summationstegnet antyder, at summationen skatdges over allg for hvilke
h(y;x.1,n.,n1) < h(x11,X1,n.,n1). Denne definition af testsandsynligheden kan forklares pa
falgende made. Benyttes sandsynlighederne i den betnfpedeling som et mal for, hvor
ekstreme de forskellige observationer er, far vi den sadiy@fortolkning af testsandsynlighe-
den, som sandsynligheden for de udfgldier er ligesa ekstreme eller mere ekstreme end det
observerede udfalg ;.

Vi har tidligere bemeerket, at beregningerne i testet fonamfgighed mellem inddelingskri-
terier er identiske med beregningerne i testet for homagemet er derfor ikke overraskende,
at de ovenstaende beregninger giver samme resultat, lavismsker at teste uafhaengighed i en
2 x 2 tabel. Den eneste forskel er, at parametrene i den beenggoergeometriske fordeling
bliver x.1, nogxy. i stedet forx.1, n. ogny.

Manuelt kan det veere besveerligt at beregne testsandsgdigh (6.38), men som omtalt
tidligere har alle de gaengse statistikpakker en procedwaelteregne denne.

Eksempel 6.5 (Fortsat)
Den relevante hypergeometriske fordeling for dette datasaeparametrene 6, 1500, og 250.
Fordelingen er vist i Figur 6.2. | dette tilfeelde bliver

£r (X) = 0.062

hvilket ikke giver anledning til at forkaste hypotesen {®.3Med andre ord, gruppen af lymfo-
mer er ikke signifikant forskellig fra kontrolgruppen medbgn til eksponering fra magnetfel-
ter. Lad os til sidst i dette eksempel se pa, hvilke konkinsr vi havde faet, hvis vi fejlagtigt
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Figur 6.2 Sandsynlighedsfunktionen for den hypergeometriske forglemed parematre
(M, N, n)=(6,1500,250).

havde brugt-2InQ-testet elleiX?-testet. Af stgrrelserne

—2InQ(x) = 3.546 £(X) = 1—Fy2(1)(3.546) = 0.060
X?(x) = 4.819 £*(X) = 1 —Fyz(1)(4.819) = 0.028

ses det, at-2InQ-testet giver samme konklusion som Fishers eksakte tesy 8iX?2-testet

i denne situation medfgrer derimod, at man fejlagtigt kateser en signifikant forskel pa ca-
segruppen og kontrolgruppe&rsagen til den megen omtale i medierne var, at konklusionen
undersggelsen var baseretffatestet. O

Fishers eksakte test for x stabeller

Princippet for dette test er det samme som far2tabellen. Testsandsynligheden beregnes i den
betingede fordeling af x stabellen givet reekke- og sgjlesummer ved at summere degeeln
sandsynligheder for alle tabeller, der har en mindre betisgndsynlighed end den observe-
rede tabel. Regnearbejdet her er naesten altid sa besvatleet er ngdvendigt at benytte en
statistikpakke for at udfare testet.
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6.5 Test for goodness of fit

| Afsnit 4.1 sa vi, hvorledes man ved hjeelp af fraktildiagraer grafisk er i stand til at un-
dersgge, om data¢ (Xi,...,Xn) kan betragtes som en stikprgve fra en klasse af fordelinger,
der er karakteriseret ved en positions- og/eller en skadapeter. Vurderinger af fraktildiagram-
mer, og andre grafiske metoder til kontrol af en statistisklehcer naturligvis i et vist omfang
subjektive, selvom man ved hjeelp af simulationer, som i Ayliles B, kan opna indsigt i, h-
vorledes de relevante tegninger skal vurderes. Hvis antallobservationen i stikprgven er
tilstreekkelig stort, kan den grafiske kontrol suppleres medumerisk test, et sakaldt test for
goodness of fit

Denne form for modelkontrol er generel, det vil sige, at dgsdokan anvendes i situationer,
hvor den betragtede fordelingsklasse ikke er en positstata familie. Mere preecist gnsker
vi at undersgge, om data kan opfattes som en stikpregve frardeling Fg, der tilhgrer en
fordelingsklasse

F =1{Fp:0c0),

som er parametriseret ved érdimensional parameté; alts& € © C RY. @nsker man eksem-
pelvis at undersgge, oxex en stikprgve fra normalfordelingende£ 2, idet normalfordelingen
parametriseres ve@i, 0%) middelveerdi og varians. Hvis fordelingsklass@ner meengden af
Poisson fordelinger, ef = 1, da disse fordelinger parametriseres ved middelvaeiljetc

Antag, at—oo <yg <y <...<Yj <... <Yk <o bestemmer eninddeling Bfi kintervaller
l1,...,1j,..., Ik, hvor

I]: ]y]—17y1]7 J:l77k

Lad a; betegne antallet af observationer, som tilhgrerjdetinterval, alts&
aj =#{i:x €lj}, j=1,....k

Da observationerne, ..., x, antages at veere uafhaengige og identisk fordelte, veelgelig@ride
model for deobserverede ant@ = (a, ..., a;,...,a) :

Mo: (a1,...,a;,...,a) ~~m(n,(m,...,T,...,Tk)), (6.39)
hvor i; er sandsynligheden for at observationen tilhgrerjdetintervallj, det vil sige
1 = P(Xq € ), j=1,....k

Under hypotesen
Ho: X ~ Fp, i=1...,n,
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er
m =m(0) =Fg(yj) —Fa(yj-1), j=1....k (6.40)

saHp kan betragtes som en hypotese i multinomialmodellignDa 6 er d-dimensional, er
antallet af frie parametreHly netopd.
Likelihood funktionen undeHg svarende til de observerede ardaa

L(B) = - ---z:-!! — m(0)% - 15(0)% - 75(8)%.

Da udtrykkene i (6.40) ofte kan veere komplicerede, veelger at@stimered pa grundlag af
de oprindelige observationgy, ... x,, altsa ved hjaelp af likelihood funktionen

L(8) = [1f(%:8), (6.41)

hvor f(-; 0) betegner teethedsfunktionen svarendé&gilLad 6 betegne maksimum likelihood
estimatet for@ beregnet ved hjaelp af (6.41). Estimaterne for parametremdtinomialforde-
lingen bliver da

m(8) = Fa(yj) —Fa(¥j-1),
og deforventede antag underHg bliver dermed
¢ = (6) (6.42)
=n{Ra(yj) —Fa(yj-1)},  j=1....k

Testsandsynligheden fer2 InQ-testoren foHg
k ai
~2InQ@) =275 a In(e—l) (6.43)
j=1 ]

approksimeres ved
e(@ =1-Fyq1-q)(—2InQ(a)), (6.44)

forudsat at de forventede antabdle er starre end eller lig med 5.
| litteraturen ser man meget of#?-testet anvendt i forbindelse med test for goodness of fit.
Med notationen her ex?-testoren og den tilsvarende testsandsynlighed:

X2(a) = él(aj;ijei)z (6.45)

e* (a) =1- FXZ(k—l—d) (Xz(a>), (646)

hvor approksimationen kan anvendes, hvis de forvented anstgrre end eller lig med 5.
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Eksempel 6.6

Hvis vi ved hjeelp af et test for goodness of fit gnsker at unatprsom observationermg, . . ., X,
kan opfattes som en stikprgve fra normalfordelingen, sorarpatriseres ved sin middelvaerdi
U og varianso?, det vil siged = 2, estimerer vi fgrst disse to parametre:

_ 1
X = —
HeX= 3%
= 1§ (x—%)
n—1i=;

Idet fordelingsfunktionen for normalfordelingen med matigerdix. og varianss® kan udtryk-
kes ved hjeelp af fordelingsfunktionen for den standardidemormalfordeling pa felgende

made _
y—X
Fix ) (Y) = @ S ),
bliver de forventede antal ifglge (6.42)
i —X Yi_1— X .
e = n{o(Y) e L M B B (6.47)

Som illustration af test for goodness of fit for normalfoidgen ser vi igen pa malingerne i
Eksempel 1.1 af hgjden hos 247 astmaplagede piger i alder&@ &r. Vi betragter den gruppe-
rede version af disse data, som er giveti Tabel 1.4, idetutegvallernd112 116 0g|164,168
erstattes med henholdsyis «,116 0g]164, «[. Fra omtalen af Eksempel 1.1 i Afsnit 4.3 ved
vi, at

U+~ x =14013
02 — > =85.8317
De observerede og forventede antal, beregnet ved hjeelpdah (@r angivet i Tabel 6.1.
Indledningsvis betragter vi 14 intervaller, men for at irekdmme kravet, om at de forven-
tede antal skal veere starre end eller lig med 5, bliver vi nigdt sla nogle af intervallerne
sammen som antydet. Efter dette hakw 10 intervaller, og da = 2 bliver antallet af friheds-

grader i testet for goodness of fitligmkd-1—-d=10-1-2=7.
For —2InQ-testet far vi fra (6.43) og (6.44), at

—2InQ(a) = 7.2653

og
£(a) = 1— Fyo(7)(7.2653 = 0.4018

Formlerne (6.45) og (6.46) medfarer, at vi f6f-testet finder

X2(a) = 7.5472
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interval a e
]—,116] 1 1.136
]116,120] | O 9| 2.544 10.087
]120,124] | 8 6.407
1124,128] | 20 13.432
1128,132] | 24 23.435
1132,136] | 32 34.032
1136,140] | 49 41.132
]140,144] | 41 41.378
1144,148] | 26 34.646
1148,152] | 21 24.148
]152,156] | 14 14.005
]156,160] | 6 6.761
]160,164] | 4 11| 2.716 10.710
1164 oo 1 1.233

Tabel 6.1Beregning af test for goodness of fit for normalfordelingendata i Tabel 2.2.

og dermed
£*(a) = 1—Fy27)(7.5472 = 0.3742

Intet af testene, af hvilke vi - som tidligere omtalt - foeekker—2InQ-testet, giver altsa
anledning til at betvivle, at observationerne kan betragtem en stikprgve fra normalfordelin-
gen, hvilket er i overensstemmelse med fraktilsammeniigen i Figur 4.3. O
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Anneks til Kapitel 6

Beregninger i Excel

| Exceler der ikke dialogbokse, der foretager beregningerne i ttexde i dette kapitel. Bereg-
ningerne foretages dog forholdsvis let og i disse er fumd@UMPRODUKT meget nyttig, idet
teststgrrelsen )
Xi
—-2InQ(x) = Zi;x. In(g)
bortset fra faktoren 2husk denng netop er en sum af produkter mellem de observerede antal
X 0g logaritmen |I@ﬁ) til forholdet mellem de observerede antabg de forventede anta).

Endvidere er funktione@HITEST som vist nedenfor ofte nyttig.

Eksempel 6.2 (Fortsat)
| regnearket nedenfor indeholder celleBe D5 de observerede og forventede antal.

A | B c D E
1 |Eksempel 6.2
2
3 sejr uafgjort| nederlag i alt
4 lobserveret 14 10 9 33
5 [forventet 11 11 11 33
6
7 |In(x/e) 0,241162| -0,09531|-0,200671
8
9 | _2InQ: 1,234261
10 |testss: 0,53949

Indholdet af cellerB7 beregnes som
=LN(B$4/B$5) (=In(xz/€1))

og analoge formler oprettes i cellerae ogD7. (De to$ tegn letter oprettelsen af de analoge
formler). TeststarrelserB9o beregnes som

k ,
— 2% SUMPRODUKT (B4 : D4;B7 : D7) (=2 in In(g))
i=

og testsandsynlighede®10 som

= CHIFORDELING(B9;2) (= 1—Fyz_1)(—2INQ(X)). O
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Eksempel 6.3 (Fortsat)
Data, suppleret med raekke- og sgjlesummer samt totalssmgskerneA4:D10.

A B c D E F G
Eksempel 6.3
observeret forventet
timer per uge rygere | ikke rygere i alt
0.0-05 181 603 784 148,735 635,265
0.5-2.0 1568 591 749 142,095 606,905
2.0-4.0 162 713 875 165,999 709,001
4.0-7.0 150 697 847 160,687 686,313
7.0- 83 531 614 116,484 497516
ialt 734 3135 3869
In(x/e)

0,196330| -0,052125
0,106098| -0,026556
-0,024385| 0,005624
-0,068823| 0,015452
-0,338912 0,065134

NS R IR EEINER NN E A A R el hd

| 2InQ: 2427192108
testss: 0,000070
XA2: 23,70707007
24 |testss: 0,000091

Ud fra disse celler beregnes de forventede antal i cellesng9. Farst beregnes indholdet
af F5 som
=B$10+$D5/$D$10 (= X1.X1/N)

og derefter oprettes analoge formel i de gvrige celler (Bedfitegn letter oprettelsen af de
analoge formler).
CellerneB13:C17 indeholder starrelserne(ln; /&;). Farst beregnes indholdet&f3 som

=LN(B5/F5) (=In(x11/€11))

hvorefter analoge formler oprettes i de resterende celler.
TeststarrelsenB20 beregnes som

r S -
— 2+ SUMPRODUKT(BS : C9;B13 : C17) (=2 Zl S % |n(§))
i=1j=1 J

og testsandsynlighede®21 som

= CHIFORDELING(B20;4) (= 1—Fye(_1)(s_1))(—2INQ(X)).
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FunktionerCHITEST beregner ud fra de observerede afigl} og de forventede antgb;j }
testsandsynligheden f*-testet, det vil sige

£°(X) = 1= Fyz(_1)(s-1)) (X*(X)),

hvor - )

X2(x) = Zl 5 (%) —.eij> _

e e

Funktionen kaldes via ruteflndszt — Funktion — Statistik — CHITEST som giver en
boks, hvor de observerede veerdier angives éfteerveret_vaerdi og de forventede efter
Forventet_vardi. Testsandsynlighedems4 er fremkommet saledes eller ved direkte at ind-
taste

= CHITEST(B5 : C9;F5 : G9).

Veerdien afX?-teststarrelsenB23 er derefter beregnet som

— CHIINV(B24;4).

Eksempel 6.4 (Fortsat)

Da beregningerne for et homogenitetstest er de samme sayrisegerne for testet for uaf-
heengighed af inddelingskriterier, k&ixcelberegningerne i dette eksempel udfgres pa samme
made som i Eksempel 6.3 ovenfor. O
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Hovedpunkter til Kapitel 6

Generelle modeller og hypoteser

Model:

Grundmodellen er baseret pa dedimensionale multinomialfordeling med antalsparamster
og sandsynlighedsvektar= (g, ..., ..., Tk)

Mo: X = (X1,...,Xj,..., Xx) ~ m(n, ), mell.

Modelkontrol:

Check, at betingelser a) - d) side 6.1 med rimelighed kargastat vaere opfyldt.

Estimat:

Sandsynlighedsvektorgnestimeres pa grundlag af de observerede antalx, . . .,X;, . .., X)
som vektoren af relative hyppigheder

~ X1 X Xk
T[(—n(x):(ﬁ,-.-,ﬁ],...7ﬁ).

Fordelingen af estimatet angives ved
nft=X ~ m(n, m).

Konfidensintervaller:

UnderMg er Xj ~ b(n, 1), s& konfidensintervallet for; kan beregnes pad samme made, som
konfidensintervallet for sandsynlighedparameteréibinomialmodellenX ~ b(n, 1) beregnes
pa grundlag af observation&nDette interval, som er baseret pa en approksimation, er

C]_,G(X) = [T[_, TLF]?

hvor
_— 1 ot 1uz J \/x(n—x) n 1uz
n+u%—a/2 2-1-a/2 1-a/2 n 4 1-a/2
0g
— 1 Xt 1u2 ‘u \/x(n—x)+1u2
n+ U%—a/z 2 a2 a2 n 471-a/2|"
Hypoteser:

En hypotese om sandsynlighedsvektorenchfiire parametre, hvis den er af formen

Ho:meMNg=m®)(cn),
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hvor Mg er veerdimaengden for en en-entydig afbildninfya en &ben delmaeng@af RY ind i
M. Maengden omtales som parametermaengden for hypatisen

Test af hypoteser:

Hvis  er maksimum likelihood estimatet for paramete@enanderHy, er vektorereeaf forven-
tede antal undetlg givet ved

e=(ey,....e,....,&) = (N (0),...,nm(),...,nm(8)).

Af de to approksimative test-2InQ-testet ogX?-testet, forHg foretraekker vi—2InQ-
testet. Begge test er baseret pa en sammenligning af develede antak»og de forventede
antale Hvis de forventede antal alle er stgrre end eller lig med Skan fglgende teststarrelser
og de tilsvarende approksimative testsandsynlighedeyttse=n

—2InQ-testet:

k Xi
—2InQ(x) =2 3 xjIn(Z)
=
€(X) =1—Fy2p_1q)(=2InQ(x)),
X?-testet:
(Xj — e])

€j

k
Xix)= 3 =

" (X) = 1—Fyzpc_1q)(X*(X)).
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Specielle modeller og hypoteser
Uafhaengighed af inddelingskriterier:
De observerede antaler enr x stabel{x;j }, som beskrives ved

Mo : X = {Xij} ~m(n, ({75;}))-
Hypotesen
Ho : 75, = pigj, i=1....r, j=1....5

omtales som hypotesen om uafhaengighed af inddelingskritbtaksimum likelihood estima-
terne for vektorerng og o af reekke- og sgjlesandsynligheder er

~ X. . N ﬁ
n’

p=—, i=1...r 0og gj = j=1,....s

og de forventede antal-e{g;} beregnes som

Xi.X

Q=5

Hvis dissealle er starre end eller lig med Sbliver teststarrelsen (husk 2-tallet) og testsandsyn-
ligheden

—2InQ(x) = 2[élélxij In(xij) — élxi. In(x.) — j;x.j In(x.j) +nin(n)]

€(X) = 1—Fy2(r_1)(s-1))(—2INQ(X)).
Acceptereddy er modellerMg reduceret til
Mp: X = {XH} ~ m(”? ({piaj})7
i hvilken der geelder

Xeo = (Xeyeo oy Xioyoo s X0 ) ~m(n, (01, -5 Piy -, Pr))
X = (Xg..o,Xj,...,Xg) ~m(n,(01,...,0j,...,0s))
X.. og X, erstokastisk uafhaengige.

Homogenitet af flere multinomialfordelinger:
| modellen

MO XI = (X|177X|J77X|S) Nm(nhrrl) :m(nh(rq:b?rqj??TES))
X1,...,Xj,...,X; er stokastisk uafthaengige

testes hypotesen om homogenitet, eller identitet, afrdeltinomialfordelinger

Hom=-=m=---=m=n=(m,...,T7,...,Tk).
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Maksimum likelihood estimatet for komponenterne i dendéseiandsynlighedsvektor er

A

X.j .
71-]':?7 J:17"'787

og de forventede antal beregnes som

—2InQ-teststarrelsen er (husk 2-tallet)

r s

~2InQX) = 2[5 3 %jIn(x)) - iélni In(n) — élx.j In(x)+n.In(n.)]

i=1j=
og testsandsynligheden kan beregnes som
€(X) = 1—Fy2(r_1)(s-1)) (—2INQ(X)),

hvis de forventede antalle er stgrre end eller lig med 5.
Acceptereddp er modellen reduceret til

Mi: Xj=(Xg,..., Xij,...,Xs) ~ m(n;, M) = m(n;, (71, ..., 75, ..., Tk))
X4,...,Xi,...,X; er stokastisk uafthaengige

og i denne geelder der, at

X =Xq,..., Xj,..., Xg) ~m(n.,m) =m(n., (1, ..., 7,...,T&)).
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Opgaver til Kapitel 6

Opgave 6.11 tabellen nedenfor ses en grupperet version af antalle@hfooret i Faxe Kondi
Ligaen 1999-2000 (Gruppen.D svarer til kampe hvor der blev scoret O eller 1 mal, mens
gruppen>5 svarer til kampe hvor der blev scoret mere end 5 mal). Tabelr desuden opdelt
efter den farste, anden og tredje tredjedel af turneringen.

0_1 2 3 4 >5 ialt
kamp 1-66 15 18 13 15 5 66
kamp 67-132 12 22 10 10 12 66
kamp 133-198 10 20 13 9 14 66
i alt 37 60 36 34 31 198

a) Vis, at fordelingen af mal er den samme i de tre dele a&fimgen.

b) Angiv et 95% konfidensinterval for sandsynligheden fatetscores mere end 5 malien
kamp.

Opgave 6.2 For de fleste af holdene i Faxe Kondi Ligaen 1999-2000 er detldetbart ud
fra Tabel 1.3 let at bedgmme om der er forskel pa holdenestatsr pa hjiemmebane og pa
udebane, mens det for andre klubber ikke er oplagt, om den éorskel. Tabellen nedenfor
viser resultaterne faDB.

sejr uafgjort nederlag i alt
hjemme| 4 6 6 16
ude 7 4 6 17
i alt 11 10 12 33

a) Er det rimeligt, at antage at der ikke er forskelQeis resulater hjemme og ud?

b) Antag, at der ikke er forskel g@B's resulater hiemme og ude. Gar rede for at sejr, uafgjort
og nederlag er lige sandsynlige udfald@®'s kampe.

(For AB's vedkommende gik vi i Eksempel 6.2 direkte til spargsnahdr, idet det ud fra
resultaterne i Tabel 1.3 er oplagt at der ikke er forskelgsauitaterne hjemme og ude.)
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Opgave 6.3 Pa side 6.19 sa vi, at fordelingen af hjemmesejre, udfgjog udesejre i de 198
kampe i Faxe Kondi Ligaen 1999-2000

hjemmesejr uafgjort udesejri alt
90 52 56 | 198

kunne beskrives ved modellen

(X1,X2,X3) ~ m(198 (18, T®, TB)).

Af tallene antyder, at hypotesen om at sandsynligheaeor en uafgjort er lig med sandsyn-
lighedenrs for udesejr kan accepteres. Opgaven her vedrgrer test akderpotese. Lagh
betegne den feelles veerdi &f og 75 under hypotesen.

a) Vis, at hypotesen kan formuleres som fglgende hypoteselnfie parameter om sand-
synlighedsvektorefrn, o, 18):

HO: (T[l, D, 7T3):(1_2p7 p, p>7 p6]0,05[

b) Vis, at likelihood funktionen fop underHg er

n!
L(p) = SATAT (1_ Zp)X:L pX2+X3

n!
T XXl X3!

2~ (X2+X3) (1— 2p)xl (2p)X2+X37

hvorn =198 (x1,x2,X3) = (90,52 54).

c) Vis - eventuelt ved hjeelp af Saetning 6.1 - at maksimumilikkeld estimatet fop er

A~ Xo+X3
P="5n

d) Vis, at de forventede antal unddg er

hjemmesejr uafgjort udesejri alt
90 54 54 | 198

og test hypotesen.

Opgave 6.4 Ved de olympiske lege i Sydney blev der uddelt 301 guldmed&p9 sglvmedaljer
0g 328 bronzemedaljer. Nedenfor ses medaljerne fordelemeks omrader Afrika, Asien (in-
klusive Rusland og de baltiske lande), Australien (inkiiew Zeeland), Europa, Nordamerika
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og Sydamerika (inklusiv Mellemamerika).

guld solv bronze
Afrika 9 11 16
Asien 94 88 115
Australien 17 25 20
Europa 125 119 110
Nordam erika 42 28 41
Sydamerika 14 28 26
i alt 301 299 328

a) Vis, at det antages, at fordelingen af medaljer pa de@®kader er den samme for de tre
slags medaljer.

b) Angiv et 95% konfidensomrade for sandsynligheden fonahedalje tilfalder Europa.

Opgave 6.5 Tallene nedenfor vedrarer de 404 traekningéiking Lotto,der er foretaget indtil
den 25. 10. 2000. Ved hver treekning udtreekkes der 6 vindeldadt tallene fra 1 til 48. | de
farste 230 treekninger blev der udtrukket 3 tilleegstal ogediar 2. | de 404 treekninger er der
derfor 2424 vindertal og 1038 tilleegstal. Fordelingen afdertal og tilleegstal ses i tabellen

nedenfor.
tal gevinsttal tillee gstal ialt tal gevinsttal tillee gstal ialt
1 48 22 70 25 53 22 75
2 60 21 81 26 49 21 70
3 51 19 70 27 55 26 81
4 42 20 62 28 53 24 77
5 51 19 70 29 47 23 70
6 45 24 69 30 51 30 81
7 59 20 79 31 51 30 81
8 51 19 70 32 58 33 91
9 52 15 67 33 46 19 65
10 41 20 61 34 43 24 67
11 57 25 82 35 49 19 68
12 44 21 65 36 49 20 69
13 47 27 74 37 49 18 67
14 52 19 71 38 51 18 69
15 35 21 56 39 55 27 82
16 53 11 64 40 59 26 85
17 49 22 71 41 70 19 89
18 52 18 70 42 59 20 79
19 46 28 74 43 39 29 68
20 40 18 58 44 60 26 86
21 65 22 87 45 44 20 64
22 52 22 74 46 45 19 64
23 48 16 64 47 49 17 66
24 60 23 83 48 40 16 56
ialt 2424 1038 3462

Besvar ved hjzelp &xcelfalgende spargsmal:

a) Vis, at fordelingen af tallene fra 1 til 48 er den samme fadertallene og for tilleegstal-
lene.
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b) Undersgg, om tallen fra 1 til 48 udtraekkes lige hyppigt.

Opgave 6.61 Lotto er der indtil den 25.10. 2000 foretaget i alt 595 traekningen traekning

udtraekkes der 7 vindertal. | de fagrste treekninger blant#irtalfra 1 til 34, senere kom tallet 35
til og endnu senere tallet 36. Antallet af tilleegstal har2ogarieret og i de 595 traekninger er
der udtrukket i alt 1534 tillaegstal. Fordelingen af vindédg tilleegstal ses i tabellen nedenfor.

tal vindertal tillasgst i alt tal vindertal tilleegst ialt

1 109 44 153 19 127 50 177
2 120 36 156 20 123 49 172
3 121 36 157 21 112 39 151
4 133 39 172 22 126 42 168
5 114 39 153 23 125 47 172
6 114 39 153 24 107 44 151
7 98 50 148 25 127 37 164
8 124 29 153 26 118 35 153
9 122 33 155 27 127 49 176
10 109 38 147 28 121 44 165
11 112 52 164 29 116 39 155
12 114 35 149 30 115 52 167
13 132 38 170 31 111 55 166
14 116 58 174 32 100 56 156
15 132 38 170 33 122 49 171
16 112 48 160 34 120 41 161
17 137 42 179 35 75 37 112
18 111 56 167 36 63 19 82

i alt 4165 1534 5699

Besvar ved hjaelp @ xcelfalgende spargsmal:

a) Vis, at det ved test pa 5% niveau ikke kan antages, atlfogia af tallene fra 1 til 36 er
den samme for vindertallene og for tilleegstallene.

Betragt nu kun tallene fra 1 til 34.

b) Vis at fordelingen af tallene fra 1 til 34 er den samme fordértallene og for tilleegstal-
lene.

c) Undersgg, om tallene fra 1 til 34 udtraekkes lige hyppigt.
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7 Poissonfordelte data

En af grundene til at Poissonfordelingen ofte optreeder kgisaer Poisson processen, som
er en sandsynlighedsteoretisk model, der beskriver hdesléeendelser indtreeffer tilfaeldigt i
for eksempel tid, plan eller rum. Ifglge modellen er antadiiehaendelser, der indtraeffer i en
delmaengde af den betragtede maengde, for eksempel i eteigsireller i et omrade af planen
eller rummet, Poissonfordelt.

| Afsnit 7.2 gives en kort beskrivelse af Poisson procesBasuden omtales nogle fa e-
genskaber ved Poissonfordelingen, som benyttes ved anaflyen statistisk model baseret pa
denne fordeling. | afsnit 7.1 introduceres de eksemplerhderyttes ved illustrationerne af teo-
rien i dette kapitel. Statistisk analyse af én observatigakke ved hjeelp af Poissonfordelingen
diskuteres i Afsnit 7.3, mens vi i Afsnit 7.4 som to eksempl@ranalyse ved hjaelp af flere Po-
issonfordelinger omtaler Poissonmodellen med propaatemparametre og den multiplikative
Poissonmodel.

Vi afslutter denne introduktion med en generel bemeerknedy@rende observationsraekker
fra diskrete fordelinger Hvis antallein i €n observationsraekke, . . . , X, er meget stort, angives
observationer gerne - af pladshensyn tgigelform det vil sige, at man for enhver observeret
veerdij angiver antalleq; af x-er i observationsreekken, der antager veergljeitsa

aj=#i:x=]j}

Bemeerk, at man ved at angive observationerne pa tabelfevarér information onhvilke vaer-
dier man har observeret. Derimod kan reekkefglgen af de enkederedtionex;, i =1,...,n,
naturligvis ikke rekonstrueres ud feaerne; dette er dog uden betydning, idetrne antages
at veere udfald af uafhaengige og identisk fordelte stokeestiariable og nummereringen af de
enkelte observationer er derfor uden betydning. Angivefsgiskrete observationer pa tabel-
form kan naturligvis betragtes som en form for grupperirag,ignodsaetning til den saedvanlige
gruppering af kontinuerte data ikke giver anledning til ¢himformation vedrgrende veerdierne
af de enkelte observationer.
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7.1 Eksempler

| dette afsnit introduceres de dataseet, der vil blive brligt tllustrere statistisk analyse i mo-
deller baseret pa Poissonfordelingen.

Eksempel 7.1

Tabellen nedenfor viser - pa tabelform - fordelingen af nd& 198 kampe i Faxe Kondi Ligaen
1999-2000 delt op efter fagrste, anden og tredje tredjedeeiratringen. Fordelingerne er vist i
Figur 7.1.

antal mal | kamp 1-66| kamp 67-132 kamp 133-198
j a; aj a;
0 3 4 3
1 12 8 7
2 18 22 20
3 13 10 13
4 15 10 9
5 2 11 6
6 3 0 3
7 0 0 1
8 0 0 2
9 0 1 1
10 0 0 1

i alt 66 66 66

Vi gnsker her dels at beskrive fordelingen af mal i de tre déturneringen og dels at undersgge
om de tre fordelinger kan antages at veere identiske, deigel\d gnsker at undersgge om
fordelingen af mal kan antages at veere den samme i de tretieimeringen.

O

Eksempel 7.2

Ved de olympiske lege i Sidney 2000 var de nordiske lande hedazst: Danmark 6, Finland
4, Norge 10, Sverige 12. Vi gnsker at belyse spgrgsmaletarardorskel pa landenes medal-
jehast, eventuelt ogsa i lyset af antal indbyggere i lardendbyggerantallene er (i millioner):
Danmark 5.3, Finland 5.2, Norge 4.5, Sverige 8.9. O

Eksempel 7.3
| tabellen nedenfor ses medaljefordelingen for de sek®meatj der fik flest medaljer ved de
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antal mal

il

[] |_|‘._I‘ []

6

O kamp 1-66 @ kamp 67-132 Jkamp 133-198

7 8 9 10

Figur 7.1 Fordelingen af mal i fgrste, anden og tredje tredjedel akeR¢ondi Ligaen 1999-

2000.

olympiske lege i Sydney 2000, se ogsa Figur 7.2.

land

guld sglv bronze

USA
RUS
CHN
AUS
GER
FRA

39
32
28
16
14
13

25
28
16
25
17
14

33
28
15
17
26
11

Vi gnsker blandt andet at undersgge om medaljernes kaingier af de seks nationer.

t

7.2 Sandsynlighedsteoretiske resultater vedrarende Psenfordelingen

Poissonfordelingen er omtalt i Afsnit 3.2.3 og i dette afsesumeres de sandsynlighedsteore-
tiske resultater vedrgrende Poissonfordelingen , somttesniydiskussionen af statistik analyse
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antal medaljer
N
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|
\

USA RUS CHN AUS GER FRA

Dguld mselv [Jbronze

Figur 7.2 Medaljefordelingen for de seks nationer, der fik flest medalgd de olympiske lege
i Sydney 2000.

i modeller baseret pa denne fordeling. Desuden gives enirkooduktion af Poisson proces-
sen, der er en matematisk model til beskrivelse af, hvoslé@dendelser indtraeffer tilfeeldigt i
blandt andet tid, plan og rum. Endelig naevnes i Seetning 7magematisk resultat, som vil
blive benyttet flere gange i dette kapitel.

En diskret stokastisk variab&l er Poissonfordelt med parameter> 0, kort X ~ po(A),
hvis sandsynlighedsfunktionen (teethedsfunktionenXfer

X
po(x;)\):e_)‘))\(—l, x=0,1,2,.... (7.1)

Hvis X ~ po(A ) er middelveerdien og variansen f&r

EX=A (7.2)
Var X =A, (7.3)
og dermed er dispersionsindekset (eller dispersionskaiten)
Var X
cd= Ex = 1 (7.4)

Pa dette punkt adskiller Poissonfordelingen sig fra adiskrete fordelinger. For eksempel fas
det af resultaterne i Afsnit 3.2.1 at dispersionsindeksebfnomialfordelingerb(n, 1) er lig
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med 1— 1T og derfor mindre end 1, mens det for den negative binomiddfiang b~ (k, 1) er
(1—m)~1 og derfor sterre end 1, se Afsnit 3.2.5.

Folgende resultat forbinder sandsynlighedsfunktioneh(fio, 77) fordelingen med sandsyn-
lighedsfunktionen for Poissonfordelingen:

X

b(x;n, m) = ()r:) m(1-m" X —e? i—' =po(x;A),  forn— cogm— 0sanm— A.
(7.5)
Resultatet benyttes i modelovervejelser til at skifte fraredel baseret pa binomialfordelingen
til en model baseret pa Poissonfordelingen.
Halesandsynligheder i Poissonfordelingen kan approkssnmed halesandsynligheder i
normalfordelingen med samme middelveerdi og varians. Mvispo(A ) geelder

lim P <a§ % < b) — d(b) — d(a). (7.6)

A —o00

Bemaerk, at vi approksimerer sandsynligheder i en diskrelefing, Poissonfordelingen, med
sandsynligheder i en kontinuert fordeling, normalfondgén. Vi skriver kort

X~po(A) ogAstor = X=aN(AA). (7.7)

Mange approksimative resultater i dette afsnit kan ferstd at teenke pa at man regner i den
approksimerende normalfordeling til Poissonfordelinggoraksis kan man anvende den ap-
proksimerende normalfordeling far> 5.

Antag, atXy,...,X,...,X, er uafhaengige stokastiske variable, salede§ at po(A;), i =
1,...,n. Lad X betegne summen af de variable, det vil sige= X7 +---+ X +--- + Xy, 09
lad tilsvarendel. betegne summen af parametreAe= A1 +--- + Aj +--- + An. Da geelder
folgende resultater for fordelingen af summen og for dembetie fordeling af de variable
givet summen:

X ~ po(A.) (7.8)

0g

. _ A A A
(X0, Xy Xa) [ X =2 MO, 5 S 50). (7.9)

Betingningsresultatet i (7.9) er ngglen til at forsta matigheder mellem tests i multinomial-
fordelingen og i Poissonfordelingen.

Vi giver nu en ganske kort beskrivelse Bbisson processerder er en af grundene til,
at Poissonfordelingen ofte optraeder i praksis. Poissonesgen er en sandsynlighedsteore-
tisk model for, hvorledes haendelser indtreeffer tilfeeldightag, at vi betragter haendelser i
en delmeaengdé& af den reelle akse, planen eller rummet, for eksempel tiadeu for regi-
streringer pa en Geiger-teeller, nedslagssteder for mgeFppositioner af bakteriekolonier pa
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en agarplade, fangstpositioner for fisk, positioner forsardlede stertc Lad N(A) beteg-
ne antallet af haendelser i meengdefi S. Antag, at de falgende tre forudsaetninger er opfyldt:

a) Sandsynligheden, for at der indtraeffer praadisendelser A, afhaenger kun afA |
(A's laengde, areal eller rumfang), det vil sigePaN(A) = n) afhaenger kun afA |
ogn.

b) Antallet af haendelser i disjunkte maengder er uafhaendigeyil sige, aiN(A) og
N(B) er uafheengige stokastiske variable, hvis maengd&weB er disjunkte,

det vil sige
P(N(A) =n,N(B) =m) = P(N(A) =n)P(N(B) =m), hvisANB = 0.

c) Sandsynligheden, for at der indtreeffer mere end én hissnik, er lille, hvis| A |

er lille, eller mere praecist
P(N(A) > 2)

— 0, for |A|— 0.
[Al

Det kan da vises, at der eksistereAet 0, sa det for alle delmaengdAraf Sgeelder, at antallet
af heendelserA er Poissonfordelt med paramefef A |, altsa

N(A) ~ po(A | Al). (7.10)

ParametereA omtales sonintensiteteraf Poisson processen ga
Ved hjeelp af formlerne (7.8) og (7.9) samt betingelse b) katrvies, at hvis

k
A= UA, hvorAiNnAj =0 hvisi # j,
i=1

daer

(N(AD...-:N(A)) [N(A) =n~min | 2L Ly
med andre ord, givet at der indtreeffrehaendelser A, er antallene af haendelser i de disjunkte
delmangdeA, ..., A (som tilsammen udgaX) multinomialfordelt med antalsparameteog

en sandsynlighedsvektor, der angiver, hvor stor en del Keltendelmaengdeky, . . ., Ax udger

af A.
| det falgende skal vi flere gange bruge et matematisk raésdia er formuleret nedenfor i

Seetning 7.1.
Seetning 7.1 Antag, atx > 0 ogc > 0. Da antager funktionen
g:]0,0o[ — R

A — efc)\AX
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sin maksimale veerdi i punktet

>0
I
|

7.3 En observationsraekke

| dette afsnit betragter vi én observationsraekke fra Pafssdelingen. Vi antager altsa, at ob-
servationerngy, . .., X, kan betragtes som udfald af uafheengige stokastiske vadahl. ., X,
som alle er Poissonfordelte med parama@tedet vil sige, at vi betragter modellen

Mo : X ~ po(A), i=1,...,n (7.11)

Estimation

Likelihood funktionen forA er

n AX

LA)= e ?=—
(*) igl X!

n 1

_ e—nA)\XA =

iglxi!

hvorx = x; + - -- + Xn. Heraf finder vi ved hjeelp af Seetning 7.1, at maksimum likedihesti-

matetA for A er

)\:)Z:}x.:— X. (7.12)

Parameterei, som ifalge (7.2) er middelveerdiemo(A )-fordelingen, estimeres altsa ved den
empiriske middelveerdi. Af (7.8) ses, at der geelder fglgardaltat vedrgrende fordelingen af
maksimum likelihood estimatoren:

M =X ~ po(nA). (7.13)

Inferens vedrgrende veerdienaffor eksempel test af hypotesan= Ag, kan foretages ved at
betragte fordelingen af..

Modelkontrol

ModellenMg kan kontrolleres ved ef?-test for goodness of fit, som beskrevet i Afsnit 6.5,
hvis stikpravestarrelsemer tilstraekkelig stor.

En alternativ kontrol af modellenly baserer sig pa, at dispersionsindekset for Poissonfor-
delingen er 1, se formel (7.4). Det ma derfor forventespatdldet

R

t= (7.14)

X
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mellem den empiriske variaisé og den empiriske middelveerdier teet pa 1. For store vaerdier
af A eller for store veerdier af geelder fglgende approksimation for fordelingen af den til
svarende stokastiske variabel

t ~x x2(n—1)/(n—1).

Dette udsagn laeses &r en realisation af en stokastisk variabel hvis fordeliag kpproksi-
meres meg(?(n—1)/(n— 1)-fordelingen”. Approksimationen kan benyttes, hmis 15 eller
X. > 5. Resultat benyttes ofte til test 8, idet modelleraccepteresed et test pa niveaa,
hvis

X2p(n=1)/(n-1) <t < x2 , ,(n-1)/(n—1), (7.15)
Testet i (7.15) omtales soRishers dispersionsindeksr Poissonfordelingen.

Hvis PoissonmodelleNl, forkastes, fordi den observerede veerdi ef for stor, kan man pa
grund af bemeerkningen efter formel (7.4) forsgge at beskibservationsraekken ved hjeelp af
en model baseret pa den negative binomialfordeling. M¢gorkastes pa grund af en for lille
veerdi aft, peger bemaerkningen pa en binomialmodel, hvis rimeliglepsibm regel checkes
ved at undersgge om betingelserne a) - d) side 6.1 er opbriétF 2.

Beregningen af den empiriske middelvaerdi og varians, veelphgf hvilke dispersions-
indekset er defineret, afhaenger af, om alle de enkelte cdtsmmer er til radighed eller om
observationerne er givet pa tabelform. Med indlysendedretiser har vi

n
S= Yy x=5Y]aj,
i=1 ]

n
SK= 3 =75,
i=1 J

0g

_ 1 1 &

X=-S o £ =_—"_(SK-2).

n g n— 1( n )
| det neeste afsnit omtales endnu to approksimative test émtettenMg, nemlig —21InQ-

testet i formel (7.38) og det hermed aekvivaleXifetest, som vises at veere beslaegtet med testet

baseret pa dispersionsindekset, jeevnfar formel (7.3®eoggerkningerne derefter.

Eksempel 7.1 (Fortsat)
For fordelingen af malene i de tre dele af turneringen hdwlgende beregninger, med fire
decimalers ngjagtighed:

n S SK  x(A) < t
kamp1-66 |66 175 599  2.6515  2.0767  0.7882
kamp 67-132 | 66 186 702 2.8182 2.7357 0.9707
kamp 133-198 66 212 964  3.2121  4.3543  1.35%6
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| alle tre tilfeelde er antallet = 66 af observationer stort nok til at Fishers dispersiorest
kan benyttes. De observerede veerdier sal vurderes i ery?(f)/f -fordeling medf = 65.
Pa side 11 Btatistical Tableses, at 2.5% og 97.5% fraktilen i denne fordeling er henvidds
0.6862 og 1.3720. Ifglge (7.15) accepteres modegmerfor ved et test pa niveau 5% i alle
tre tilfeelde.

Antallet af observationar= 66 er tilpas stort til at vi i denne situation ogsa kan bemtast
for goodness of fit til kontrol aMg. De forventede antal undéfp, der beregnes som

e —ne*Al/jl, j=0,1,...,10,

er

antal mal | kamp 1-66 | kamp 67-132 kamp 133-198
4; €j 4; €j a; €j

3 4.6559| 4 3.9412| 3 2.6579
12 12.3452 8 11.1069| 7 8.5375
18 16.3668 22 15.6506 20 13.7117
13 14.4656| 10 14.7021 13 14.6812

© 0 N O O A W N P Of—
H
ol

9.5889| 10 10.3583 9  11.7895

2 5.0850/ 11 5.8383 6 7.5738

3 22472 0 2.7422| 3 4.0547

0O 0.8512) 0 1.1040f 1 1.8606

0O 02821 0 0.3889 2 0.7471

0O 00831 1 01218 1 0.2666

10 0 0.0220f 0 0.0343| 1 0.0856

i alt 66 65.9930 66 65.9886 66 65.9662

For at imgdekomme kravet om at de forventede antal skal veernesnd eller lig med 5 er
det i alle tre tilfeelde ngdvendigt at sla grupperne 0 og 1rsamtil en gruppe (0-1) samt at sla
grupperne 5, 6, 7, 8, 9, 10 sammen til en gruppey. Idet
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far vi
antal mal | kamp 1-66 | kamp 67-132 kamp 133-198

] a, g a, g a, g

0-1 15 17.0012 12 15.0480 10 11.1954
2 18 16.3668 22 15.6506/ 20 13.7117
3 13 14.4656| 10 14.7021 13 14.6812
4 15 9.5889 10 10.3583 9  11.7895
>5 5 8577512 10.2410 14 14.6223
ialt 66 66.0000 66 66.00000 66 66.0000

| alle tre tilfeelde geelder, at antallet af gruppeket 5 og modellerMp har én fri parametek,
sa antallet af frihedsgrader i testet for goodness of fighlf =k —1—1 = 3. Vi finder, at

—2InQ, = 4.9160 £1=1—Fy2(3(4.9160 = 0.1781
—2InQ, = 4.9434 £2 = 1— Fy2(5)(4.9434 = 0.1760
—2InQ; = 3.6016 g3 = 1— Fy2(3(3.6016 = 0.3078

=

Testet for goodness of fit giver derfor heller ingen anlednilat betvivie modellerMg i nogen
af tilfeeldene. O

Konfidensinterval

Vi starter med at give formlen for et approksimativt Ir konfidensinterval for middelvaerdien
A baseret pa én observatiarfra en po(A ) fordelt stokastisk variabeX. Konfidensintervallet
er approksimativt, fordi det bygger pa den approksimeedid , A ) fordeling, jeevnfaer (7.7). |

denne holder uligheden
X—=A
_ul—C{/Z < TO < Ul_a/z (716)
0

med sandsynlighed-1a. Lgses uligheden (7.16) med hensyigfas den aekvivalente ulighed

1 1 1 1
X+§uia/2—u1_am/X+Zu§_a/2 <Ao< X+§uia/z+ul_a/2\ [ X+ Zui—a/z , (7.17)

som ogsa holder med sandsynlighedd. Indseettes den aktuelle observation i (7.17) fasl
konfidensintervallet for middelvaerdien i en Poissonfardesom

Cl—a(x) = [)\—7)\4-]7 (718)

1, /1,
)\,:x+§u1_a/z—u1,a/2 X+Zrulfa/2’ (7.19)

hvor
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0g
1 1
)\+:X—|— éuiia/z—ku:[_a/z X—i—Zu%_G/Z
Bemeerk, at formlen (7.17) understreger, at det er greenserr@nfidensintervallet, der er

(7.20)

stokastiske, og at fortolkningen af et konfidensintervadpat pa observationerer, at enten er
Ap i konfidensintervallet, eller der er indtruffet en heendetssl sandsynlighed mindre end

Da desudefiX — Ag) //Ao er testor for hypotesery: A = A har konfidensintervallet ifglge
(7.16) ogsa fortolkningen som de veerdier af parameteram, igke vil blive forkastet som
nulhypotese pa grundlag af observatioren

Undertiden er man interesseret i at beregne et konfidemgahfer en parametek, i situa-
tioner hvor den Poissonfordelte stokastiske variabbhr middelveerdcA , hvor ¢ betegner en
kendt konstant. | de tilfeelde beregnes konfidensintervalieniddelveerdiertA efter formlerne
(7.19) og (7.20), og det transformes til et konfidensinteimaA .

Det farste eksempel pa den situation er netop én obsengatekke, hvox. ~~ po(nA) og
(7.19) og (7.20) er graenserne for-lo konfidensintervallet fonA, som transformeres til et
konfidensinterval foA med greenserne

1 1 1 1

S(M)- =~ x.+§uia/2—u1_a/2 X'+Z,u%—a/2 , (7.21)
og i -

1 1 1 1

ﬁ(nA>+ — ﬁ X.+§U%7G/2+U1_a/2 X.+ZU%_G/2 (722)

Eksempel 7.1 (Fortsat)

Ved hjeelp af (7.21) og (7.22) beregnes 95% konfidensintetvalr A, middelveerdien af antal

scorede mal i én kamp til:

7.4

n x(9  x(A) A Al
kamp 1-66 66 175 2.6515 2.2867 3.074
kamp 67-132 | 66 186  2.8182  2.4412  3.253
kamp 133-198 66 212  3.2121  2.8079  3.674

Inferens i flere fordelinger

| dette afsnit giver vi et par eksempler pa statistisk asmlgf modeller, der involverer flere

Poissonfordelinger. Desuden vises det, at der pa grunesaftatet i formel (7.9) er en intim
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forbindelse mellem analyse af sadanne modeller og anabfsmodeller baseret pa multinomi-
alfordelingen.

7.4.1 Poissonmodellen med proportionale parametre

Udgangspunktet for den fglgende diskussion er, at datisebiéstar af observationerng, . . .,
Xx, der kan betragtes som udfald af uafheengige stokastiskabiaii,...,Xs, som alle er
Poissonfordelt men med hver sin parameter, det vil sige;uastcgmodellen er

Mo : Xi ~ po(A), i=1,....k (7.23)

Antag, atm, ..., M erkendtetal, og at vi er interesseret i at teste hypotesen, om at param
trene i modelleMg er proportionale med, ..., mg som proportionalitetsfaktorer, det vil sige
hypotesen

Hoi: Ai = mA, i=1,...,k (7.24)

Den tilsvarende model
M1 : X ~ po(mA), i=1,....k (7.25)

har én fri parametek .
Bemeerk, at man i modelldviy kan undersgge, om, . .., X, kan betragtes som én observa-
tionsraekke frgpo(A )-fordelingen, ved at teste hypotesen svarende tihat --- = m = 1.
Likelihood funktionen undeMg er
k A
L(A1,....A) = [1e M=
< J iDI X!
Lk N k
= e . A —,
i£|1 ! iglxi!
hvorA. = A1+ ---+ Ak. Log likelihood funktionen undekg bliver derfor
k k
[(A1,...,Ak) = —)\.—i—zlx; In(Ai) — 5 In(x!). (7.26)

Da parametrendq, ..., A er variationsuafhaengige, ses det af det farste udtryk ketifiood
funktionen ved hjeelp af Seetning 7.1, at maksimum likelihesiimatet forA; underMg er

A =X, i=1... .k

Log likelihood funktionen fod underHg; fas ved i (7.26) at erstatg medmA. Vi finder
k k k
l(/\>=—_zlf\m +_Zl>qln(m/\>—_z In(xi!) (7.27)
i= i=

= _Am,+x.|n()\)+§1xiln(m)—,z In(x!),
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hvorm = my + - - -+ my. Likelihood ligningen forA bliver derfor

dl m X 0
aA A
som har lgsning = % Det ses, at hvig. > 0 er maksimum likelihood estimatet farunder
M3
X

A= (7.28)

Det forventede antal svarende til observatiorendet vil sige middelveerdien a&; beregnet
under sandsynlighedsmalet svarenda tiler derfor

—mi=xM
g=mA=Xx o (7.29)
Af formlerne (7.26) - (7.29) ses det, alInQ-teststarrelsen fdfgy er
—2InQ(X) = 2[I (A, ..., A) — 1 (A)] (7.30)

Antallet af frihedsgrader i degy?-fordeling, der approksimerer fordelingen aRInQ under
Ho1, er k— 1, idet der erk frie parametre Mg og én fri parameter M1. Hvis de forventede
antal alle er stgrre end eller lig me#, har vi fglgende approksimation af testsandsynligheden

for Hoy :
E(X) =1- sz(k_l)(—Zan(X)). (731)
HypoteserHo: kan ogsé testes ved hjeelpXd-teststarrelsen, som er
K (v —@a)2
x2(x) = 3 M=) (7.32)
i=1 §

Den tilsvarende approksimation af testsandsynligheden er
£°(X) = 1—Fyzp_1)(X3(X)). (7.33)

Fordelingen af maksimum likelihood estimatoren forunderHp; angives som regel pa
falgende made:
mA =X ~ po(mA). (7.34)

Erstattesx medx. i (7.19) og (7.20) fas greenserne for-la konfidensintervallet fomA.
Det kan transformeres til et konfidensinterval fomed graenserne

1 1 1 1
H(m)\)_ = X + éuia/z—ul_a/z X + Zui_a/zl , (7.35)
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0g
1 1 1 1
H(mA).,. — H X.+§U%7G/2+U1_a/2 X.+ZU%_C{/2] . (736)
Hvism, = --- = my = 1 svarer modelleMy til €n observationsraekke fra Poissonfordelingen.

Denne model blev betegnet misty i Afsnit 7.3. | dette tilfeelde er

X

}:E:z
sa de forventede antal er ens, idet
g =X, i=1...k (7.37)
og formel (7.30) kan derfor reduceres til
—2InQ(x) :2[§xiln(x;)—x.ln(i)]. (7.38)

i=1
Yderligere geelder der i denne situation, at

(x—%)? _ (k=1)F

X

= (k—1)t, (7.39)

[y
x

hvort er Fishers dispersionsindeks, som defineret i formel (704 er altsa en sammenhaeng
mellem Fishers dispersionsindetksg X?(x), men det er bemeerkelsesvaerdigt, at mednska-
ster for bade store og smé veerdier, s& forkastetun for store veerdier at?(x). Forklaringen
er, at Fishers dispersionsindeksXger udledt i forskellige modeller og tester forskellige hy-
poteser. FotX? er modellen, at observationerne er uafhaengige og Poigstatifomen ikke
ngdvendigvis identisk fordelt, og i den model testes netolhypotesen, at observationerne
er identisk fordelt. Fishers dispersionsindeks udledesmbe i en model, hvor observationer-
ne er uafhaengige og identisk fordelt, men igvrigt har en cifiperet fordeling. Her betragtes
nulhypotesen, at den feelles fordeling er Poissonfordeting

En illustration af brugen af2InQ-testet til kontrol af modellen, der svarer til €n observa-
tionsraekke fra Poissonfordelingen, bliver givet i fortsdsen af Eksempel 7.2 nedenfor.

Relation til multinomialmodellen

Der er en teet forbindelse mellem test i Poissonmodellensig teultinomialmodellen. For
de to testi (7.30) og (7.32) kan dette forklares ved hjeelpahél (7.9). Betinger vi i modellen
Mg med summen af observationemefar vi ifglge (7.9) den betingede model

Mo: (Xg,..., %) | X =x ~m(x,(mm,...,Tk)), (7.40)
hvor 5 5
(mwwmﬁﬁfww¥)
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DaA-erne varierer frit, er der heller ingen band pa variagioaf sandsynlighedsvektorér,
..., Tk) 1(7.40); med andre ord er den betingede model i (7.40) gruthihen for en multino-
mialfordeling medk kategorier og med antalsparameteHypoteserHp; svarer i denne model

til den simple hypotese

m

m
<m."”’ﬁ)'

HNOJ_Z(T[]_,...,TE()

Af (7.29) ses, at de forventede antal under hypoté$égn modellenMg er preecis de samme
som de forventede antal under hypoteligni modellenMy, og dermed er ogsé&2InQ-testene
(eller X2-testene) identiske.

Selvom beregningerne i de to modeller er identiske er medwed forskellige. Forskellen
mellem modellerne bestar i den made, hvorpa data er inlésal multinomialmodellen har
man pa forhand lagt sig fast pa at betragte observatioeer en given sum, som angives ved
antalsparameteren saedvanligvis betegnetmeten i modellerMg betegnet med.. | Poisson-
modellen derimod har man ikke pa forhand lagt restriktiopd summen af observationerne.

Eksempel 7.2 (Fortsat)

For at undersgge om de fire nordiske landes medaljehgst v@grdpiske lege i Sydney 2000
kan antages at veere ens, nar vi ikke tager hensyn til lasdegfelkningstal, betragter vi mo-
dellen

Mo : Xi ~ po(A), i=1,23,4
X1, X2, X3 0g X4 er stokastiske uafthaengige

og tester i denne hypotesen
Hoi: A1=2A2=A3=As (=),

som er af formen (7.24) mad; = mp, = mg = My = 1. AccepteredHp: reduceres modelleiy
til
My : X ~ po(A), i=1,23,4
X1, Xo, X3 0g X4 er stokastiske uafhaengige.

Ved hjeelp af formel (7.28) bliver maksimum likelihood estitet forA i modellenM;

~ 32
A=—=28
4
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De forventede antal beregnes derefter som angivet i (A28nhder

land m Xi <)

Danmark 1 6 8

Finland 1 8

Norge 1 10 8

Sverige 1 12 8
i alt 4 32 32

og af (7.30) og (7.31) fas
—2InQ(x) = 5.1967
0g
£(X) = 1—Fy2(3(5.1967) = 0.1579
sa hypotesehly; accepteres.
Ved hjeelp af (7.35) og (7.36) finder vi, at 95% konfidensiradiet for A er:

[5.6671,11.2933.

@nsker vi at undersgge om medaljehgsten per indbygger evasheme i de fire nordiske lande
tager vi igen udgangspunkt i modelldfy, men nu tester vi hypotesen

Hél:Ai:mA7 i:17273747

som er af formen (7.24) hvan-erne er befolkningstallene (i millioner) i de fire landet di
sigem; = 5.3, mp = 5.2, Mg = 4.5 ogy = 8.9. Accepteresi;; reduceres modelleMy til

MI 1 X ~ po(mA), i=12234
X1, Xo, X3 0g X4 er stokastiske uafhaengige.

Ved hjeelp af formel (7.28) bliver maksimum likelihood estitet forA i modellenM;

2 32
De forventede antal beregnes derefter som angivet i (7\9)nder - med fire decimalers

ngjagtighed -

land my Xi 6
Danmark 5.3 6 7.0962
Finland 5.2 4 6.9623

Norge 4.5 10 6.0251
Sverige 8.9 12 11.9163

i alt 23.9 32 31.9999
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Formlerne (7.30) og (7.31) medfarer, at

—2InQ(x) = 3.8535
og
£(X) = 1—F,23(3.8535 = 0.2777,

sa hypotesehi};, accepteres.
95% konfidensintervallet fok, som iM; er middelveerdien af medaljer per 1 million ind-

byggere i de fire nordiske lande, er findes ved hjeelp af (7.83Y 36) til:
[0.94851.8907].

Eksemplet viser altsa, at der ikke er signifikant forskalde’ fire nordiske landes medal-
jehast ved de olympiske lege i Sydney 2000 hverken absdkit ehr befolkningsantallene
tages i betragtning. O

Eksempel 7.1 (Fortsat)
For at undersgge om parametrene i de tre Poissonfordeliggeior hver tredjedel af turnerin-
gen - er identiske, benytter vi (7.13) og betragter modellen
Mo : Xi. ~ po(664A;), =123
X1., Xo. 0g X3. er stokastiske uafhaengige.
Hypotesen
Ho1:A1=2A2=A3

er derfor af formen som i (7.24) mexq = 66, i = 1,2, 3. Af beregningerne i skemaet

m Xj. S
kamp 1-66 66 175 191
kamp 67-132 66 186 191
kamp 133-198 66 212 191
i alt 198 573 573
og formlerne (7.28) - (7.31) finder vi, at
~ 573
A=—=2
198 8939

—2InQ(x) = 3.7401
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£ =1-Fyp()(3.740) = 0.1541

Vi accepterer derfor hypotesen, om at parametrene i de tiss®dordelinger er identiske,
hvilket her betyder, at der er ikke signifikant forskel pédiglingen af mal i kampe i de tre dele
af turneringen.

UnderHgp1 er summen af alle observationerne Poissonfordelt, idet

X. ~po(mA),

Dax. =573 ogm = 198 fas ved hjeelp af formlerne (7.35) og (7.36) at 95% kondidens
tarvallet forA - middelveerdien af antal scorede mal i en tilfeeldig kampxeFondi Ligaen
1999-2000 - er

[A_,A,] = [2.66653.1408.

7.4.2 Den multiplikative Poissonmodel

Denne model benyttes i situationer, hvor observationesgwm vist nedenfor - kan opskrives

I enr x stabel svarende til to inddelingskriterier med henholdswg s kategorier. Observa-
tionen svarende til derte kategori ved det fgrste kriterium og dgite kategori ved det andet
kriterium betegnes mes;, i = 1,...,r, j = 1,...,s. Strukturen af data er altsh den samme
som ved en tosidet variansanalyse uden gentagelser, ogetdremgar af det falgende, er der
visse lighedspunkter mellem denne model og den multipligd?oissonmodel. Modellerne er
dog meget forskellige. Den fgrstnaente er en model for kaetie variable, hvor man betrag-
ter en hypotese ormadditiv struktur af middelveerdierne, mens Poissonmodellen er etteimo
for diskrete data, hvor man - som det ses nedenfor - betragtbypotese om emultiplikativ
struktur af middelveerdierne.
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Vi illustrerer teorien ved hjeelp af data i Eksempel 7.3, sorargivet i en 6x< 3 tabel.

1| x11 s X1j s X1s | X1.
| %1 Xij Xis | %
r Xrl c e er c e er

2| X1 Xj Xs | X.

| tabellen betegnes. ogx.; henholdsvis summen af observationerne i dierreekke og den
j’te sgjle, menx.. er summen af alle observationerne, det vil sige

S r r S
Xi. = 3 Xij, Xj= 2 Xij, X.= 3 3 X
= i=1 i=1j=1

Forudseetter vi, at alle observationer er udfald af uafhgengiokastiske variable, kan de
modeller, vi vil betragte, skrives pa falgende made.
Grundmodellen
Mo : Xjj ~~ po(Aij), i=1,....,r, j=1,...s

Denmultiplikativemodel eller modellen foingen vekselvirkning

My :Xj ~~ po(aifj), i=1,...,r, j=1,....s
Modellen medkun raekkevirkning

My :xj ~~ po(aiB), i=1...,r, j=1,...s
Modellen medkun sgjlevirkning

M3 :Xij ~~ po(aBj), i=1,....r, j=1,....s
Modellen forhomogenitet

Mz :xj ~~po(aB), i=1,....r, j=1...,s

De fire sidstnaevnte modeller svarer alle til hypoteser, oanlades de to inddelingskriterier
pavirker fordelingerne i grundmodellen. Modelléh svarer til hypotesetio : Aij = ai;,
ifalge hvilken de to kriterier virkeuafhaengigaf hinanden. Fortolkningen af modellerhe,
M3 og Mz i relation til de to inddelingskriterier er indlysende.
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Parametrisering af modellerne

ModellenM; harr +s— 1 frie parametre, hvilket dog ikke fremgar af opskrivningsf
modellen ovenfor. Der findes adskillige mader at paraseteM, pa. Den made, vi har valgt,
er bekvem for teoretiske overvejelser men adskiller sigira, som programpakker benytter.
Lada., B. og A.. betegne summen af henholdswiserne,3-erne ogh -erne og lad endvidere

(0ff . :&

p=—, i=1...r 0og o , J=1...,s
B.

Idet
A.=35 3 Aj =37y aifj = Saiy Bi=0a.p,
i=1j=1 1

i=1j=1 i= =1
har vi fglgende omskrivning af parameteren unider.
ai Bj

aifj = GBEE =A.pigj.

Dap = (p1,...,pr) 090 = (01,...,0s) er henholdsvis en-dimensional og es-dimensional
sandsynlighedsvektor (komponenterne i de to vektorer gtipe og summer sammenttil 1), ses
det, at antallet af frie parametréfy erd; =1+ (r—1)+(s—1)=r+s—1.

Med denne parametrisering bliver modellemg M, M5 og M3 og deres indbyrdes forhold
som angivet i nedenstaende skema:

Mz 1 Xij ~ po(A..0i/s)

/ N\
My : Xij ~ po(A..pi0j) M3 : Xij ~ po(A../(rs))
N\ /

M3 : Xij ~ po(A..gj/r)
| anvendelser af den multiplikative Poissonmodel er déd ajtgrgsmalet om eventuel virk-
ning af de to inddelingskriterier der har interesse. Desige hypotesen onmgen raekkevirk-
ning
1 1
Hr:p=(—-,...,—
0R:P (r’ : r)

og hypotesen ormgen sgijlevirkning
1 1
Hos:o0=(—,...,—).
0s:0 (s’ ’s)

Som det fremgar af oversigten over modellerne kan beggethgpr testes i to modeller.
Séaledes svarer bade reduktiodn— M, og reduktionem; — M til hypoteserHos om ingen
sgjlevirkning. Sagt pa en anden made kkg testes badeM; og i M3, og hvis hypotesen ikke



7.21

forkastes svarer det til reduktionen til henholddvisog Ms. Vi skal nedenfor se, at uanset om
hypoteserHos om ingen sgjlevirkning testesM; eller i M3, s& er testet det samme.
Tilsvarende bemaerkninger kan ggres om hypotékgrom ingen raekkevirkning.

Estimation

Test for de forskellige modelreduktioner udfgres ved hjatlapproksimative-2InQ-test,
som beskrevet i Afsnit 5.7. For at udfgre disse test skal vhieer model kende maksimum
likelihood estimatet, veerdiehaf log likelihood funktionen beregnet i maksimum likelitbo
estimatet og antalled af frie parametre i modellen. Desuden skal vi beregne deefdede
antale for at kunne afggre om det approksimative test kan benylisse stgrrelser beregnes i
det fglgende for de fem betragtede modeller.

Mo:

Likelihood funktionen er

LA ) = N e ia, Y — (7.41)
i=1j=1 Xij

A r s r s
e nA
i=1j=1

el il
Uil !

Da Ajj-erne er variationsuafthaengige, far vi af det gverste kdted hjeelp af Seetning 7.1, at
maksimum likelihood estimatet fai; er

Aij = Xij,

og af det nederste udtryk ses, at den tilsvarende veerdi dikigldhood funktionen er

A

=X+ 3 3 xIn0)— 3 3 In(?). (7.42)
i=1j=1 i=1j=1

Endelig er antallet af frie parametdg = rs, og de forventede antéyp)ij = Xij.
Mq:
Likelihood funktionen svarende til modellen er

rs . 1
L(A..p,0) = N eI (AP0 — (7.43)
|:1]:1 X|J
r S A
i=1 =1 ' i=1j=1Xj

DaA..,p ogo varierer uafhaengigt af hinanden, finder vi ved at bruge S@fhil pa den farste
faktor og Seetning 6.1 pa de naeste to faktorer, at maksinkatihood estimatet er givet ved

A ~ X. N Xj
A =X, pi:x_,,’ Uj:x_..'
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Veerdien af log likelihood funktionen i maksimumspunktet er

A

l1 = —x.+x.In(x.) + ZX| In( )+ Zx In(—j) il illn(xij!) (7.44)
X." i5s

— x4 ZX. In(x.)+ ZX In(x;) —x.In(x.) — .21,§ ().

Antallet af frie parametre ety =r +s— 1, og de forventede antal er

Xi.Xj .

— (7.45)

(er)ij =

det vil sige, at det forventede antal i dénj)’te celle er produktet af derte raekkesum og den
J'te sgjlesum divideret med totalsummen.

Mo:

Anvendes Saetning 7.1 pa den farste faktor og Seetning &dgmpanden faktor i likelihood
funktionen

r S ) N 1
L(A.p)= N e Ap /9
Ij-
1 r S 1
A |‘|p. SN
findes maksimum likelihood estimatet undéy til
5\..:X.., p,:—

Den maksimale veerdi af log likelihood funktionen undierer

A

lo = —x. +x.In(x.) + Zx| In( )+x In(i) ili In(xi;!) (7.46)
i=1j

=X+ 3xIn(6) =X ()= 3 Iyt

i=1 i=1lj=

Antallet af frie parametre at, = r, og de forventede antal bliver
(€2)ij = 7 (7.47)

de forventede antal i ddtte raekke er altsa alle lig med det gennemsnitlige antaéolagioner
I deni’te raekke.

M3:

For denne model findes i analogi mked, at
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3= —x.+ jilx.j In(x.j) —x.In(r) — iiljiln(xij D, (7.48)
d; = sog de forventede antal i dgrte sgjle er alle lig med gennemsnittet af observationerne i
denj’te sgjle, det vil sige
(&) = (7.49)
Mj:
Anvendes Seetning 7.1 pa den farste faktor i likelihood fiamien

r

L) = 1 e D0 /)0

i=1j=1 Xij !
B 1 1 r s 1
—e )\AX(F)X<§)X M
i=1j=1Xj
ses, at
A =X,
og r s
[3=—x.4+x.In(x.) =x.In(r) =x.In(s) = 5 ¥ In(x;!), (7.50)
i=1j=1
Endvidere edz = 1 og
X..
()i = E; (7.51)

med andre ord er det forventede antal i alle celler lig meahgprsnittet af alle observationer.

Test af hypoteser
Afformlerne (5.40), (7.42) og (7.44) fas, at hypotesenmuitiplikativvirkning (elleringen
vekselvirkningaf de to inddelingskriterier

Ho1: Aij = A..pigj, i=1,....r, j=1....5 (7.52)
testes ved hjeelp af stgrrelsen

—2InQ(x) = 2[lg — 1] (7.53)

0
2[% i Xij In(xj ) —_i X In(x;.) — i XjIn(x)+x.In(x.)],
=1j=1 i=1 ji=1

i
som skal vurderes i egp?-fordeling meddg — d; = (r — 1)(s— 1) frihedsgrader. Hvis de forven-
tede antaegi (7.45) er starre end eller lig med 5 kan testsandsynlighégeegnes som

£(X> =1- FXZ((rfl)(Sfl))(_Z |nQ(X)> (7.54)

Hypotesen oningen sgjlevirkningan specificeres ved

1 1
Hys:0=(01,....0i.....05) = (—.,--+, =
0S <1’ g b ) 3) (S, 'S

1
,...,g)_
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I modellenMy svarer hypoteseHgs til reduktionen tilM2 og testes ved at betragte stgrrelsen
—2InQ(x) = 2[iy — 3] (7.55)

— 2[5 xjIn(x;) —x.In()].
=1 S

Ved sammenligning med (7.38) ses,&2InQ(x) er identisk med teststgrrelsen for hypotesen
om identitet af parametrene for dsgjlesummekK 1, ..., Xs. Testsandsynligheden for hypote-
sen om ingen s@jlevirkning - svarende til reduktioidn— M, - kan derfor beregnes som

£(X) = 1 Fyzi6_1)(—2InQ(X)), (7.56)

hvis det feelles forventede antal for sgjlesummetne er starre end eller lig med 5.
Hypotesen oningen raekkevirkningr

1
T

Hor:P = (P1,--,Pi,- -, Pr) = (%,"' ,%,"',
I modellenMa svarer hypotesen til reduktionen kil; og testes i denne model ved at betragte
—2InQ(x) = 2[i — 3] (7.57)
= Z[élxi. In(x.) —X. In(?)].

Af (7.38) ses, at denne teststarrelse er identisk med ¢esttgen for identitet af parametrene
for der reekkesummer. Hvis det feelles forventede antal for reekkesermex../r er stgrre end
eller lig med 5, beregnes testsandsynligheden som

E(X) = l—FXZ(rfl)<—2|nQ(X)). (758)

Vi har nu vist, hvordan man kan foretage reduktioner i maaeéMg via "ruten” Mg — M1 —
M2 — Ms. Af formlerne (7.42), (7.44), (7.46), (7.48) og (7.50) ovensges, at vi har fglgende
identiteter:

-] = 2513 d—d = dj—ds
S
= 2[5 xjIn(x;) —x.In(X)], — s-1,
j=1 S
2li—T35] = 2[ip—13] d—dj = dp—ds
r X.
= 2[_zlxi.ln(xi.)—x..ln(7)], = r—1
1=

Heraf ses, at testet for hypotesen om ingen sgjlevirknigivet ved formlerne (7.55) og (7.56),
uanset hvilken af ruternblp — M1 — My — M3 eller Mg — My — M5 — Mg, vi betragter.
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Med andre ord; har vi accepteret modellen om multiplikatirknving, pavirker en eventuel
reekkevirkning ikke testet for ingen sgjlevirkning - testetlet samme selvom det udferes i de
to forskellige modelleM; og M.

En lignende bemaerkning geelder naturligvis for testet ablsgen om ingen raekkevirkning.

Fordelingsresultater og relation til multinomialmodellen

Ved hjeelp af formel (7.8) kan det vises, ladmponenterne jXi den stokastiske vektor

bestaende af reekkesummede % (X1.,...,Xi.,..., %) er stokastisk uafhaengige samt at
Xi. ~ po(A..0i), i=1....r (7.59)
Tilsvarende ekomponenterne Xi vektoren af sgjlesummet.X= (X1,...,Xj,...,Xs) stoka-

stisk uafhaengige og
Xj~ po(A.0oj), ji=1,...,s (7.60)

De to vektoreXX. og X.. er imidlertidikke stokastisk uafhaengige, idet summen af kompo-
nenterne i begge tilfeelde &t.. Betinger vi i modellerMy med summen af alle observationerne
x.. far vi ifalge (7.9) den betingede model
m

Mo : {Xij} | X. = x. ~m(x.,( S

)). (7.61)

Da-erne varierer frit, er der ingen band pa sandsynlighedisoen i multinomialfordelingen
og modellenM svarer til grundmodellen baseret pa multinomialfordgdin med antalspara-
meterx. for etr x sskema. HypoteseHp; svarer i denne model til hypotesen

Aij

%g;—:gq, i=1..r j=1,...5 (7.62)

det vil sige til hypotesen om uafhaengighed af inddelingskigr. Det ses af formlerne (6.23),
(6.24), (7.53) og (7.54), at testene #6851 og Ho1 er identiske, selvom det drejer sig om test af
forskellige hypoteser i forskellige modeller. Vi har altsérmed set endnu et eksempel pa, at
man ved at betinge med summen af alle observationer i en rhadetet pa Poissonfordelingen
"kommer tilbage” til en velkendt multinomialfordelingsrdel.

Nar man i en konkret situation skal afggre, om man skal kefdaissonmodellen eller mul-
tinomialfordelingsmodellen, skal man benytte sig af infation om, hvorledes observationerne
i r x sskemaet er indsamlet. Som tidligere naevnt skal multinamodkllen benyttes, hvis man
pa forhand har lagt sig fast pa at betragte, hvorledegivett antal objekter klassificeres ef-
ter de to inddelingskriterier; Poissonmodellen benyttesndod, hvis antallet af objekter, der
klassificeres, ikke er kendt pa forhand.

Da analysen af data forlgber pa samme made i de to modeildet ikke vigtigt at erkende
hvilken af de to modeller, man har for sa vidt strukturenatdangar. Forskellen mellem de to
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modeller ligger kun i, at i Poissonmodellen er der inforroaiidet totale antal observationer
om intensiteten af det feenomen man observerer, mens diet &otialn i multinomialmodellen
ikke indeholder information.

Af formel (6.26) ses, at vektorerne af reekkesummer &g sgjlesummeKX er betinget
uafhaengige givetiotalsummenX.., det vil sige, atXX. og X.. er uafhaengige i debetingede
fordeling givetX. = x...

Som afslutning pa omtalen af teorien for den multiplikatRoissonmodel understreger vi,
at det af formlerne (7.31), (7.38), (7.57) og (7.58) sesgstet for ingen raekkevirkning i denne
model er aekvivalent med testet for identitet af parametidP@ssonmodellen for de raek-
kesummer, se formel (7.59).

Eksempel 7.3 (Fortsat)
Suppleres tabellen side 7.3 med reekke- og sgjlesummer stism far vi:

land | guld sglv bronze ialt
USA| 39 25 33 | 97
RUS | 32 28 28 | 88
CHN| 28 16 15 | 59
AUS | 16 25 17 | 58
GER| 14 17 26 | 57
FRA | 13 14 11 | 38
ialt | 142 125 130 | 397

| denne situation forekommer det rimeligt at betragte en ehéar 6 x 3 skemaet baseret pa
Poissonfordelingen. (At multinomialmodellen ikke forekmer at veere korrekt for disse data
skyldes, at hverken reekkesummer, sgjlesummer eller tmtaen er kendt pa forhand)

Som grundmodel betragter vi altsa modelMgnmedr = 6 ogs = 3. De forventede antal i
den multiplikative modeM; findes ved hjeelp af (7.45) og ovenstaende skema til:

land guld sglv bronze| ialt

USA | 34.695 30.542 31.763 97.000
RUS | 31.476 27.708 28.816 88.000
CHN | 21.103 18.577 19.320 59.000
AUS | 20.746 18.262 18.992 58.000
GER | 20.388 17.947 18.665 57.000
FRA | 13.592 11.965 12.443 38.000
ialt | 142.000 125.000 130.000397.000

Da de forventede antal alle er stgrre end eller lig med 5 kduktgonen til den multiplikative
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model testes ved hjeelp af formlerne (7.53) og (7.54). Vi finde

—2InQ(x) = 14.1514

0g
€(X) = 1—Fy2(10 (141514 = 0.1662
HypoteserHp; accepteres altsa og dermed reduktionen til den multiflikanodelM;.

Som naevnt ovenfor kan hypotesen om ingen sgjlevirkningnsades ved at teste om para-
metrene for sgjlesummerne er identiske. Ingen sgjlevickbetyder i dette tilfeelde, at medal-
jernes karat ingen indflydelse har pa antallet af medddjardet forventede antal observationer
i den j'te sgjle under hypotesen om ingen sgjlevirkning.efs - herx. /3 - er de observerede
og forventede antal fglgende:

sgjlesummer guld sglv bronze I alt
observeret 142 125 130 397
forventet 132.333 132.333 132.333 396.999

Af (7.55) og (7.56) fas, at
—2InQ(x) = 1.145Q

0g
€(X) = 1—Fy2((1.1450 = 0.5641,
og hypotesen om ingen sgjlevirkning accepteres. Fordatirad medaljer kan altsa antages at
veere uafhaengig af medaljernes karat.
For at vurdere om fordelingen af medaljer er den samme foells lende betragtes raek-
kesummerne, og det undersgges, om parametrene i fordelenfpe reekkesummerne er iden-
tiske. Vi finder - med tre decimalers ngjagtighed:

reekkesummer | USA RUS CHN AUS GER FRA| i alt
observeret 97 88 59 58 57 38 397
forventet 66.167 66.167 66.167 66.167 66.167 66.18P7.002

Ved hjeelp af (7.57) og (7.58) finder vi, at
—2InQ(x) = 36.4380Q

09
8()() =1- FX2(5) (364380) ~ 0,

og hypotesen om ingen raekkevirkning forkastes. Antallenaflaljer afhaenger ikke overra-
skende af landene.
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Slutmodellen for disse data er saledes
My : %j ~~ po(aif) = po(A.pi/s), i=1,....6 j=123.
| denne model geelder, at sgjlesummerne er uafhaengige og
Xj. ~~ po(A.p;), 1=1,...,6.

Estimaterne eA.. = x. ogpi =X%./x.,i=1,...,6, detvil sige

2 R 97 R 88 R 59
A 58 R 57 R 38
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Anneks til Kapitel 7

Beregninger i Excel

Excelhar ikke specielle dialogbokse der udfgrer beregningemnddeller for Poissonfordelte
data, der er omtalt i dette kapitel. Beregningerne udfgogdet som vist nedenfor.

Eksempel 7.1 (Fortsat)
Regnearket nedenfor viser beregningen af Fishers digparsieks samt testet for goodness of
fit til kontrol af modellenMg for fordelingen af malene i kampene 1-66.

A B c D | E F G H
1 | antal mal | kamp 1-66 antal mal”*2 S: 175
2 0 3 0 SK: 599
3 1 12 1 middelvesrdi: 2,6515
4 2 18 4 varians: 2,0767
5 3 13 9 t: 0,7832
6 4 15 16 greenser: 0,6862 1,3720
7 5 2 25
8 6 3 36
9 7 0 49
10 8 0 64
11 9 0 81
12 10 0 100
13
14
15| antal mal | kamp 1-66 |forventet grupperet: |observeret forventet |In(x/e)
16 0 3 4,6559 0-1 15 17,0012| -0,125232
17 1 12 12,3452 2 18 16,3668| 0,095117
18 2 18 16,3668 3 13 14,4656| -0,106824
19 3 13 14,4656 4 15 9,5889| 0,447440
20 4 15 9,5889 >4 5 8,5775| -0,539703
21 5 2 5,0850 ialt 66 66,0000
22 6 3 2,2472
23 7 0 0,8512 _2InQ: 4,9160
24 8 0 0,2821 testss: 0,1781
25 9 0 0,0831
26 10 0 0,0220
27 |i alt 66 65,9932

Farst beregningen af Fishers dispersionsindeks pa ssd®ta pa tabelform er i cellerne

A2:B12 og for sadanne data beregnes sumi@eg kavdratsumme8K som

S=Yjaj og SK=3 i%a;.
] ]

Veerdiernej? er beregnet i cellerne2:D12. Vaerdien D2 beregnes som

A2 x A2
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og analoge formler oprettes i cellerbg:D12. Summen iG1 og kvadratsummend2 beregnes
ved hjeelp af funktioneBUMPRODUKT som

= SUMPRODUKT(A2: A12;B2:B12) (=Y ja;)
J

0g
= SUMPRODUKT(B2 : B12;D2:D12) (= j%ay).
]

Da antallet af observationer ar= 66 beregnes empirisk middelvaesdiog varianss® i G3 og
G4 som

G1/66 (=S/n)
0g

= (62— G1%G1/66)/65 (= nT11<SK_ %2))

og veerdien af Fishers dispersionsindek&5 som

&
<)

Graenserne for acceptomradésiog G7 beregnes i ely?(65) /65-fordeling som henholdsvis

G4/G3 (=

— CHIINV(1—0,025;65)/65 (X3 05(65)/65)

0g
— CHIINV(1—0,975;65)/65 (X4975(65)/65).

CellerneA15:H27 vedrgrer testet for goodness of fit, side 7.9. | cellgrt: B26 ser viigen
data pa tabelform, mens cellerti&s : C26 indeholder de forventede antal. Disse er beregnet ved
i C16 at beregne

= POISSON(A16;$G$3; FALSK) «66 (n-po(0;x.))

for derefter at oprette analoge formleg17: C26.

CellerneE15:G20 indeholder den grupperede version af data og de forveniudier, der
opfylder at de forventede antal er starre end eller lig méddholdet afF16 ogG16 er beregnet
som henholdsvis

=B16+B17 (=ap+ay)

0g
=C16+C17 (=ey+ey).
Herefter kopieres indholdet af cellerBes : C20 til cellerneF17:G19. Endelig beregnes veerdien

i F20 som
10

—SUM(B21:B26) (= § aj)
]; j
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0g veerdien G20 som
4

=66 —SUM(G16:G19) (=n— Zoej).
i=
Vi mangler nu kun at beregne2 InQ-teststgrrelsen for testet for goodness of fit og den tilsva-
rende testsandsynlighed. Hertil beregnes veerdiigs som

ap-1

= LN(F16/G16) (=In(g =

)

og analoge formler oprettes i cellergn7 : H20. Herefter beregnes veaerdieA13 som

a>s5
= 2% SUMPRODUKT(F16 : F20;H16 : H20) (= 2[ap_ 1In +Zzajln +a>5ln(e> )
>5

og testsandsynlighede@24 som

= CHIFORDELING(F23;3) (=1-Fy25_1_1)(—2InQ)).

Eksempel 7.2 (Fortsat)
Vi viser her, hvorledes beregningerne i Poissonmodelleth pneportionale parametre for data
pa side 7.16 kan udfgres. Resultatet er vist nedenfor.

A B C D E F
1 Jland antal medaljer |antal indbyggere |forventet |observeret-forventet|In(x/e)
2 |Danmark 6 53 7,0962 -1,0962| -0,16780
3 |Finland 4 52 6,9623 -2,9623| -0,55422
4 INorge 10 4,5 6,0251 3,9749| 0,50665
5 |Sverige 12 8,9 11,9163 0,0837| 0,00700
6 |ialt 32 23,9/ 32,0000 0,0000
7
8 |_2InQ: 3,8535
9 [testss: 0,2777

CellerneB2:B5 indeholder de observerede antal medakgmg cellernec2:C5 indbygge-
rantallenem, i millioner. Farst beregnes summerrgsiog C6. Derefter beregnes de forventede
antal,g, i D2:D5. Farst beregnes veerdiend som

= $BP6xC2/$CPH6 (= x.%)

og analoge formler oprette®8:D5. Herefter beregnes veerdieRd som

X1

=LN(B2/02) (=In())
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og analoge formler oprette§8:F5. Endelig beregnes 2InQ-teststgrrelsenB8 som
KX
= 2 SUMPRODUKT(B2 : B5;F2:F5) (=2 lei In(a))
i=

og testsandsynlighede®$ som

= CHIFORDELING(B8;3) (=1—Fy241)(—2InQ)).

Eksempel 7.3 (Fortsat)

Som naevnt ovenfor er beregningerne i testet for den mdéplie Poissonmodel identiske med
beregningerne i testet for uafhaengighed mellem inddetitgsier i en multinomialmodel. Be-
regningerne Excelkan derfor udfgres som vist i Eksempel 6.3 pa side 6.29. O
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Hovedpunkter til Kapitel 7

En observationsraekke

Modet

Observationerng, ..., x, betragtes som udfald af uafhaengige stokastiske varible. , X,
som alle er Poissonfordelte med paramatedet vil sige

Mo : Xi ~ po(A), i=1,...,n

Estimat:
Maksimum likelihood estimatet for A er

_ 1
A=X==X==YX.
X =% 3 X
Fordelingen af maksimum likelihood estimatoren angives ve
M =X ~ po(nA).

Modelkontrol:
Hvis stikprevestgrrelsemer tilstraekkelig stor, kaMg kontrolleres ved ex?-test for goodness
of fit, som beskrevet i Afsnit 6.5.

En alternativ kontrol af modelleNg baserer sig p&ishers dispersionsindeksom er for-
holdet

t::
X

mellem den empiriske variarsd og den empiriske middelveergi Beregningen af den empiri-
ske middelveerdi og varians afhaenger af, om alle de enkesteraedtioner er til radighed eller
om observationerne er givet pa tabelform. Med indlyseredednelser har vi

n
S:.zxi =y Jaj,
i=1 ]
n
SK= 5 X =75 %,
i=1 J
og
_ 1 1 £
X=25 og sz_m(SK— =)

ModellenMg accepteresed et test pa niveam, hvis

Xap(n=1)/(N-1) <t <X} ;5(n—1)/(n-1),
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Testet er baseret pa en approksimation, som kan anvenashd5 eller x > 5.
Konfidensintervaller:
Middelveerdien i en Poissonfordelt stokastisk variabel:
Et approksimativt - a konfidensinterval for parameterénbaseret pa én observatiarfra
po(A) fordelingen er af formen

Cia(X) = [A-,A4],

hvor

1, 1
A =X+3Ul g/ —Uia)2 x-|—£—1u§_or/2

09

1, 1,
)\+:x+§u1_a/2+u1,a/2 X+Zulfor/2'

| formlerne betegneu;_,/» (1 — a/2)-fraktilen i u-fordelingen. Hvisa = 0.05 er fraktilen
Ug.g75 = 1.960

Middelveerdien En observationsraekke fra Poissonfordelingen:

Her er summen. ~~ po(nA) og 1— a konfidensintervallet foA har greenserne

1 1, 1,
)\,:ﬁ x.+§ulfa/2—u1_a/2 X'+Zrulfa/2

1[0 1, 1,
n X.+§U1_a/2—|—ulfa/2 X'+Zulfa/2 .

09
A+:—

Flere fordelinger

Poissonmodellen med proportionale parametre:

Datasaettex bestar af observationerng, ..., x, der kan betragtes som udfald af uafhaengige
stokastiske variably, ..., Xy, som alle er Poissonfordelt men med hver sin parameter, det vi
sige, at grundmodellen er

Mo : X ~ po(Aj), i=1,....k

Vi er interesseret i at teste hypotesen, om at parametremeéilenMg er proportionale med
de kendte tainy, ..., mg som proportionalitetsfaktorer, det vil sige hypotesen

Ho1: Ai = miA, i=1,....k
Accepteres hypotesen reducekstil modellen

My : X ~ po(mA), i=1,....k
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Bemaerk, at man i modellekly kan undersgge, omy, ..., Xk kan betragtes som én observa-
tionsraekke frgpo(A )-fordelingen, ved at teste hypotesen svarende tikat --- = mg = 1.
Maksimum likelihood estimatet fox underMq er

N X.
A==
m.

Y

hvorx. =x1+---+Xx0gm =m +---+ M. Det forventede antalVl; svarende til observationen
X er

|3

6 =mA=Xx

3

0og —2InQ-teststarrelsen fdfp; er
K X
—2INQ(X) =23 xIn(—=).
i=1 €

Hvis de forventede antal alle er stgrre end eller lig med 5geelder der faglgende approksima-
tion af testsandsynligheden fblp; :

EX)=1-— FXz(k_l)(—Zan(x)).

Fordelingen af maksimum likelihood estimatorenAaunderHg; angives som regel pa falgende
made:

mA =X ~ po(mA).
Konfidensintervaller for parameteren i Poissonmodelled ip@portionale parametre:

Erstattesx medx. i (7.19) og (7.20) fas greenserne for-la konfidensintervallet fomA.
Det transformeres til et konfidensinterval formed graenserne

)\_ = H X.+§Ulia/2—U1_a/2 X.+Zu1_a/2
09
1 1, 1,
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Den multiplikative Poissonmodel:

Observationerne kan - som vist side 7.19 - opskrivesri es tabel svarende til to inddelings-
kriterier med henholdsvis og s kategorier. Observationen svarende til diée kategori ved
det farste kriterium og defite kategori ved det andet kriterium betegnes mgdi = 1,...r,

j =1,...,s. Endvidere betegnex. og x.j henholdsvis summen af observationerne i den
reekke og den'te sgjle, menx. er summen af alle observationerne, det vil sige

s r r s
Xj. = Z Xij 5 Xj= izlxij, X. = izljzlxu .

Idet observationerne antages at veere udfald af uafheerglgestiske variable, betragtes falgende
modeller:
Grundmodellen

Mo : Xij ~~ po(Aij), i=1,...,r, j=1...s

Denmultiplikativemodel eller modellen foingen vekselvirkning

M1 :Xj ~~ po(aiBj), i=1,....,r, j=1,...s
Modellen forkun raekkevirkning

My :xj ~~ po(aiB), i=1...,r, j=1,...s
Modellen forkun sgjlevirkning

M3 :xij ~~ po(aB), i=1,....r, j=1,....s
Modellen forhomogenitet

Mz :xj ~~po(aB), i=1,....r, j=1...,s

Benyttes omskrivning af parameteren unhfgr
ai B
a. B

kan modellerné;, Mz, M5 og M3 og deres indbyrdes forhold angives pa falgende méade: :

aiB,— :a.B. :A..piaj.

Mz 1 Xij ~ po(A..0i/s)

/! N\
Mz : Xij ~ po(A..pioj) M3 : Xij ~ po(A../(rs))
N\ /

M3 : Xij ~ po(A..gj/r)
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Hypotesen ormultiplikativvirkning (eller ingen vekselvirkning) af de to inddelinggkri-
er,
Ho1: Aij = A.pigj, i=1....r, j=1,...,5

svarer til reduktionen frd/g til M1 og testes ved hjeelp af starrelsen
r s r S
—2InQ(x) = 2[_zl_zlxij In(xij) —_zlxi. In(x.) — _zlx.j In(x.j) +X.In(x.)],
i=1j= = =

Hvis de forventede antal undist;
(el) _ Xi.X
Wy

alle er starre end eller lig med 5 kan testsandsynligheden beregnes som

€(X) = 1—Fy2(r_1)(s-1))(—2INQ(X)).

Hypotesen oningen sgjlevirkning,

1
=),

1
HOSZO':(01,...,0j,...,03):(_,..., S

1
s s
svarer i modellemM; til reduktionen tilM, og testes her ved hjeelp af stagrrelsen
s X.
—2InQ(x) =2[ 5 x;jIn(x;) —x..In(E)].
=1
Testsandsynligheden beregnes som

£(x)=1- sz(s—l)(_ZInQO()),

forudsat, akx/s> 5.
Hypotesen oningen reekkevirkning,

)7

svarer i modellem til reduktionen tilM; og testes her ved at betragte

1 1 1
Hore:p:(pl,...,pi,...,pr):(F,...,P...,F

;
—2InQ(X) = 2[ ¥ x.In(x.) —x. |n($)].
i=1
Hvis x../r > 5, beregnes testsandsynligheden som

g(x) = 1—Fyz;_y)(~2InQ(X)).

I modellenM; svarer hypotesen omgen reekkevirkningl reduktionen tilM3 og testes i denne
model ved at betragte starrelsen

—2InQ(x) = 2[ 3 %.In(x.) — . in(’)].

i=1
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Hvis x../r > 5, beregnes testsandsynligheden som
€(X) =1—Fy2;_1)(—2InQ(x)).

| modellenM; svarer hypotesen oingen sgjlevirkningil reduktionen tilM3. Hvis x../s>5
benyttes teststarrelsen

S
—2INQ(X) = 2[ 5 x,In(x;) —x. In(X—S")],
=1
og den tilsvarende testsandsynlighed bliver

£(X) =1—Fy2s_1)(—2INQ(X)).
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Opgaver til Kapitel 7

Opgave 7.1 Antag, atXy,..., X, er uafhaengige og identisk Poissonfordelte med parameter
Xj~po(A), j=1,...,n. 1 Opgave 5.2 viste vi, at log likelihood funktionen farer

n
[(A)=—nA+xInA = Inx!
o

samt at maksimum likelihood estimatet forer x.

a) Vis, at—2InQ-teststgrrelsen for den simple hypotese
Ho : A= )\0,
hvor Ag er en kendt veerdi er

~2InQ(x) = 2 x.In(A%)Jrn)\o—n)Z ~~ X2(1).

b) Vis, at dette ogsa er2InQ-teststagrrelsen for hypoteseéty : A = Ag i modellenX ~
po(nA).

c) Test hypoteseA =5 hvisx. =7,n=1 og hvisx. =70,n= 10.

Opgave 7.2 En cykelrytter har i lgbet af sin karriere pa 10 ar 13 styrgns en anden i lgbet af
en karriere pa 5 ar er udsat for 11 styrt.

a) Vis, idet antallet af styrt antages at veere Poissonfgratetler ikke er signifikant forskel
pa antallet af styrt per ar som de to ryttere har veeret fdsat

b) Angiv et estimat og 95% konfidensintervallet for antadiestyrt per ar.
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Opgave 7.3 Faxe Kondi Divisionen 1999-2000 omfattede 16 hold, der m@tlh gange i tur-
neringen, i alt 240 kampe. Nedenfor ses pa tabelform fargeh af mal i de 240 kampe.

Faxe Kondi Divisionen 1999-2000

antal mal antal kampe
11
25
48
53
53
23
15

3

6

3
i alt 240

© oo~NOO kA, WN-~ O

a) Vis dels ved hjeelp af Fishers dispersionsindeks og delhjzelp af et test for goodness
of fit, at antallet af mal i de 240 kampe kan betragtes somoéssBnfordelt observations-
reekke.

b) Undersgg ved hjeelp af tallene her for Faxe Kondi Divisioog tallene for Faxe Kondi
Ligaen pa side 7.18 om der er forskel pa antal scorede exdamp i de to reekker.

Opgave 7.41 et bachelorprojekt fra Institut for Idraet, Kgbenhavns \émsitet, med titlerFy-
siske krav i elitefodbold for ungdomsspillaradersgger Berg og Blaesild (2000) blandt andet
lgbemgnstre hos spillerne. Man skelner mellawintensive aktivitetersom omfattesta stille,
g4, jog, letlab ogbagleendgb, oghgjintensive aktivitetesom omfattehalvhurtigtlab, hurtigt
lob ogsprint En bestemt spiller videofilmes i en hel kamp og det opteelles mange gange i
labet af kampen en spiller har veeret i hver af de otte kategaréevnt ovenfor.

De farste tal nedenfor vedrgrer en sammenligning af eresfith Faxe Kondi Ligaensg-
nior) og en spiller fra Ynglinge Ligaery(igling).

lavintensitet

niveau
sta ga jog let baglens

hgjintensitet
halvhurtigt hurtigt sprint

senior 143 339 302 250 35 140 66 23
yngling 145 370 342 242 39 105 34 7

Antag, at de observerede tal er Poissonfordelte.

a) llluster de observerede antal for savel lavintensiet bagjintensitet aktiviteter ved hjeelp
af figurer lavet iIExcel

b) Vis for savel lavintensitet som hgjintensitet aktitéteat data kan beskrives ved en multi-
plikativ Poissonmodel.
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c) Undersgg for savel lavintensitet som hgjintensitevikter om der er forskel pa senioren
og ynglingen.

De nedenstaende tal vedragrer en sammenligning af lgbéradosynglinge spillere med
forskellige positioner pa banen.

placering lavintensitet hejintensitet

| sta ga jog let bagleens [halvhurtigt hurtigt sprint |
forsvar 182 413 330 216 77 90 24 5
midtbane 124 373 372 287 70 121 38 8
angreb 128 323 314 222 32 104 41 9

Antag igen, at de observerede tal er Poissonfordelte.

d) llluster de observerede antal for savel lavintensitet Sgjintensitet aktiviteter ved hjaelp
af figurer lavet iIExcel

e) Vis, at hgjintensitet aktiviteterne kan beskrives vedrerdtiplikativ Poissonmodel mens
dette ikke er tilfeeldet for lavintensitet aktiviteterne.

f) Undersgag, om spillerenes hgjintensitet aktiviteteeafiger af positionen pa banen.

De fglgende tre opgaver har ikke noget med idreet at ggre nohwner andre interessante
anvendelser af Poissonfordelingen.

Opgave 7.5Data i denne opgave vedrgrer bombning af den sydlige delraddwounder Anden
Verdenskrig. Omradet er opdelt i 576 delomrader hveft/gan?, og for hvert delomrade er det
registreret, hvor mange bomber der faldt i det pageeldendéde. Registreringerne er gengivet
i Tabel 7.1. nedenfor.

a) Vis ved at betragte Fishers dispersionsindeks, at deaktages, at de 576 observationer
kan betragtes som en Poissonfordelt observationsraekke.

b) Angiv et estimat for antallet af bomber, der faldt i et detédde, samt et 95% konfidens-
interval for dette antal.

c) Angiv et estimat for sandsynligheden for, at der ingen beraldt i et delomrade, samt
et 95% konfidensinterval for denne sandsynlighed.

Opgave 7.6 Data i denne opgave bestar af registreringer af "storedskeelv i en periode pa
75 ar fra 1903 til og med 1977. Et jordskaelv betegnes somt”stwis dets starrelse pa Richter
skalaen er mindst 7.5 eller hvis mere end 1000 menneskerl@rmamet ved jordskeelvet. Tabel
7.2 nedenfor viser pa tabelform det arlige antal jordskasi de 75 ar.
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229
211
93
35

1
576
537

1059

0w S| N o o~ WODN P O|—
\l

)]
A

Tabel 7.1Pa tabelform er angivet antallet af bomber, der faldt i d&@ @lomrader pa hvert 1/4
km? i det sydlige London under Anden Verdenskrig. Endviderengalaobservationem, sumS
og kvadratsunJ SSangivet.

31
28
14

75
63
109

" S| WODN PFP O|—

wn
~

Tabel 7.2Pa tabelform er angivet det arlige antal “store* jordskéet de 75 ar fra 1903 til og
med 1977. Endvidere er antal observatiomesumS og kvadratsun SSangivet.
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a) Vis ved at betragte Fishers dispersionsindeks, at deaktages, at de 75 observationer
kan betragtes som en Poissonfordelt observationsraekke.

b) Angiv et estimat for det arlige antal "store” jordskaeldén betragtede periode samt et
95% konfidensinterval for dette antal.

Antag, at der i de kommende 25 ar vil indtreeffe 23 "storetigkeelv.

c) Undersgg om det kan antages, at det arlige antal "stordskeelv er det samme for de
naeste 25 ar som for perioden fra 1903 til og med 1977.

Opgave 7.7 Pa en starre arbejdsplads har man over en periode pa 5agisireret antallet af
tilskadekomster opdelt efter faggruppe og tid pa dagen.

a) Undersgg, hvorledes ulykkesantallet afheenger af fpggrog tid pa dagen.

b) Pa virksomheden var der i den pageeldende periode atkafagleerte, 988 ufagleerte og
539 leerlinge. Er der samme ulykkeshyppighed i de tre faggetip

Faggruppe
Tid Fagleerte| Ufagleerte | Leerlinge
Far frokost 203 90 90
Efter frokost| 250 98 93

Tabel 7.3Arbejdsulykker inddelt efter faggruppe og tid pa dagen.
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8 Ikke-parametriske test 8.1

8 Ikke-parametriske test

Som det fremgar af Kapitel 4 - Kapitel 7 er den statistiskeriens i denne bog parametrisk,
idet den er baseret pa parametriserede klasser af fogeeliddgangspunket er at datapfattes
som udfald af en stokastik vekt¥r, Kvis fordelingsfunktion antages at tilhgre en pararsetet
klasse af fordelingsfunktione# = {F, : @ € Q}. Her er parameterew valgt, saledes at den
er relevant for den saglige sammenhaeng, der ligger til gfondet eksperiment, hvis resultat
var dataxx

Undertiden kritiseres parametrisk inferens for at veerddtsom overfor afvigelser for den
valgte fordelingsklasse, eksempelvis haevdes det nu og destaudledt i en statistisk model
baseret pa normalfordelingen er for falsomme over forggfiger fra antagelsen om normalitet.
Argumentet er ofte at den empiriske variasdspavirkes meget af ekstreme veerdier. Hvis for
eksempel nogle fa af observationerne har meget ekstremukeragokser den empiriske varians
%, og das eller & optreeder i neevneren i henholdstisog F-test bliver disse teststarrelser
tilsvarende sma, hvilket igen betyder, at signifikanteégefiser fra de betragtede hypoteser ikke
afslgres.

| modseetning til en del andre bager i elementeer statistilkinadtenne bog beskaeftiget os
en del med det punkt i en statistisk analyse der hedder maodetd og som netop vedrarer
spgrgsmalet om data kan beskrives ved hjeelp af modelleasne#riserede fordelingsklasse.
Rimeligheden af fordelingsklassen er i alle eksemplerdilewirderet ved hjeelp af grafiske
eller numeriske test baseret pa de oprindelige obsenatigller pa residualer i modellen. Hvis
denne kontrol af modellen falder negativt ud skal man ngvid ikke drage inferens i den
betragtede model, da konklusioner baseret pa en forkettehsjeeldent er rigtige. Hvis man
ved modelkontrollen far det indtryk, at en eller flere obagioner er ekstreme i forhold til de
avrige er det naturligt at kontakte personen, der har udfaperimentet, for at fa en forklaring.
Hvis det viser sig, at de ekstreme observationer skyldesedadorsggsbetingelser kan man
udelade disse observationer fra beregningerne. Hvis fagemederimod bekreefter gyldigheden
af de ekstreme observationer ma modellen forkastes og epstifles.

Hvis det viser sig helt umuligt af finde en parametriseretiétingsklasse, der giver en ri-
melig beskrivelse af data, kan man ty til ikke-parametritiistik, som er baseret pa min-
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dre specifikke antagelser vedrgrende observationerndslifty. Det haevdes undertiden, at
ikke-parametrisk statistik er fri for forudseetninger, lkgt ikke er korrekt. De fleste ikke-
parametriske test er udledt under forudsaetninger sasdimengighed, identiske fordelinger
og undertiden ogsa symmetriske fordelinger af obsematite.

Formalet med kapitlet her er at give et indtryk af tankeganigikke-parametrisk statistik.
| Afsnit 8.1 omtalesfortegnstestetsom nok er det simpleste af de ikke-parametriske test. |
Afsnit 8.2, der er baseret pa Lehmann (1975), omtales dpleste eksemler pé@angtest det
vil sige test baseret pa observationernes rang. | afaeie2.1 - Afsnit 8.2.3 betragtes rangtest
for henholdvis én, to og flere observationsraekker. Endedigs det i et anneks til dette kapitel
hvorledes nogle af beregningerne kan foretages ved hja&lpcad

8.1 Fortegnstestet

Gennemgangen af fortegnstestet er baseret pa Eksempel 8.1

Eksempel 8.1
Andersen(1998) Konditallet fgr og efter et intensivt tragisiprogram for 15 idraetsudgvere.

idreetsudgver niy  fgr  efter differens |differens rang
1 7152 7212 +0.60 0.60 6
2 69.33 72.09 +2.76 2.76 10
3 75.27 7498 -0.29 0.29 2
4 66.78 73.75 +6.67 6.67 13
5 71.30 7132 +0.02 0.02 1
6 7296 7254 -0.42 0.42 4
7 75.13 75.72 +0.59 0.59 5
8 69.09 76.81 +7.72 7.72 15
9 7182 73.05 +1.23 1.23 8
10 73.88 74.20 +0.32 0.32 3
11 75.11 73.45 -1.66 1.66 9
12 75.01 7845 +3.44 3.44 11
13 67.66 74.81 +7.15 7.15 14
14 73.69 72.74 —-0.95 0.95 7
15 74.34 78.03 +3.69 3.69 12

Det er her af interesse at afgare om treeningsprogrammesftarhvirkning pa konditallet]
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Problemstillingen i Eksempel 8.1 kender vi fra det parretkest i Afsnit 4.4. Hvigd; er dif-
ferensen mellem konditallet efter og far traeningen foridterperson, undersggte vi virkningen
af treeningen ved i modellen

Mo:Di ~N(8,03), i=1,....n, (8.1)
at teste hypoteseh= 0 ved hjeelp af

dy/n
t(d) = = ~~t(n—1).
Vs

| fortegnstestet droppes antagelsen om normalitBrafne og vi betragter hypotesen
Ho : Dj har en kontinuert fordeling som er symmetriskom 0= 1,...,n,

hvor som i (8.1) implicit antager, &i-erne er uafhaengige og identisk fordelte. Under hypotesen
Ho er
P(D; > 0)=P(Dj < 0)=1/2,

sa hvisS, betegner antallet af differenser med positivt fortegn har v

S, ~b(n,1/2).

Lads; betegne det observerede antal af positive differenserimaialfordelingerb(n,1/2)
er symmetrisk med middelvaendj2 geelder der, at hvis, < n/2 sa er veerdien—s, lige sa
kritisk for Hy soms, mens veerdierne,@,...,s; —1 og,n—s; +1,...,ner mere kritiske for
Ho ends, . Tilsvarende, hvis,; > n/2 er veerdiem — s, lige sa kritisk sons, mens veerdierne
0,1,....,.n—s; —1ogs;: +1,...,ner mere kritiske foHp ends. . Idet der tages hensyn til at
b(n,1/2)-fordelingen er diskret beregnes testsandsynlighederonbialfordelingen som

min(sy,n—sy)—1
ér(d) =b(s;n,1/2) +2 Z) b(i;n,1/2)), (8.2)

det vil sige som sandsynligheden for det observerede udfafdus to gange sandsynligheden
for udfald der er mere kritiske erg] .

Bemeerkning 8.1 | fortegnstestet betragtes kun observationer hvis diffeer forskellig fra O,
det vil sige ain = #{i : d; # 0}. \/

Eksempel 8.1 (Fortsat)
Af tabellen side 8.1 ses, at det observerede antal posififezehser eis, = 11. Da alle diffe-
renser er forskellige fra 0 er= 15 og af (8.2) fas, at testsandsynlighedenHger

gr(d) = b(11;151/2) + Zi)b(i; 15,1/2) = 0.0768
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Lad os tilsammenligning udfgre beregningerne for det piataest. Efter grafisk kontrol af at
forudseetningerne for anvendelsen af testet er opfyldédress teststgrrelsen til

t(d) = 2.6058~~ t(14),
og den tilsvarende testsandsynlighed for hypot@ser) bliver
&(d) = 0.0207.

Konklusionen vedrgrende hypotesen om at differensernemaordeling, der er symme-
trisk omkring 0, er altsa forskellig ved de to test. Fortstgistet accepterer hypotesen mens det
parredet-test forkaster hypotesen. Denne forskel kommenteres oesadttelse af eksemplet
nedenfor. O

8.2 Rangtest

Testene i dette afsnit er alle baseret pa rangen af ob&mreate i en observationsraekke som
defineret i Definition 1.1. Vi minder om, at hvis

betegner den ordnede stikprave for en observationsragkke , x, sa defineres rangen af ob-
servationerne saledes:

rang(Xi)) =i, hvis  Xj_1) <Xi) < Xiz1)

. . (8.3)
rang(x)) = --- =rang(Xi k1)) =i+ (k=1)/2, hvis X5 = =X;k 1)

Rangen af observationeq, er altsa, hvisx) er den eneste observation med denne veerdi, det
vil sige hvisx_1) < X) < Xi41). Hvisk observationexk, X1y, - -, Xi+k-1) €r lige store, det
vil sige hvisx;) = Xi41) = - = Xi;k-1), tildeles de alle rangein+ (k— 1) /2, som er gennem-
snittet af dek tal i,i+1,...,i+k— 1. | engelsk sproget litteratur betegnes de her betragtede
range som "midranks”.

Deordnede veerdieirstikpraven er de forskellige veerdigt, yo, . . ., Ym, SOM observationerne
I stikprgven antager, ordnet efter starrelse, det vil sige

y1<Yy2 < <Ym (8.4)

Forj =1,...,mbetegnesntalletaf observationer med veerdignmeda;. Der er altsan for-
skelligeveerdier i stikprgven. Hvisn = n er alle observationerne forskellige og aleerne
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har veaerdien 1. Hvis; = k > 1 forekommer veerdiery;j altsak gange blandix-erne. Hvis
X(i) = X(i+1) = " = Xisk—1) = Yj Siges observationerng;, X1, .- -,Xj+k—1) at veeresam-
menfaldendeg de tilordnes ifglge ovenstaende alle rangen(k — 1)/2. | engelsk sproget
litteratur omtales sammenfaldende observationer sors™tie

| Afsnit 8.2.1 - Afsnit 8.2.3 betragtes rangtest for henhi@dcen, to og flere observations-
raeekker. | gennemgangen af rangtestene vil vi indlednirsgantage at alle observationerne er
forskellige for senere i bemeerkninger at angive modifikegraaf testene i tilfeelde af sammen-

faldende observationer.

8.2.1 Wilcoxons test foren observationsraekke

For observationsraekkea, . . ., x, betragter vi hypotesen
Ho : X; har en kontinuert fordeling symmetriskom O0i=1,...,n,

hvor vi ogsa antager at-erne er uafhaengige og identisk fordelte.

Et ikke-parametrisk test fafy er Wilcoxons test foén observationsraekkeom underti-
den omtales soriMann-Whitney testeflTestet er baseret pa rangene af de numeriske veerdier
IX1],...,|Xn| af observationerne. Testet involverer kun de observatiwsem er forskellige fra
0. LadN betegne dette antal, det vil sife= #{i : x; # 0} og ladr;" betegne rangen af;|.
Teststarrelsen, der betragtes er

w= % ri, (8.5)

{i:x>0}

det vil sige summen af rangene for de positive observatibhas hypotesettg er korrekt skal
de positive og negative observationer falde tilfeeldigtlerelhinanden og have nogenlunde de
samme numeriske veerdier. Summen af rangene for de posiiserationer skal derfor stort
set veere lig med summen af rangene for de negative obsereatidvis summen af rangene af
de positive observationer er meget stgrre end summen aémarfgr de negative observationer
tyder dette pa at der signikant flere positive observatiene negative eller de positive obser-
vationer er signifikant starre end de negative. Store vaeadi/ er derfor kritiske forHp. Et
symmetriargument viser tilsvarende at ogsa sma veerdigitiske for Ho.

Hvis alle observationer, der er forskellige fra O, er negagrW = 0, og hvis alle obser-
vationer, der er forskellige fra O, er positive W = N(N + 1)/2, som er summen af tallene
1,2,...,N. Det kan vises, at fordelingen ®f ikke afheenger akK-ernes feelles fordeling, samt

at N(N
szi( +1)
4
09
N(N+1)(2N+1
VarW = (N+D(N+ >.

24
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For sma veerdier afl kan testsandsynligheden findes ved hjeelp af tabeller, manson store
veerdier afN benytter aW er normalfordelt. Standardiseres fordelingelaifsadanne tilfaelde
er

W NN+1)
_ 4 .
Vi) = \/N(N+1)(2N+l) ~NO.1) (6.6)
24

og testsandsynligheden for Wilxocons test kan beregnes som
&w(X) = 2(1—@(ju(x)])), (8.7)

hvor u; (X) er den observerede veerdidf(X) og hvor® er fordelingsfunktionen foN(0, 1)-
fordelingen.

Bemeerkning 8.2 Hvis der er sammenfaldende observationer modificeresdestseri); (X)
til

W N(N+1)
Ui (X) = 4 ~N(0,1) (8.8)
NIN+D(@@N+1) 1 @ a)
24 48% I
og testsandsynligheden beregnes som
&w(X) = 2(1— ®(Jur(x)])). (8.9)

Bemeerk, at observerede veerdygrfor hvilke der er ikke er sammenfaldende observationer,
det vil sige for hvilkea; = 1, bidrager ikke til summmerzj(aj3 — @), idet vi for sddanne
observationer haa’ —a; = 13— 1=0. v

Eksempel 8.1 (Fortsat)

Vi udfarer nu Wilcoxons test pa observationsreekken aédiifiser i dette eksempel. Af tabellen
side 8.2 ses at der ikke er sammenfaldende observationettllla numeriske differenser som
desuden ogsa alle er forskellige fra 0, det vil Sige- 15. | tabellens sjette sgjle ses rangene for
de numeriske veerdier af differenserne i femte sgjle. Vedphgdefjerde og sjette sgjle ses det,
at summen af rangene for de positive differensew er 98. Formlerne (8.6) og (8.7) medfarer,
at

u(X) = ——2 _ — 21582

/15-16-31
24

gw(X) = 0.0309

og



8.7

sa hypotesehly om at differenserne har en fordeling der er symmetrisk onrkefstes.

Vi har i dette eksempel fundet tre forskellige testsandgyelder for hypoteseHp, nemlig
er(d) = 0.0768,&y(x) = 0.03090 oge;(d) = 0.0207. Det bar ikke undre. Fortegnstestet, som
acceptereHy, er baseret udelukkende pa differensernes fortegn. Iokblas test, der forkaster
Ho, benyttes differensernes fortegn samt starrelsesfoehalidderes numeriske veerdier, mens
det parredé-test, der forkasteiy, beregnes ved hjeelp af den empiriske middelveaerdi og vari-
ans for differenserne. Testene udnytter altsa forskebispekter ved differenserne og desuden
udnyttes den information, som differenserne indeholderskellig grad.

| eksemplet her er det ikke urimeligt at lave ensidede tasitfp idet man nok mest er in-
tersseret i om traeningen har en positiv indflydelse pa kateine, det vil sige om tallene efter
treeningen er signifikant starre end tallene far treeningesteBHp ved ensidede test, forkastes
Ho ved alle tre test, idet testsandsynligden er det halve &faedsynligheden ved testene oven-
for, da starrelseng; = 11 (> 15/2), u; = 2.1582(> 0) ogt = 2.6058(> 0) alle indikerer
afvigelser i retning af at konditallene forgges ved treeamg U

8.2.2 Wilcoxons test for to observationsraekker

Gennemgangen er baseret pa data i Eksempel 8.2.

Eksempel 8.2

Vi betragter igen data i Eksempel 4.2, som bestar af kolhelita for 20 aktive og 17 ikke-aktive
idreetsudavere. Konditallene er gengivet i tabellen neatémfor ogsa observationernes range i
den samlede stikprgve er vist.
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kondital rang

aktive ikke-aktive aktive ikke-aktive
68.9 56.0 13.5 1
75.2 61.8 29 2
74.3 64.1 28 4.5
72.9 64.9 21 6.5
72.0 65.2 18 8
63.9 66.3 3 10
76.3 66.9 33.5 11
76.3 68.9 33.5 13.5
75.4 70.6 31 16
66.0 70.8 9 17
68.4 72.4 12 20
64.1 73.1 4.5 22.5
73.1 73.9 22.5 25
64.9 74.1 6.5 26.5
73.4 74.1 24 26.5
76.2 75.3 32 30
79.4 78.7 36 35
69.4 15
79.8 37
72.1 19

428 275

Som i Eksempel 4.2 er vi interesserede i at undersgge om darskel pa konditallene for de
ikke-aktive og de aktive idraetsudgvere. O

Som tidligere lader vkjj betegne derj’'te observation i dem'te observationsraekkg, =
1,...,n, i =12 Her betragter vi en ikke-parametrisk hypotese for de to Magi@nsraekker,
nemlig

Ho : Xij har en kontinuert fordeling , j =1,...,n;,i=1,2,

hvor vi ogsa antager at-erne er uafhaengige. Meady gnsker vi at undersgge om samtlige
n. = N1 4+ np observationer kan betragtes som én observationsraekkdendeelles fordelingr .

Et ikke-parametrisk test for denne hypoteseMdlcoxons test for to observationsraekker
som tager udgangspunkt i rangene af observationerne i deleda stikprove. La&; betegne
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rangen ai;j i den samlede stikprgve og lad

ny

Ry = Z Ryj
=

vaere summen af rangene i den farste observationsreekke. iDdsteweerdi aR;. fremkommer
hvis den; observationer i den farste observationsraekke alle er miend observationerne i den
anden reekke og i sa tilfeelde Bf. = ny(ny + 1) /2 som er summen af tallene 1,.2,, n; — 1,

ni. Omvendt fremkommer den starste veerdRafved at alle observationer i den farste raekke
er stgrre end observationerne i den anden raekke og i stdélf@eR;. = (2n. —ny +1)ny/2,
som er summen af talleme +1,n>+ 2, ..., n,+n; — 1, N>+ ng. Det kan vises, at undéty er
middelveerdien aR;. gennemsnittet at den mindste og starste veerdi denne viekebantage,

det vil sige
ER, = m(n +1)
2
samt at
ninp(n. +1)
VarR,. = ————=.
! 12

Hvis Ry. er lille, er observationerne i den fagrste reekke stort setralhdre end observationerne
i den anden raekke, hvilket harmonerer darligt med at obsienerne i de to reekker undelg
har samme fordeling. Tilsvarende antyder en stor veeri.aén afvigelse fralo, da det svarer
til at alle observationer i den farste reekke stort set ereteind observationerne i den anden
reekke. Sammenfattende forkaskgsfor sma og store vaerdier &..

For sma vaerdier afi; og n. kan testsandsynligheden ved Wilcoxons test for to observa-
tionsraekker findes i tabeller. For store veerdiengabg n, kan det vises aR;.’s fordeling kan
approksimeres ved en normalfordeling. Standardiseresedeormalfordeling far vi at

ni(n+1
Rl.—il( +1)

Up(X) = 2 ~N(0,1). (8.10)
ninz(n. + 1)

12

Approksimationen kan vises at veere tilfredstillende hvig b; > 10 ogn, > 10 og i sadanne
tilfeelde kan testsandsynligheden for Wilcoxons test fastiservationsreekker beregnes som

€(X) = 2(1 - ®(|uz(x)])), (8.11)

hvoruy(X) er den observerede vaerdidf(X) og ® er fordelingsfunktionen foN (0, 1)-fordelin-
gen.
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Bemaerkning 8.3 | tilfeelde af sammenfaldende observationer betragteefalg modifikation
af Uz(X)Z

Ry - ni(n.+1)
Us(X) = 2 . ~N(0,1). (8.12)
ninz(n. +1) 1_ ;(aj ~a)
12 (n.+1)n.(n.—1)

Den tilsvarende testsandsynlighed beregnes som
£(X) = 2(1 - ®(|uz(X)]))- (8.13)

Bemeerk, at observerede veerdygrfor hvilke der er ikke er sammenfaldende observationer,
det vil sige for hvilkea; = 1, bidrager ikke til summmerzj(aj3 — @), idet vi for sddanne
observationer haa’ —a; = 13— 1=0. v

Eksempel 8.2 (Fortsat)
Af tabellen side 8.8 ses vi for disse data har sammenfaldelnskervationer, idet de seks veerdier
64.1, 64.9, 68.9, 73.1, 74.1 og 76.3 alle er observeret tggari har derfor, at

Y (8 —aj) =6(2°~2) = 36.
]

Af tredje sgjle i tabellen ses ai. = 428. Dan; = 20 ogny = 17 ern. = 37 og ved hjeelp af

(8.12) fas, at

428 20-38

U5 (X) = 2 —1.4634
20-17-38[, 36
12 38-37-36

og af (8.13) fas testsandsynligheden

£(X) = 2(1— d(1.4634) = 0.143

Der er altsa - overraskende nok - ikke forskel pa konditadi for de ikke-aktive og de aktive.
Samme konkusion naede vi frem til i Afsnit 4.4, hvor vi arsalyede data ved hjaelp af model-
len for to normalfordelte observationsraekker. Her blevditgpen om ens varianser accepteret
ved etF-test med en testsandsynlighed pad83% mens hypotesen om ens middelvaerdier blev
accepteret ved ¢itest med en testsandsynlighed phAlm. O



8.2.3 Kruskal-Wallis test

Gennemgangen af Kruskal-Wallis test, som er den ikke-peaitaske analog til ensidet varians-

analyse, er baseret pa Eksempel 8.3.

Eksempel 8.3

Vi betrager igen data i Eksempel 4.5 vedrgrende resul@atafrpigernes lsengdespring ved
atletikstaevnet for 1. ars studerende ved Institut for tdkabenhavns Universitet i arene 1998

- 2000.

1998 1999 2000
leengde rang leengde rang| leengde rang
3.72 19 | 4.32 35 | 3.96 28
3.65 13 | 3.79 23 | 3.43 4
3.90 25 | 3.53 6 |4.30 34
3.74 21 | 3.54 4.22 315
3.32 3 |4.27 33 | 3.56 8.5
4.22 31.5| 3.75 22 | 3.70 17.5
3.58 10 | 4.21 30 | 3.70 17.5
4.56 36 | 3.66 16 | 3.56 8.5
3.65 13 | 4.58 37
2.99 1 |3.73 20
3.91 26.5| 5.18 38
3.65 13 | 3.00 2
3.65 13 | 3.91 26.5
3.88 24 | 3.52 5
3.65 13
4.20 29
sum 291 | sum 300.5| sum 149.5

Som tidligere er vi interesseret i at afggre om leengden aigene er uafthaengig af arenel

Vi lader x;j betegne derj’te observation i den'te observationsraekkg, = 1,...,n;, i =
1,...k Her betragter vi en ikke-parametrisk hypoteselfabservationsraekker, nemlig

Ho : Xij har en kontinuert fordeling, j =1,...,nj,i =1...k,

hvor vi ogsa antager &-erne er uafhaengige.Vi gnsker altsa at undersgge om gamith=
Ny + - - - 4+ Nk observationer kan betragtes som én observationsraekke.
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Et ikke-parametrisk test for denne hypotes&rrskal-Wallis test for k observationsraekker
som tager udgangspunkt i rangene af observationerne i deleda stikprove. La&; betegne
rangen alX;; i den samlede stikprgve og lad

ny
R.= > Rj
j=1

veere summen af rangene i dete observationsreekke. Den mindste veerdRaffremkommer
hvis den; observationer i derite observationsraekke alle er mindre end observationedee i
gvrige raekker og i sa tilfeelde &. = nj(nj + 1)/2 som er summen af tallene 1,.2,, nj —1,
ni. Omvendt fremkommer den starste veerdiRafved at alle observationer i deite reekke
er starre end observationerne i de gvrige reekker og i salté erR. = (2n. —n; + 1)n;/2,
somer summen afdagtaln.—n+1,n.—n+2,...,n.—1,n.. Det kan vises, at undétg er
middelveerdien aR;. gennemsnittet at den mindste og starste veerdi denne vikaiantage,

det vil sige
_ni(n.+1)
) ER. = —
og dermed at gennemsnit®Rt = R;./n; har middelvaerdi
- n+1 =
ER. ==~ =R,

som er gennemsnittet af aetal 1,2,...,n. — 1,n.. UnderHy ma det forventes at derang-
gennemsniR;. varierer tilfaeldigt omkringR. og Kruskal-Wallis introducerede derfor falgende

teststarrelse foy:

12 K

mi;m(ﬁi.—ﬁ..)z (8.14)

KW(X) =
og viste at denne teststarrelse approksimatiyt’ék — 1)-fordelt for moderate veerdier af alle
stikprgvestarrelsernmg. Da store veerdier W (X) er kritiske forHp beregnes testsandsynlig-
heden som

€(X) = 1—Fyzp1) (KW(X)), (8.15)
hvor KW(x) er den observerede veerdikiV(X).
Hvis k = 2 kan det vises, at Kruskal-Wallis testet er sekvivalent malddXons test for to

observationsraekker, idet der da geelder, at
KW(X) = Ux(X)? (8.16)

samt af kvadratet af eN (0, 1)-fordelt stokastisk variabel gf?(1)-fordelt.

Teststarrelsen i (8.14) beregnes let i handen ud fra rangeine i dek observationsraekker
idet ) ) .
Zlni(ﬁ.—FE.)Z: th ALY (8.17)

. = N n.
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Bemeerkning 8.4 | tilfeelde af sammenfaldende observationer erstattestistlserkKW (X)

med

KW*(X) = KW(;() (8.18)
B i@y —aj)
(n.+1)n(n.—1)
og testsandsynligheden beregnes som
€(X) = 1—Fyzp1) (KW' (X)). (8.19)

Bemeerkigen, at observerede veergiefior hvilke der er ikke er sammenfaldende observationer,
det vil sige for hvilkea; = 1, bidrager ikke til summmerzj(a]?’ —a;), idet vi for sddanne
observationer haa —a; = 13— 1=0. v

Eksempel 8.3 (Fortsat)
Af tabellen side 8.11 ses at der er sammenfaldende obsmreatiidet de fire veerdier 3.56,
3.70, 3.91 og 4.22 alle er observeret to gange mens vaerdiéreBobserveret fem gange. Vi
har derfor at

Z(a}* —aj) = 4(2°~2) +(5°—5) =24+ 120= 144

]
Da observationsantallene og rangsummerne - ifglge tabbetie

[ Nj Ii.

1 16 291.0
2 14 300.5
3 8 1495
sum 38 741.0

finder vi ved hjeelp af (8.14) og (8.17), at

12
KW(x) = ﬂ86.8616: 0.7033
og dermed af (8.18) at
KW*(x) = Lﬁ =0.7052
1" 39.38.37

Af (8.19) fas, at
£(X) = 1 Fyz(2(0.7052 = 0.7029

HypoteserHy accepteres, sa som i Afsnit 4.5 finder vi, at fordelingeaaafdderne i de tre ar kan
antages at veere identiske. Der blev tallene analyseretreonotmalfordelte observationsraek-
ker og hypotesen om ens varianser blev accepteret ved é¢tBsest med testsandesynlighed
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0.1941 mens hypotesen om ens middelveerdier blev acceptetet fFetest med testsandsyn-
lighed 05865 O

Eksempel 8.2 (Fortsat)
Af tabellen side 8.8 ses, at for disse data er observatioalsamn rangsummer:

i ng r.

1 20 428

2 17 275
sum 37 703

Fratidligere ved viay ; (a]?’ —aj) = 36. Formlerne (8.14), (8.17) og (8.18) medfgrer, at Kruskal-
Wallis teststarrelsen er
KW*(x) = 2.1415

Af (8.19) fas, at testsandsynligheden fdy er
£(X) =1—Fy21)(21415 =0.143

altsa samme testsandsynlighed som ved Wilcoxons test édrgervationsraekker. Dette skyldes
at\/2.1415= 1.4634 samt bemaerkningen efter formel (8.16). O
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Anneks til Kapitel 8

Beregninger i Excel

Excelhar ikke specielle dialogbokse til beregning af ikke-pagtiske test. Hvis der ikke er
sammenfaldende observationer beregnes de dog let ved dfjdelpktionenPLADS. Med nota-
tionen pa side 8.4 er definitionen af denne funktion

PLADS(X(i)> =1, hvis Xi-1) < Xi) <X(it+1)
PLADS(X(i)> == PLADS(X(iH(,l)) =i, hvis X(i) == X(i+k71)'

Hvis der ikke er sammenfaldende observationer, ses dagtx i) = PLADS (X)) hvisX;_1) <
X(i) < X(i+1), mensrang(xjy) = PLADS(X;)) + (K—1)/2, hvis Xy = -+ = Xjk_1) I tilfeelde af
sammenfaldende observationer.

Excelhar en dialogbok8ang og fraktil, der beregner fraktiler som funktion®nADS,
idet dog observationerne ordnes i aftagende raekkefagdesiie dialogboks er ikke til megen
hjeelp her.

Vi indskraenker os her til at vise beregningerne i et eksermypet der ikke er sammenfal-
dende observationer.

Eksempel 8.1 (Fortsat)
Beregningerne af fortegnstestet ses nedenfor:

A B c D E F G H
1 |Eksempel 8.1
2
3 lidreetsudever nr. |for efter differens |fortegn
4 1 71,52 72,12 0,60 1 S+: 11
5 2 69,33 72,09 2,76 1 epsilon 0,076813
6 3 75,27 74,98 -0,29 0
7 4 66,78 73,45 6,67 1
8 5 71,3 71,32 0,02 1
9 6 72,96 72,54 -0,42 0
10 7 75,13 75,72 0,59 1
11 8 69,09 76,81 7,72 1
12 9 71,82 73,05 1,23 1
13 10 73,88 74,2 0,32 1
14 11 75,11 73,45 -1,66 0
15 12 75,01 78,45 3,44 1
16 13 67,66 74,81 7,15 1
17 14 73,69 72,74 -0,95 0
18 15 74,34 78,03 3,69 1
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Veerdierne for konditallene far og efter treeningen findedleose B4 : €18, mens differen-
serne for tallene efter og for er beregne#tD18 ved iD4 at beregne

C4—B4

og oprette analoge formler i cellerne:D18. Herefter beregnesi4 : E18 en variabel, somer 1,
hvis fortegnet af differensen er positivt, og 0, hvis forteger negativt. Indholdet &4 beregnes
som
= HVIS(D4 > 0;1;0)
og analoge formler opretteseb:E18. Herefter kan antallet af positive differensey,, i H4
beregnes som
= SUM(E4 : E18)
og testsandsynligheden (x) i H5 som
= BINOMIALFORDELING(11;15;0,5;FALSK) + 2« BINOMIALFORDELING(3;15;0,5; SAND),

det vil sigesr (X) = b(s; ;n,1/2) + 250" p(i:n,1/2).
Wilcoxons test for én observationsreekke beregnes pardifSerne som vist nedenfor:

A B Cc D
1
2 |differenser|abs differenser |rang rang af positive
3 0,60 0,6 6 6
4 2,76 2,76 10 10
5 -0,29 0,29 2 0
6 6,67 6,67 13 13
7 0,02 0,02 1 1
8 -0,42 0,42 4 0
9 0,59 0,59 5 5
10 7,72 7,72 15 15
11 1,23 1,23 8 8
12 0,32 0,32 3 3
13 -1,66 1,66 9 0
14 3,44 3,44 11 11
15 7,15 7,15 14 14
16 -0,95 0,95 7 0
17 3,69 3,69 12 12
18 W: 98
19
20
21 |u: 2,15825497
22 |tosidet: 0,030907903
23 |ensidet: 0,015453951

De numeriske eller absolutte veerdi3i: B17 af differenserne A3:A17 beregnes vedB3
at indseette formlen
= ABS(A3) (= |dy])
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og oprette analoge formlesid:B17. Rangen af de numeriske veerdier af differenserneger
beregnet £3:C17 ved hjeelp af funktioneRLADS ved iC3 at beregne

— PLADS(B3; $B$3 : $8$17;1) (=r7)

og dernaest oprette analoge formleai C17. Herefter beregnei3: D17 en variabel hvis veerdi
er rangen af den numeriske vaerdi, hvis differensen er ppsdgio, hvis differensen er negativ.
| D3 indtastes formlen

= HVIS(A3 > 0;C3;0)

og analoge formler oprette®4:D17. Herefter findes veerdien ®¥ i D18 som
=SUM(D3:D17) (= ri).
|
Teststarrelsen; (X) i (8.6) beregnesB21 som
= (D18 — 15%16/4) /KVROD(15* 16 % 31/24)
og den tilsvarende testsandsynlighedXx) i (8.7) beregness22 som
= 2% (1 — NORMFORDELING(B21;0; 1; SAND)).

Testsandsynligheden for det ensidede t&gBier blot halvdelen ay (X). O
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Hovedpunkter til Kapitel 8

En observationsraekke
For observationsraekkea, . .., x, betragter vi hypotesen

Ho : X har en kontinuert fordeling symmetrisk om Oi =1,...,n,

hvor vi ogsa antager at-erne er uafhaengige og identisk fordelte.

Fortegnstestet

TeststarrelseS, , antallet af positive observationer.
Testsandsynlighed:

min(sy,n—sy)—1
& (X) =b(sy;n,1/2) +2 Z) b(i;n,1/2)).

Wilcoxons test

Testet involverer kun de observationesom er forskellige fra 0. Labl = #{i : x; # 0}.
Teststarrelse: For store veerdieMNabetragtes

wo NON+1)

_ 4
Vi) = \/N(N TD(N+L)
24

Her er
W = rit,

{i:x>0} |

hvorr;" er rangen afx | i observationsraekken af de numeriske vaergigr, .. ., [Xa| .
Testsandsynlighed:
ew(X) = 2(1 = @(Jur(x)[)),

Hvis der er sammenfaldende observationer betragtes fadgmodifikationer:
Teststarrelse:

w NIN+1)

Ui (X) = 4

N(N+1)(2N+1 1
e
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Testsandsynlighed:
&w(X) = 2(1 - ®(Jur(x)])).
To observationsraekker
Lad x;j betegne den'te observation i dem'te observationsraekkg,=1,...,nj,i =1,2.
Hypotese:
Ho : Xij har en kontinuert fordeling , j =1,...,n;,i=1,2,

hvor X-erne er uafhaengige.

Wilcoxons test

Teststarrelse: Hvig; > 10 ogny > 10 betragtes
nm(n+1
R, M+l

2
Uz (X) = )
2X) nin2(n.+1)

12

hvorn. = n; 4+ ny og hvor

ny

R = Z Rij

=1
er summen af rangene i den farste observationsraekkeRidéetegner rangen afj; i den
samlede stikprgve.
Testsandsynlighed:

£(X) = 2(1 - ®(|u2(x)])),

hvoruy(X) er den observerede veaerdidf(X) og ® er fordelingsfunktionen faN (0, 1)-fordelingen.

| tilfeelde af sammenfaldende observationer betragteefalg modifikationer:

Teststgrrelse:
ny(n.+1)
R.———~=

U3 (X) = 2
> (& —ay)

nina(n. +1) 1 ]

12 (n.+1)n.(n.—1)

Testsandsynlighed:
£(x) = 2(1— @(|uz(X)]))-
Flere observationsraekker
Ladx;j betegne den'te observation i dem'te observationsraekkg,=1,....nj,i =1,... k.
Hypotese:
Ho : Xij har en kontinuert fordeling, j =1,...,nj,i=1.. .k,

hvor X-erne er uafhaengige.
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Kruskal-Wallis test

Teststgrrelse:

12 K - -,
KW(X) n<n+1)i;n.(R.—R),
hvorn. =n; +-- -+ ng og hvor
_ 1M
R':H,ZR'J

09

betegner henholdsvis gennemsnittet af rangene i'etackke og det totale gennemsnit af
rangeneR;j af Xj; i den samlede stikprave.
Testsandsynlighed:
€(X) = 1—Fyzp1) (KW(X)),

Beregningsformel: ) .

- mre_.cR_F
i;ni(Ri. —-R.) = 2 FI T
hvorR;. ogR. er henholdsvis summen af rangene i denraekke og totalsummen.

| tilfeelde af sammenfaldende observationer betragtehalg modifikationer:

Teststgrrelse:
KW (X)

yi(@—aj)
(n.+1)n(n.—1)

KW*(X) =

Testsandsynlighed:
€(X) = 1—Fyzp1) (KW' (X)).
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Opgaver til Kapitel 8

Opgave 8.1 Beregn testsandsynligheden fe2 InQ-testet for hypoteserr= (1/2,1/2) i mo-
dellen
(X1,X2) ~ m(15, m)

pa grundlag af observationéry, x;) = (11,4) og sammenlign denne meg pa side 8.3.

Opgave 8.2 Betragt tallene i Opgave 4.11. Undersgg ved hjeelp af fostegtet og Wilcoxons
test for én observatiosreekke om vaegttabet kan antagesatovaekg ved at betragte, ...,
X12, hvorx, =di —6.5,i=1,...,12

Opgave 8.3 Betragt data i Opgave 4.15 og undersgg ved hjeelp af Wilcotemtisor to obser-
vationsraekker om observationerne i grupperne 2 og 3 kagestt have samme fordeling.

Opgave 8.4Undersgg for savel piger som for drenge ved hjeelp af Krugkallis's test om
resultaterne i kuglestgd i Opgave 4.12 kan antages at haf@dgling, der er uafheengig af
arene.
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A Forskellige matematiske begreber

A.1 Notation fra maengdelaeren

Hvis A og E er to maengder, ek endelmaengdaf E, kort A C E, hvis alle elementerA ogsa
er elementer E, det vil sige
ecA = ecE.

A B
AC ACB
A B A B
ANB A\B

Figur A.1 lllustration af maengdern&®, AUB, ANB ogA\ B.

Hvis A C E, erkomplementaermaengdiénA (inden forE) maengden

A ={ecE : e¢ A}



A.2 A.1 Notation fra maengdelaeren

Hvis A og B er delmaengder &, er foreningsmaengdeaf A og B maengden
AUB={ecE : ec Aogl/ellerec B},
feellesmaengdeaf A og B er maengden
ANB={ecE : ec Aogec B}
og maengdedifferensenellemA og B er
A\B={ecA:e¢B}=(ANE").

Hvis A1,A2...,An, ... er en falge af delmaengder &f omtales maengden
n
JA=AU---UA ={ecE : ec A formindsteti =1...,n}
i=1
som erendelig foreningsmaengdg maengden
n
NA=AN---NAy={ecE : ecAforallei=1...,n}
i=1
som erendelig feellesmaengd®mens maengderne
| JAl={ecE : ec A formindsteti =1.2,...,}
i=1
0g

(JA={ecE :ecAforallei=12..}
i—1

kaldes henholdsvis erellelig foreningsmeaengae enteellelig feellesmaengde

Dentomme maengd@ er maengden uden elementer. Den opfattes som en delmadngde a
enhver anden maengde.

To delmeaengdeA og B af E siges at veerdisjunkte hvis
ANB=0,
og elementerne i en fglge af delmaengderA,, ..., siges at veerparvis disjunktehvis

ANAj =0, hvisi#j, i,j=12....
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A.2 Reaekker

Hvisap,ay,...,an,... er en uendelig falge af reelle tal kaldes
Z h=a+ax+---+ant+---
n=1

enuendelig reekke
Raekkens'te leder a, og reekken®’te afsnitssuner

S1=a +a+-+an

Hvis s, — s, narn — oo, er raekken ekonvergent med sumlsvilket vi kort skriver

ellers kaldes raekkedivergent.

Hvis a, = 0 for n > i kaldes raekken eendelig reekkenedi led. Endelige raekker er konver-
gentedas, =5 forn> .

(Undertiden har man - som i to af eksemplerne nedenfor - gefdhrtende i &g, a1, ay, . . .,
an,.... Raekkeny »_,a, er da konvergent med susnhvis sy 1 — S, narn — oo, hvor s,1 =
ao+ai+ax+---+an.)

Reekkeny [y ; a, siges at veer@bsolut konvergenthvis reekken af absolutte (numeriske)
veerdiers,_; |an| er konvergent.
Der geelder, at

> lan| konvergent = % a, konvergent,
n=1 n=1

det vil sige, at absolut konvergens medfarer konvergens.

Eksempler
Endelige raekker

Hvis a ogb er reelle tal og et helt positivt tal er

(a+h) = Z) C‘) a'b ", (binomialraekkeh

hvor




A4 A.3 Dobbeltintegraler og partiel differentiation

Hvis q # 1 er et reelt tal og et helt positivt tal er

i ) 1—gt+1
Z}q” =1+Q+---+d = ——q4 (endelig kvotientraekke) (A.2)
n= 1-q
Uendelige reekker
Zoq” = i, hvis|g| <1 (uendelig kvotientreekke (A.3)
n= 1-q
0o Xn
> o= e, forxeR, (eksponentialraekkgn (A.4)
n=0""
0o Xn
Z r —In(1—x), for |x| <1, (logaritmisk reekke) (A.5)
n=1
Regnereaekker for uendelige raekker
Hvis
A= Z a, og B= Z bn
n=1 n=1
er
A+B= % (an+bn) (A.6)
n=1
og hvisk er en konstant er
kA=Y kan. (A.7)
nzl

Hvis reekkerneA =57 ;a, og B= 3} _;b,erabsolut konvergente og
Cn = @1bn +agbn-1+--- +anbs

er Y ,_, Cn absolut konvergent og

AB=Y cn. (A.8)

A.3 Dobbeltintegraler og partiel differentiation

| forbindelse med beregninger relateret til kontinuertditmensionale stokastiske vektorer er de
matematiske begrebedobbeltintegralerog partiel differentiationvigtige. Begreberne omtales
henholdsvis i Afsnit A.3.1 og A.3.2 nedenfor.
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A.3.1 Dobbeltintegraler

Lad f vaere en funktion af to variable og la&d=]a,b[x]c,d[ veere en delmaengde Bf Fhvor
—o<a<b<oog—o<c<d< o Veerdien aldobbeltintegralet

b d
I://f(xl,xz)dxzdxlz//f(xl,xz)dxzdxl
A a C

beregnes da pa falgende made: Hy(is; ) betegner veerdien af det inderste integral, det vil sige

d
/f X1,X2 dX2,
C

er

b d b
://f(xl,xz)dxzdxlz/g(xl)dxl.
a C a

Veerdien af et dobbeltintegral bestemmes altsa ved atregnedo gange. Farst integreres funk-
tionen f(x1,x2) medx; fastholdt med hensyn ti,, hvorefter resultatet af denne integration
g(x1) integreres med hensyn i .

For alle de funktionerf, som vi skal integrere, kan dobbeltintegralet ogsa bereged at
ombytte integrationsordengdet vil sige som

d b
I://f (X1, X2)dxdx = /h (Xx2)dxo,
C a

hvor

b
/f (X1,%2)dXy.
a

A.3.2 Partiel differentiation

Lad F (x1,x2) veere en funktion af to variable . Lag veere fast og antag, at funktion€y, af
den variablex; givet ved

Gy, (x1) = F (X1, %2)

er differentiabel. Dempartielt aflededeaf F med hensyn tik; defineres da som den afledede af
Gy, med hensyn tiky, hvilket skrives saledes

d
—GXZ (X]_) .

0
—F(X]_,Xz) = Xm

Xm

Partiel differentiation angives altsa ved hjeelp af syrebdl



A.6 A.3 Dobbeltintegraler og partiel differentiation

Tilsvarende defineres den partielt aflededE afed hensyn tik, som

) d
6—>(2F (X1, %) = d—XZHX1<X2)7

hvis funktionen

Hx, (X2) = F(x1,%2)

er differentiabel med hensyn #b.
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B Simulerede fraktildiagrammer

For at give leeseren nogen erfaring i at vurdere fraktildiagner viser vi i dette appendiks
fraktildiagrammer for forskellige stikpraves, ..., u, fra standard normalfordelinge¥(0, 1).
Stikpragverne er frembragt ved numerisk simulation ved hjaéffunktionenNORMAL i den sta-
tistiske programpakke SAS. For hver af stikprgvestgrrese = 5, 10, 15, 25, 50, 100, 250
er der simuleret otte stikprgver. De tilsvarende frakdiggammer er vist pa de fglgende sider.
Starrelsen af stikpraverne fremgar af de enkelte diagrammverskrift.
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a]
—3 — 2 —1
o]
—3 —= —1
gl




B Simulerede fraktildiagrammer

B.3

N =10 N =
2- .
>
1- =< 1-
=<
=<
o o
3
>
=< =<
_1- - —1- =<
=< =<
—=2- —=2-
—3- . —3- . . .
—a —3 — =2 —1 o 1 —a —3 — =2 —1 o a
3- a-
Nn=10 n =
2- o=
<
1- =< 1-
=< =<
=<
>
o o
=< =<
=< =<
=< =<
—1- < —1- >
=< =<
o —=2-
—3- f —3- f f .
—a —3 — =2 —1 o 1 —a —3 — =2 —1 o a
3- a-
Nn=10 N =1
2- o-
=< =<
1- =< 1- =<
=<
=
=<
o o
=< >
> >
=< =<
—1- < —1- <
=<
o —=2-
—3- . —3- . . .
—a —3 —=2 —1 o 1 —a —3 — 2 —1 o a
3- a-
Nn=10 n =
2- oo
=<
1- =< 1-
=<
=<
>
o o
3
=<
=< |
—1- > —1- >
= =<
o —=-
—3- f —3- f f .
—a —3 — = —1 o 1 —a —3 — =2 —1 o a
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X XX X xy

Xx

Nn=15

Nn=15

Nn=15

XXX x

Nn=15

xxx

Nn=15

Nn=15

Nn=15
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B Simulerede fraktildiagrammer

-% -t -% -%
-0 -0 - -0
-\ N X -\ N
Xox
X o *y
Xxx - Xy - XXX - Kiy -
X
X
0 a 0 xxxxx 0 xxxx ; 0 xxxx
o o o W o W X °
__ : __
X
[ XX XXX oy x xxx
c Xxx 7€ *x 7oc B XX 5
X xx
N o N o
2 | o N
0 ) 0 )
! a | |
¢ ¢ ¢ N
| | | | o | | | o | | -
) r 0 r I r 0o r o 0 o r 0 r VIR r 0 - 3,
| I | |
-¢ -< -¢ v
0 ) -0 -0
- X - N -
X
. X XX x p
X X
xxxxx - Xy - XX - X -
X Xx X X
xx xxxx
X X,
W oy W X W Ry W Ty
[ Xty I [ ) [ Yixey
h Xx o h XXX s n Xx o h ‘ T
, ' , x ! XXx ¢ ,
‘2 K X N K
| | | |
0 0 0 K
| | | |
t ¢ v
) r 0 r 0 , 0 r 0 r 0 , 0 o r 0 r 0 r 0 r 0 ,
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¥ R ¥ ¥
-0 -0 -0 -0
X
N N N N
X X X
X X
¥ X xxx *x
X - XXy - XX -r XX -
N g %
L voof g 5
0 o 0 0 0
) o 1 o 1 o 1 g 0
X
c gy S Tt f Tt fxxx T
xxxXx -
X X
N N N X N
a X N ol g |
0 ) 0 )
N N N X ;
B v A v
) - o T o w4 - o o+ 4 ol e & ¢ - o o " S
| | | | | |
-¢ -< -¢ v
0 ) -0 -0
-\ N - -
o Xty
Xx X XX ¥
xxxg Xotxng, o %
- - - -
0 0 0 0
@ 55 o B o B o B 0
__ » __ s, : __
c Xxx - o M, o o xxxxx -
| | 0y | |
X X
X
R L X R X
| | | |
0 0 0 K
| | | |
K K K
) r 0 r PR N r 0 r N ol o r r 0 r r N o



B Simulerede fraktildiagrammer

3- a-
N =100 N =100
-
-
2- > 2- >
- z
>< > ><><
1- 1-
o o
o - - ~
: o
E =z
- E
L x L 7
- =
- -
—3-, ' ' ' f f ' | —3-, ' ' f
—a —3 — =2 —1 o 1 2 3 a —a —3 — =2 —1 o
3- a-
N =100 N =100
-
-
2- - -
x
=
=
1- 1-
o (o]
—1- —1-
e =
2 -
2 -
. E: L z
- -
- -
—3-, . . . ' ' . | —3-, . . '
—a —3 —= —1 o 1 2 3 a —a —3 — =2 —1 o
3- a-
N =100 N =100
-
-
2- - -
z -
= =
=
1- a-
o o
o o &
5 ~
z -
- -
o z L >
z 2
- -
— 3 -, ' ' ' f f ' | — 3 -, ' ' f
—a — 3 — =2 —1 o 1 2 3 a —a —3 — =2 —1 o
3- a-
N =100 N =100
-
-
2- - -
-
.
1- 1-
o o
. s 5
-
F E
Xx >2<
- E
L - L E
z -
- -
—3-, . . . ' ' . | —3-, . . '
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-v
-v
- ‘s
X
- ‘3
’ XXX »
x o X X x )
Xx x
Xy ) xx ‘1
X . ;.
- ] o
10
- i o
0 . ; 1
| | o .
: 02 [ -
10 .. 2
N o - | | |
X
__ . e x | XX
o x |
C . ; :
X K - |
X | ;
x X 0 |
& ,;
| , ,
q,v ‘4 ' \ 0 - [\ ]
| | 3 ! ! |
i o VIR
, o , |
4. , \ [v] vl \' | , 4
o o o , , )
) o , , ) ‘3
- ‘3
X
‘0 x |
x XX )
‘3 " 4
| -0
| ‘
X 2 . |
xxxff ‘ x :
T . |
10
. . |
0 .2 g _.
| | o .
m | i : 1 C
__ . n 3 W\l
[\l , xxx |
_ ol | |
_ 7 Xx N x
| ]
C xxx . | ;
X A 5 3
o
x X
L q,v ‘4
| , , ,
X x‘q,v , | | | |
\ \}
i \l 0
, o ,
4. \ U] ® [\
N 0o a
[v] \
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C Matematiske symboler

€ tilharer, som ie € E - etilhgrerE

v for alle, somivec E -foralleei E

3 eksisterer, somie € E - der eksistereei E
{} meengde, som{iec E: e=2} - maengden aéi E saledes a¢ = 2

# antal elementer i en maengde, sonki# 7 - antallet af elementert er 7
C delmaengde af, somA C B - alle elementer A er elementer B

D indeholder, som A D B - alle elementer B er elementer A

N feellesmaengde, sonAiN B - alle elementer A som ogsa er elementeBi
U foreningsmeengde, sonAiU B - elementer som tilhgrer enténeller B

0 den tomme meengde

(@)

komplementsermaengde, sori - alle elementer som ikke tilhgrér

\ maengdedifferens, sonAl\ B - alle elementer A som ikke er er elementeB
[,] lukket interval, som [a,b] - alle elementee hvorom det geeldem < e<b
],[ abent interval, som]a,b| - alle elementee hvorom det geeldem < e< b

x produkt af maengder, somA x B - alle par af elementefa,b) hvor a tilhgrer A og b
tilhgrerB

— konvergens, soms, — s- falgen med elementey konvergerer mod
fra til, somif:R— [0,1] - f er en funktion defineret pd med veerdier |0, 1]

|| numerisk (absolut) veerdi, som-7| = 7 - den numeriske veerdi af7 er 7



C.2

lim

Q

indhold af meengde, somA\ - leengden (eller arealet eller rumfanget) af meengilen
logisk eller, som AV B - enten er udsagnételler udsagneB (eller begge) sandt
maksimum, som i & 4 =8 - maksimum af 8 og 4 er 8

logisk og, som AA B - begge udsagA og B er sande

minimum, som i 8\4 =4 - minimum af 8 og 4 er 4

n
sum, Somiy X - SUMMErnKy +Xo- - - + Xn
i=1

n
produkt, som i[] X - produktetx;Xz - - - Xn
i=1
uendelig
greenseveerdi, somni lirs, = s- greenseveerdien for fglgep narn — « ers

partielt afledet, soma f (x,y)/dx - funktionenf af x ogy differentieret med hensyn t
for fastholdty

fordelt som, som K ~ N(0,1) - X er normalfordelt med middelveerdi O og varians 1

approksimativt fordelt som, sonki~ N(0, 1) - fordelingen forX kan approksimeres ved
en normalfordeling med middelvaerdi O og varians 1

approksimativt lig med, som(x) = a - veaerdien af funktioneri beregnet k kan approk-
simeres ve@



D Det graeske alfabet D.1

D Det graeske alfabet

Da vi i teksten ofte bruger greeske bogstaver bringes her ersigt over bogstaverne i det
greeske alfabet.

navn lille stort| navn lille stort
alfa a A || ny % N
beta B B | xi 3 =
gamma y r omicron 0 @]
delta o A || pi m M
epsilon ¢ E | rho P P
Zeta 4 Z || sigma (o) >
eta n H tau T T
theta 0 © | upsilon v Y
iota | I phi [0} P
kappa K K || chi X X
lambda A N || psi 1] W
my U M omega Q
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