Appendices til trigonometri:

Appendix 1: Areal af en trekant

Der geelder som bekendt fglgende saetning. Men heisok mindre kendt (se nedenfor).

Seetning A.1.1.
Arealet A af en trekant er givet ved:
A = J [@rundliniéhgjde eller kort: A £glh

hvor "grundlinie” (g) star for en vilkarlig sidetiekanten, og hvor "hgjde” (h) star for hgjdendet
modsatte punkt og ned pa grundlinien eller denodaehgelse.

Fig A.1.1 a)

Beuvis:

Hvis vi har en retvinklet trekant, hvor den eneckater grundlinie g og den anden katete dermed er
hgjde h (se figur A.1.2 a)), sa udger denne trekalmdelen af et rektangel med leengde g og hgjde h,
hvor trekantens hypotenuse er diagonal i rektarfgéefigur A.1.2 b)). Da rektanglets areal &, @g

da diagonalen deler rektanglet i to lige store aterger arealet af trekanten givet ved th

g g
Fig. A.1.2 a) Fig. A.1.2 b)

Hvis hgjden falder indenfor trekanten (som visfigér A.1.1 a)), sa kan vi argumentere saledes:
Ud fra trekanten konstruerer vi et rektangel sost figur A.1.3:

g g
Fig. A.1.3 a) Fig. A.1.3 b)
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Vi ser, at rektanglets areal dghmen for at fa den oprindelige trekant, skajjeiirfe to retvinklede
trekanter med hgjden h og med grundliniétsv. s. Ifalge det allerede beviste, er arealerne af

disse to retvinklede trekanter lig mek[s, (h hhv. (3, [h, hvormed arealet A af den oprindelige
trekant bliver:
A =tg-160h - 16, = hg-10s+s,)h
Da s, +s, = g (se figur A.1.3 b)) far vi:
A = g —40s +s;)(h = hg—3[gth = 3[glh
hvormed det gnskede er bevist.

Hvis vi endelig ser pa den situation, hvor hgjdaddr udenfor trekanten, s kan vi ud fra den
oprindelige trekant konstruere et rektangel sorhpasfigur A.1.4:

Fig. A.1.4 a) Fig. A.1.4 b)

Vi ser, at rektanglets areal efd+g), hvor s er det pa figur A.1.4 b) markeregé&lst. Men for at fa
den oprindelige trekant, skal vi fjerne to retviedké trekanter med hgjden h og med grundlinie s

hhv. s + g . Ifalge det allerede beviste, er @areal af disse to retvinklede trekanter lig mé&ah
hhv. $[0s+g)h, hvormed arealet A af den oprindelige trekantdstiv

A = l(s+g) —1BMh- i0s+g)h = hB+h@-iBhH-iBh-1@h = LG

Hermed er saetningen bevist i alle tilfaelte.
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Appendix 2. Parallelforskydning oq ret affinitet & grafer for funktioner.

Parallelforskydning.

Som bekendt er en parallelforskydning en opergeonafbildning), der flytter alle planens punkter
lige langt i en given retning. | et koordinatsystlkam en parallelforskydning angives ved et talpar,
der bestemmer hvor langt et vilkarligt punkt skabkkydes i hhv. 1.aksens og 2.aksens retning.

Parallelforskydningen givet ved talparret (2, -&skyder saledes et vilkarligt punkt 2 enheder i
1.aksens retning og —3 enheder i 2.aksens retdedydenne parallelforskydning vil f.eks.
punkterne (-5,1) og (1,3) forskydes over i hk3,2) og (3,0) (Se figur A.2.1)

-3 .(1,3)
AY

Fig. A.2.1
| almindelighed kan vi angive fglgende regel:

Parallelforskydningen givet ved talparret (p,@yefr et vilkarligt punkt (x,y
over i punktet (x +p,y +qQ).

Det skal i gvrigt bemaerkes, at man undertidenkadttaler om: "Parallelforskydningen (p,q)” i
stedet for: "parallelforskydningen givet ved talgan(p,q)”.

Lad nu f veere en given funktion. Hvis vi pardtbeskyder Gr(f), dvs. grafen for f, v.hj.a.
parallelforskydningen (p,q), sa far vi grafen farrey funktion, som vi f.eks. kan kalde g (se figur
A.2.2).

A

"N
e A
M S

(x-p, y-9)

Fig. A.2.2
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Lad (x,y) O Gr(g) veere et vilkarligt punkt pa grafen for g.

Der geelder da, at g(x) =y, idet grafen for en fiorknetop er givet ved de punkter, hvis
andenkoordinat er lig med funktionsveerdien af Bksbrdinaten.

Det punkt pa Gr(f), som forskydes over i (x,y), kaordinaterne (x — p, y — q) (overvej!). Da dett
punkt tilhgrer Gr(f) har vi som ovenfor, at andeaktnaten er funktionsveerdien af
farstekoordinaten, dvs. der geelder: y—q= fR.—

Hvis vi nu kombinerer disse informationer, sa farg(x) =y = f(x —p) + g.

Der geelder altsa falgende saetning:

Seetning A.2.1.
Lad f vaere en given funktion. Nar grafen for frskoydes med parallelforskydningen (p,q), sa
fremkommer grafen for en funktion g, hvis funktitorskrift er givet ved:

9(x) = f(x=p) +q

Bemaerk, at forskydningen p i 1.aksens retning teekia inde funktionsparentesen, medens
forskydningen q i 2.aksens retning lsegges til udefuinktionsparentesen.

Eksempel A.2.2.
Vi vil bestemme forskriften for den funktion g, Bwjraf
fremkommer ved parallelforskydningen (2, —3) affgna

for funktionen f(x) = X (se figur A.2.3) -4 f

Ifglge seetning A.2.1 har vi: :j

gx) = f(x—2)+(=3) = (x—3}3 = ¥—4x+1 \1 \ /g
altsa: 2 3 [

gx) = X¥—4x+1 ¥

Ret affinitet.

En funktions graf kan udover parallelforskydningaginderkastes operationer (afbildninger), som
betegnes rette affiniteter
Vi giver i denne sammenhaeng fglgende definition:
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Definition A.2.3.

a) Ved en ret affinitet med 1.aksen som affinitetsakge P oW
med forvandlingstal k forstas en afbildning, deefg i

et punkt med koordinaterne (x,y) over i et punktime . i a7
koordinaterne (x, ky)  (Se figur A.2.4) l
|

b) Ved en ret affinitet med 2.aksen som affinitetsaige
med forvandlingstal h forstas den afbildning, daef
et punkt med koordinaterne (x,y) over i punktet mec o sl i 5. ¥)
koordinaterne (hx,y) (Se figur A.2.5) Chix, ¥

Pa figur A.2.6 er vist, hvordan en ret affinitetcsr
faconen af en given plan figur. (Den oprindeliggufier
stiplet, og resultatet er fuldt optrukket. Der avendt
forvandlingstallet 2).

Det bemaerkes (overvej !), at hvis forvandlingstadielig
med —1, sa er den rette affinitet en spejlinginitftsaksen,
samt at hvis forvandlingstallet er 0, sa er deteraffinitet
det samme som projektionen pa affinitetsaksen.

s YN —_ -~
Fig. A.2.6
Eksempel A.2.4.
Betragt funktionen f(x) =% NAr vi som vist pa figur A.2.7
foretager en ret affinitet med forvandlings%log med 1.aksen 4
som affinitetsakse, sa far vi (ud fra grafen fogfafen for en f
funktion g, hvis funktionsforskrift vi nu vil bestame. 1
Lad (x,y) veere et vilkarligt valg punkt pa Gr(g)eDpunkt pa J
grafen for f, som ved den rette affinitet feresravg,y), har g
koordinaterne (x,2y) (overvej!). 4 (x2v
Da (x,2y)0 Gr(f) har vi, at 2y = f(x). Og da (x,y) Gr(g) har ]
vi desuden, at: y = g(x). 7 g
Kombineres disse informationer, far vi: . : i - >
g6 =y =102
dvs. Fig. A.2.7

- 1,2
g0 = 1x
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Bemaerk, at dette resultat ikke er overraskendéendeet affinitet med 1.aksen som affinitetsakse
bevarer fgrstekoordinaten (den uafhaengige variafleh multiplicerer andenkoordinaten med

forvandlingstallet (som i dette tilfselde ér). v

| forleengelse af eksempel A.2.4 anfgres fglgendrisge

Seetning A.2.5.
Lad f veere en given funktion.

a) Ved en ret affinitet med 1.aksen som affindks® og [ -
med forvandlingstallet k fares grafen foveoi grafen # <
for en funktion g, hvis funktionsforskrift givet ved:

9(x) =fk)

b) Ved en ret affinitet med 2.aksen som affinda&se og . /C\
med forvandlingstallet h é0) fares grafen for f ove N
grafen for en funktion g, hvis funktionsfori$ker givet S\
ved: e ey

. 9 f

Beuvis:

Beviset for a) overlades til laeseren som en g\dlseksempel A.2.4)
Beviset for b) forlgber saledes:

Lad (x,y) veere et vilkarligt valgt punkt pa Gr(g).

Ifglge definition A.2.3 b) ma koordinaterr(&q,y;) til A
det punkt pa Gr(f), som ved den rette affiniteefar
over i punktet (x,y), veere fastlagt ved: (x,y1) .~ —
X | I/‘ o /((:_y\)\
(hX1,y1) = (X,y), dvs.(Xg,y1) = (F.Y)- \
6.
X : o : X %
Da (-—,y) ligger pa Gr(f), har vi, aff (—j =y, N -
h h ~~——7
og da (x,y) ligger pa Gr(g) har vi desuden, at) g{¥. .
| alt far vi saledes, at g(x) t(ij
h Fig. A.2.10

Hermed er saetningen bevis.
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Pvelse A.2.6.

a) Betragt funktionen f(x) =% Angiv funktionsforskrifterne og skitser graferioe de
funktioner, der fremkommer ved at udseette grafefi flor en ret affinitet i hhv. 1.aksen og i
2.aksen med forvandlingstallet 2.

b) Betragt funktionen f(x) =/x . Angiv funktionsforskrifterne og skitser graferioe de
funktioner, der fremkommer ved at udseette grafefi for en ret affinitet i hhv. 1.aksen og i

2.aksen med forvandlingstallét v
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Appendix 3: Omvendte funktioner.

Lad os, inden vi overhovedet far fortalt, hvad rmanstar ved en omvendt funktion, starte med at
sla fast, at der intet mystisk er ved omvendte fionier! Anvendelse af ordet "omvendt” er en
relativ ting idet en funktion under visse omsteendigheder ldaels en omvendt funktion til en
anden allerede givet funktidn

Hvis vi ser pa sa fredelige funktioner som g(x%x+3 og h(x) =/x , s& taenker man vel ikke

straks p4, at de er "omvendte”. Men som vi skakselette ikke desto mindre tilfeeldet: g er
omvendt funktion til f(x) = 2x — 6, og h er omwrfunktion til f(x) = X, x= 0.

Vi skal fgrst have begrebet en injektiv funktiorfideret:

Definition A.3.1.

En funktion f siges at vaere injektiv, hvis der &nverty 0 Vm(f) findes netop é [0 Dm(f), sa
f(x) =y.

Det overlades til lseseren at lave en figur af grdée en funktion f, som ikke er injektiv og grafen
af en funktion g, som er injektiv.

Det overlades ogsa til leeseren at overveje, atjektiv funktion f er det samme som en funktion
med falgende egenskab: For alle x, (1 Dm(f): x1 # X2 = f(X1) # f(x2).

Endelig overlades det til leeseren at argumenteref@n monoton funktion er injektiv.

Hvis vi et gjeblik vender opmaerksomheden mod dandjeeggende definition af en funktion, sa
siger den som bekendt, at man har en funktion grirmaengde A ind i en maengde B, hvis der til
ethvert element i A ved g tilordnes netop ét elem& Og hvis vi derefter vender blikket mod
den ovenstaende definition af en injektiv funktisé,har vi netop denne situation, idet der til
ethvert element {1 Vm(f) (= A) svarer netop ét Xl Dm(f) (= B). (x er bestemt ved, at f(x) =y).

Vi kan derfor anfagre fglgende definition:

Definition A.3.2.

Hvis f er en injektiv funktion, sa har vi samticdg funktion fra Vm(f) ind i Dm(f). Denne funktion
kaldes den omvendte funktion til f og betegfigs. Og der geelder, atf 1(y) = x = y =)

&~

Fig. A.3.1 Fig. A.3.2
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Indholdet i definition A.3.2 kan illustreres sonswpa figur A.3.1 og A.3.2 (se foregdende side),
hvor figur A.3.2 er af mere skematisk karaktér.

Vi bemaerker, at Dri(!) = Vm(f) og Vmf 1) = Dm(f)

Selve betegnelseh'1 er vel ikke den mest heldige, idet den maske kdede nogen til at tro, at
—1 i f™* har samme betydning som i f.els?, hvilket p& ingen made er tilfeeldet

Betegnelserf “Lstammer fra en matematisk disciplin (teoretisk latge som vi ikke skal komme
ind pa hér. Det vigtige er imidlertid, at betegeel®r knyttet til f, idet der er tale om den omvend
funktion til f, altsa — som omtalt ovenfor — etat¥t begreb til en allerede given starrelse/fumrkti

(Man kunne i princippet have betegnet funktioneml r{ﬁé <f > f eller andet, der indeholder f, men

valget er altsa af forskellige arsager faldet p@dpeelsenf 7).

Eksempel A.3.3.
a) Vivil finde den omvendte funktion til f(x) = 2x 6. Dette er muligt, idet f er voksende og
dermed injektiv. Ifglge definition A.3.2 har vi:

f—l(y):x.g y=f(x) « y=2Xx—-6 « y+6 = 2X < x=1y+3

dvs. fH(y) = 1y+3.
Som bekendt kan vi navngive de variable, som viQfite vil "man” gerne have x til at betegne
den uafheengige variable. Hvis vi gar det, er foftehr for den omvendte funktion givet ved:

f(x)=4x+3.

b) Funktionen f(x) = % x= 0, er voksende og dermed injektiv. (Bemaerk, atdseetningen x 0
ikke kan undveeres. (Hvorfor ikke ?)). Vi vil findens omvendte funktion: Forx0 har vi:

fly)=x = y=fx) = y=X = x=.y |,
altsd: f1(y) = \/y eller:  f1x)= Vx »

Eksempel A.3.4.

Den omvendte funktion til g(x) = 13 , X >-3 findes pa falgende made: For x > — 3 har vi:
X

_ 1 1-3
gl =X = y=g() = y=—— = Yx+8) =1 o Xy =1-8y = x=-—2
X+3 y
dvs. g~l(y) = 1-3y
y
For at finde Dmg_l) bemaerker vi forst, at: x>—-3- x+3>0 = 13 >0 « y>0
X

Dernaest bemeaerkes, at for enhvaardi af y > 0 har ligningen: y = g(x), dvs.=y%3 , en
X

3y

lgsning, nemlig (som vi lige har set): xl: . Vi ser sdledes, at Vm(g) = Rg dermed, at

Dm(g~t) = R, Der gaelder alts&: g (y) = 1=y ,VOR w
y
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@velse A.3.5.
Find en funktionsforskrift for den omvendte funktiohvert af fglgende tilfeelde:
a) gl = -2q-1 b) h(t) ¥t>+2, t=0
X 1
c) f(x) = —— , x<32 d) y(A) = ,A=0 v
) 1) = > x<3 )W) =
@velse A.3.6.

Elveerket Stramsvigt A/S opkraever af deres privatlenren kvartalsafgift pa 200 kr. plus 1,2 kr. pr.

kWh (en energienhed), som kunderne forbruger.

a) Opstil en forskrift for den funktion, der for eniyatkunde angiver elomkostninger pr. kvartal
som funktion af kundens energiforbrug.

b) Bestem det forbrug, som resulterer i en regning5#0 kr. — og forklar, hvad dette har med
omvendte funktioner at gare.

c) Bestem en forskrift, inkl. definitionsmaengde, f@ncomvendte funktion.

d) Las pkt. b) igen — v.hj.a. forskriften for den omdée funktion. v

| forleengelse af eksempel A.3.3 a), Qvelse A.3.6gapvelse A.3.6 anfgres fglgende seetning:

Seetning A.3.7.
Lad f(x) = ax + b veere en lineaer funktion, hvetr @. Da er f injektiv, og
b

iy = Ty -2 yovm®
a a

dvs. f 1 er en lineaer funktion med haeldningskoeffici%nt

Bevis:
At f er injektiv er allerede klargjort, idet f eranoton, nar & 0. Desuden har vi, at
fly)=x = y=f(X) = y=ax+b « y—b= axe x = 1@/ _b
a a

hvoraf vi ser, at:f 'l(y) = 1@/ - E Hermed er saetningen bevi#t.
a a

@velse A.3.8.
| visse dele af verden (f.eks. i USA) angives terapger i°F (grader Fahrenheit), og i andre dele af
verden (f.eks. i Danmark) angives temperatufér grader Celcius).

Temperaturen malt°F er en funktion f af temperaturen x m&l€i, idet der geelder: f(x) %x +32.

a) Find en forskrift for den omvendte funktion, og iydti ord, hvad den beskriver.
b) Hvilken temperatur C svarer til temperaturen 45f ? v

Pvelse A.3.9.
Tegn i hvert af fglgende tilfeelde grafen for fuokien f og dens omvendte funktién® i samme

koordinatsystem, idet den variable for bade fféb betegnes x og afseettes ud af 1.aksen: ffra
a) gvelse A.3.8 b) gvelse A.3.6 c) eksempadlRa) d) eksempel A.3.3 b)y
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Som det fremgar af gvelse A.3.9, er der en speai®imenhaeng mellem grafen for f og grafen for
f71 narde tegnes i samme koordinatsystem, nemligefale saetning (hvis bevis udelades hér):

Seetning A.3.10.

Lad f veere en injektiv funktion.
Hvis vi anvender et koordinatsystem med sammedpée
1. og 2. aksen, sa geelder, at:

grafen forf ! fas ved at spejle grafen for f i linien y = x.

Fig. A.3.3

Som det fremgar af definition A.3.2 og figur A.3)&lder der falgende saetning (overvej !):

Seetning A.3.11.
Lad f veere en injektiv funktion. Da geelder, at

fYf(x)) = x forallexODm(f) og f(fX(y) =y foralleydVm(f)
hvilket ogsa kan formuleres saledes:
(fLof)x) = x forallexODm(f) og (fof )(y) =y foralleydVm(f)

Funktionerne f odg 1 er altsa hinandens omvendte funktioner (overvej!)

| forbindelse med monotoni geelder fglgende saetning:

Seetning A.3.12.
Lad f veere en given funktion.

1) Huvis f er voksende, sa ér* ogsa voksende
2) Huvis f er aftagende, sa &} ogsa aftagende.

Beuvis:
Vi beviser pkt. 1). Pkt. 2) vises pa samme madewvaglades til laeseren som en gvelse.

Lad da y, y» O Vm(f) veere vilk&rligt valgt, sdiy< y». Vi skal da vise, atf L (y1) < f 1(y2).

Dette gar vi ved et sdkaldt indirekte bevis. Viaagr altsa, af "l(yl) < f"l(yz) ikke geelder, og vil
sa argumentere for, at dette farer til en modstrid.

Vi antager derfor, af “1(y1) = f (y,). Da f er voksende far vi hermed at ¥ (y1)) = f(f 1(y2)) ,
dvs. yi = y,. Men dette er i strid med, at vi veat y < y».

Antagelsenf 1 (y1) = f 2(y,) er alts& ikke holdbar, hvormed vi far det gnskedé(y1) < f 1 (y»).
Hermed er saetningen bevis.

Laeseren opfordres til at efterprave/kontrollererseseetnings indhold ud fra de eksempler pa
omvendte funktioner, som har vaeret omtalt i eksempd @velser i det ovenstaende.
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Appendix 4: Spejling i linien med ligningen y = x

Punktet P med koordinaterne (x,y) fares ved eriagajlinien med ligningen y = x over i et punkt
Q, hvis koordinater vi vil finde.

. s

w

; Fig. A.4.1

Ved at projicere P ned pa 1.aksen samt forbinde® (3,0) fremkommer en retvinklet trekant.
Ved spejling i linien y = x fgres denne trekant oiven anden retvinklet trekant som vist pa figuren
Da de to trekanter er kongruente, er kateterneni lobegge lig med hhv. x og y. Vi ser heraf, at
punktet Q har koordinaterne (y,X).

Dette argument kan gentages uanset placeringaméftei P = (x,y).
Hvis x eller y er negative, fas retvinklede trelantvor leengderne af kateterngereller |y|,

hvormed koordinaterne til spejlbilledet Q igen Bli\{y,x). Detaljerne i argumentet — herunder at
tegne figurer, der viser situationen — overladdsaseren som en gvelse.

Vi ser dermed at der geelder fglgende:

Ved en spejling i linien y = x fares punktet (xgper i punktet (y,x),
dvs. punkterne bytter koordinater.
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Appendix 5: Afstanden mellem to punkter i et koodinatsystem.

Seetning A.5.1.

Afstanden|AB| mellem to punkter A og B med koordinaterne Axg,y;) og B =(X,,y,) er
givet ved: AB| = \/(x2 =x1) 2+ (Y, —y,)?

Bevis:

Antag farst, at koordinaterne for A og B opfyldat,x, #x, og y, #Y,, dvs. at A og B ligger pa
en linie, som hverken er vandret eller lodret (sdsh pa figur A.5.1):

F

A(X1,¥1)

2

Yotr--——-1

w

Fig. A.5.1

Punktet C dannes som vist pa figuren, hvorved @enkommer en retvinklet trekant ABC.
Kateterng/AC| og [BQ givet ved: |AC| = |y, -y,| og |BC| =|x,-x,| (idet afstanden mellem

to tal a og b pa en tallinie er givet vefi—b| ).
Ifalge Pythagoras far vi nu:
|AB|2 = |AC|2 + |BC|2 = |Y2 _y1|2 + |X2_X1|2 = (Y2=Y1)? + (X —%y)?
hvor vi i den sidste omskrivning har brugt, at fieret vilkarligt tal q geelder, attq|2 =q?
Ved at tage kvadratroden pa begge sider af lighgdst far vi herefter den gnskede formel.

Hvis x; =x, 0g Yy, #Zy, far vi (overvej — tegn en figur, der viser sitaaien), at:
\/(XZ_X1)2+(YZ_V1)2 = \/(yz _Y1)2 = |y2 _y1| = |AB|

hvor vi har anvendt, at der for et vilkarligt tabeelder, at/q? :|q|, hvormed formlen ogséa gaelder

i denne situation. Og tilsvarende hwg# X, og y,; =Yy,. Hermed er seetningen bevmst.
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Appendix 6: Additionsformel bevist v.hj.a. vektorer.

Dette appendix kreever kendskab til vektorer. Deegiher et noget "hurtigere” bevis for additionsfiolen for cos(u-v)
end beviset i gvelse 2.31.

Vi ser p vektorer i et koordinatsystem med bagi®rerne i og j.

Definition A.6.1.
Ved retningsvinklerfor en egentlig vektog forstas vinklen fra ferste basisvektortil & .

Hvis @’s retningsvinkel betegnes v, ses det (tegn err figuovervej !), at enhedsvektoren isa

. . ~ cosv .o .
retning er givet vede, = ( , J hvormed vi far, at der geelder fglgende saetning:
sinv

Seetning A.6.2.
Hvis & er en egentlig vektor, og v er en vilkarlig vinke& geelder der falgende:
v er retningsvinket fa

= . _(cosv
= a=
A o |
Seetning A.6.3.

Hvis aog ber egentlige vektorer med retningsvinklern®g , , s& betegnes vinklen fratik
b ved: 0(a,b ). Der geaelder da, atl(a,b) =w— Vs

Beviset overlades til laeseren.

Seaetning A.6.4.
Hvis u og v er givne tal, sa er cos(u — V) = dossv + siniginv

. ~ . . . - cosu
Bevis: Lad €, og €, veere enhedsvektorer med retningsvinklerne u @pwere, = ( . J og
sinu

cosv . - . _ - :
e, = (sinv} Ifalge seetning A.6.3 etl(€,,€,) = u—v, hvormed vinklen melle®, og &, er lig

med u —v eller v —u. Da der geelder, at cos(=xgos(x), ser vi altsa, at cos(u —v) = cos(y).—u

. . , : . = alb
Desuden ved vi, at hvis w er vinklen mellem to eljge vektorer aog b, sa er cosfw) = W
- b‘
Hvis vi kombinerer disse informationer, far vi:
ele . I .
cos(u —v) =—-—— =g, [&, = cosvdosu + sin8inu = cos(@osv + siniBinv

v

hvormed det gnskede er bevise.

u
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Opgavesamling
(Bemaerk, at der er en modelopgavesamling pa siflerM@r opgaverne ogsa nogenlunde er
anbragt i fagkronologisk reekkefglge).

Kapitel 1.

1.1. 1en retvinklet trekamABC, hvorC = 90, er |AB|= 75 og |AC| =32
Bestem de ukendte vinkler og sider i trekanten.

1.2. 1en retvinklet trekanASTU, hvorJU = 9@, ert = 14 og s = 5.
Bestem de ukendte vinkler og sider i trekanten.

1.3. I en retvinklet trekanAABC, hvorOC = 9C, erJA = 37,9 og|AC| =411
Bestem de ukendte vinkler og sider i trekanten.

1.4. | en retvinklet trekanAPQR, hvor1Q = 9C, er g = 14,6 o@lP = 32,4.
Bestem de ukendte vinkler og sider i trekanten.

1.5. En trekant afgreenses af de to koordinatakser kaiert med ligningen 5x + 3y = 12.
Tegn en skitse, der viser trekanten og bestenvaillder og sidelaengder i trekanten.

1.6. En trekant afgreenses af linierne med ligningerne:
X+3y =6, -3x+y=-2 o0og x+3y =-4
a) Tegn trekanten i et koordinatsystem.
b) Beregn leengderne af siderne (se Appendix Brggmentér for, at det er en retvinklet
trekant.
c) Beregn stagrrelserne af vinklerne i trekanten.

1.7. Vis, at hvis en ret linie i et koordinatsystermdar vinklen v med farsteaksen, s er liniens
haeldningskoefficient lig med tan(v).

1.8. | en firkant PQRS, eénSPQ =0PQR = 90 og JRSP er stump (dvs. over90
Desuden vides, 3PQJ =12, |QR =17 og |[R§=15.

a) Tegn en model af firkanten
(dvs. en figur (skitse), der viser den givn&dmt med rimelige indbyrdes stagrrelsesforhold).
b) Bestem vinklerne mellem de to diagonaler PR)&g

1.9. len trekanNABC er |AB|= 75, |AC|=32 og |BC|=69
Bestem stgrrelserne af vinklerne i trekanten.
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1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.
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| et koordinatsystem har vi en trekant, hvis hgarA, B og C har koordinaterne:
A=(8,1), B=(13)og C=(3,20)
Beregn alle trekantens sidelsengder og vinkeldssmegSe evt. Appendix 5).

Om trekant ABC vides, at siden b er 1,7 gangasg som a, og at siden ¢ er 2,6 gange sa lang
som a. Bestem trekantens vinkler.

En trekant kaldes ligebendivis to af siderne er lige lange, medens dendreide har en

anden leengde. Den tredje sides kaldes da oftedodgnien i den ligebenede trekant.

a) Tegn en skitse af en ligebenet trekant og visirdderne ved grundlinien er lige store.

b) Vis v.hj.a. sinusrelationerne, at hvis to af vinkiei en trekant er lige store, sa er
trekanten ligebenet.

Find alle sider og alle vinkler, samt trekanterae=al i hvert af nedenstaende tilfaelde, hvor
det omAABC er givet:

a) OC =90, DA =22 0g|AB|=5

b) OA =0B =38 og |AB|=8

c) AABC er ligesidet (dvs. alle tre sider er lige lajyggy en af hgjderne har lsengden 23.
d) OC =90, |AC|=2 og |[CB=5

e) OB =38& og |AB|=|BC=4

Find alle sider og alle vinkler, samt trekanteread i hvert af nedenstaende tilfeelde, hvor det
omAPQR er givet:

a) P =93, 0Q=44 og q=12

by OP= 17, p=13 og q=10

c) OP=2336 g=7,4 og r=8,6

Argumentér for, at der ikke findes en trekARQR, hvorJQ = 48,3, q = 14,6 og p = 32,4.

Undersag i hvert af fglgende tilfeelde, om trek®ABC eksisterer, og hvis den gar, sa bestem
de ukendte vinkler og sider, samt trekantens areal.
(Hvis der er mere end én Igsning, sa bestemmes sidkler og areal i alle Igsningerne):

a) OB =234, |[BA|=85 og |AC|=73
b) OA=50, a=7,4 og b=10
c) OC=82, |BA|=12 og |BC|=1

| trekant PQR efP = 122, |PQ=20 og |PR=35

a) Bestem hgjdenlfdvs. hgjden fra Q og ned pa siden q eller deforéengelse).
b) Bestem arealet af trekanten.
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1.18.1 trekant ABC efBC| =53, OC = 42 og OB = 31,
Bestem hgjde, (dvs. hgjden fra A pa siden BC).

1.19.1 trekant PQR erlP =90, q =23 ogvg=34
(vg = 34 betyder, at vinkelhalveringslinien for vinkelhar laengden 34).
Bestem de ukendte sider og vinkler i trekanten.

1.20.1trekant PQR er q = 16, r=7 og, = 6.
(m, = 6 betyder, at medianen — dvs. linien fra @nittitpunktet af g — har leengden 6)
Bestem trekantens vinkler og leengden af siden QR.

1.21.1en trekant PQR énP= 50, r =23 og vinkelhalveringsliniew, for vinkel P har leengden 19.
Tegn en model af trekanten og bestem starrelselQadg[IR.

1.22.1trekant PQRer p=7,2, q=10,6 ogr=14,9
Bestem leengden af medianem (dvs. linien fra Q til midtpunktet af siden q)

1.23. Om trekant ABC vides, at siden b er 1,3 ganga&sg som a, og at siden c er 2,1 gange sa
lang som a.
Desuden vides, dt, (dvs. hgjden fra A pa siden a eller dennes fagke) har laengden 7,2.

Bestem laengderne af trekantens sider.

1.24.0m trekant PQR oplyses, at:

* hy=105(dvs. hgjden fra Q til siden PR har leengden 105 ptchgjdens fodpunkt (dvs.
der hvor hgjden rammer siden PR) kaldes S

¢ m, =117(dvs. medianen fra Q til midtpunktet af siden PRIe@ngden 117), og at
midtpunktet kaldes T

« [P =406

a) Argumentér for, at der er to mulige trekanter, ogfiylder det givne. (Tegn en skitse !)

b) Bestem alle sider og vinkler i den trekant, hvi@ TP er stump (dvs. over 90

1.25.1en trekant ABC era =16,7,b =19,8 og c 614,
Beregn laengden af medianan, og lsengden af vinkelhalveringslinjeg.

1.26. Et trapez er en firkant, hvor to af siderne er pelta. | trapezet PQRS (se figuren gverst pa
neeste side) efd]P = 116, |PQ =10, |P$=8 og |QR/=17.
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Q R
P S
Diagonalerne QS og PR skeerer hinanden i et punkt T
Bestem|QT].
Kapitel 2

2.1.

2.2.

2.3.

Tegn graferne for fglgende funktioner (v.hj.agetftegningsprogram):
a) 21cos@x) b) —3sin(0,2x) c) 04cosbx) d) —2sin(5n x)
Kommentér resultaterne — og angiv perioden for laféunktionerne.

Tegn herefter (v.hj.a. graftegningsprogrammet)egrad for falgende funktioner i samme
koordinatsystem som den tilsvarende funktion ove(dlisa a) og al) i samme
koordinatsystem, osv.):

al) 2lcos@x—2) bl) —3sin(02x+1) cl) 04cosbx—-20) dl1)-2sin(bnix+4n)
Kommentér resultaterne.

Gaor rede for, at grafen for funktionen g(x)-8sin@x —6) + k&n fremkomme ud fra grafen
for f(x) = sin(x) pa felgende made:
1) Farst udseettes grafen for f for en ret affinit2taksen med forvandlingstallét

Angiv forskriften for den funktion, der fremkommieerved.

2) Grafen for den nye funktion fra pkt. 1 udseettesefoparallelforskydning (2,0) — dvs. 2 i
1.aksens retning. Angiv forskriften for den funktjaer fremkommer herved.

3) Grafen for den nye funktion i pkt. 2 udseettes foret affinitet i 1.aksen med
forvandlingstallet — 3. Angiv forskriften for déanktion, der fremkommer herved.

4) Grafen for den nye funktion fra pkt. 3 udseettessioparallelforskydning (0,3) — dvs. 3 i
2.aksens retning. Angiv forskriften for den funktjaer fremkommer herved. Det skulle
gerne veere g(x).

Lav v.hj.a. et graftegningsprogram en lille tegmes@gerne i farver), som viser de 4 skridt i

processen, og som derfor slutter med grafen for g.

a) Hvordan fremkommer grafen for funktionen )x3sin(@x—-8)+1 ud fra grafen for
f(x) =sin(x) ? Tegn grafen for h.

b) Hvordan fremkommer grafen for funktionen jé¢$cos@x+6)—-1 ud fra grafen for
f(x) = cos(x) ? Tegn grafen for j.
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.
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Las fglgende ligninger v.hj.a. tabellen i gvelsg 2

a) cos) Z% b) cosx =3 C) sinx=-3 d) cos(x)=0
e) cosxz—g , x0[ 0;4m] f)sin(x):—g , x0O[-m;m]

Las fglgende ligninger v.hj.a. tabellen i gvelsks2

a) tanx=-1 b) tan(x):g : xD[—n;ZT[] C) tarx = V3, xD[O;4n]
Las ligningerne:

a) sin(x) = —0,734 , xm{—g;’—ﬂ b) cos(x) = 2,36 C) 00sE 0,44
Lgs ligningerne:

a) tanx =- 323 b) tan(x) = 0,134 c) tan(x) 200 |, xD[—Zn;Zn]
Las ligningerne:

a) sin3x = -0,245 , xD[O;n] b) sin(05x) = 0123 , XD[O;ST[]

c) cosAx = -0,777 , xD[O;T[] d) cosgx) = 0,785, xD[0;6T[]

e) tan2x = -3145 , xD[O;T[] f) tank-m =15, xD[O;T[]

Los ligningerne: a)xin(2-04x) , XD[—8;8] b)tan(,2x + 24) , XD[—4;7]

En funktion f er givet ved: f(x) = 2cos(2x), xD[O;n]
Las ligningen: f(x) =3

a) Find de reelle tak D[O;n] som er Igsninger til ligningen2cos” x —cosx -1= 0
b) Find de reelle tak D[ —n;n] som er Igsninger til ligningen2sin® x - 05sinx —-1= 0

Las falgende uligheder:

a) sinx <3

b) -5 <cosx<0 , xO[ -]
c) sinx =023 , xD[O;Zn]
d) tan(x) <0163 , xD]—n;n[
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2.13. Las falgende uligheder:
a) tan@x) =1 , xD[O;T[]
b) cos@-5x)<-012 , xO[-13]
c) sinGx-m = 02317 , xD[O;Zn]
d) 1< 5sin(26x-4) <3 , x0O[0;43]

2.14.Lgs uligheden:cos’ x = 06 , xO[0;2m]

2.15. Omskriv/IReducér/Simplificér fglgende udtryk:
a) 3cos x —cos@x) +sin® x
b) 2cos@x) -sin®(2x) + 2
c) 6sinxlcosy—3sin(x —y)

2.16.Vis at: sinx—cosx = x/EE'kin(x—E)

Skitsér grafen for g(x) =sinx —cos X

2.17. Omskriv/Reducér/Simplificér fglgende udtryk:
a) Ltanx [$in(2x) +cos x
b) (4tan@x)-cos x) [{L-tan®x)

2.18. Skitsér grafen for funktionen: f(x) x®-9sinx , X D[—5;5]

2.19. Skitsér grafen for funktionen: h(x) fanx —3x* , xD[—l;%]

Kapitel 3.
3.1. Find differentialkvotienterne af fglgende funktesn
a) f(x) =cos’(-4x) b) g(x) =x*cosk* ) ¢) h(x) :COSX[SIFIX
3cosx +4

3.2. Enfunktion g er givet ved: g(x) 2sinx +3cos .xLgs ligningen:g'(x)= 0

3.3. Findf'(%) , f'(¥) og ' (2) for funktionen: f(x) = 5cosx +sin® X

3.4. Angiv det approximerende fgrstegradspolynomiuadlet 3 for funktionen
g(X) =cos (2x)+1x
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3.5. Argumentér for, atsinx = xar x=0. Giv en geometrisk fortolkning af dette.

3.6. | @velse 2.17 omtales funktionen cot(x). Visat'(x) = —1-cot*x = - 12
sin® x
3.7. Find differentialkvotienten af falgende funktioner
a) f(x) = jtan’x - tanx b) g(x) =sin2x[tan x c) h(x) = 22X *sinx
COsX

3.8. Bestem en ligning for tangenten til grafen forktionen f i punktet (2, f(2)), idet

a) f(x) = x2 [an x b) f(x) =2* [tan x Q) f(x) = X
sinx +5

3.9. Argumentér for, attarx = x nar x =0. Giv en geometrisk forklaring af dette.

3.10. Argumentér for, at funktionen: f(x) =3x +2cos( >r monoton.

Argumentér for, at ligningen f(x) = a har netaplésning for alle &1 R
Bestem lgsningen til ligningen: f(x) = 8 (anvertgpassende elektronisk hjeelpemiddel).

3.11. Las ligningen fgx) = 0 og bestem veerdimaengden for g, idet g\atgied:
a) g(x) =3x-5cosx , x[0;2n] b) g(x) =24x -3tanx , xO[0;2r\{ 7,31}

3.12.

sin(x) sin(2x)

0.8+
0.61
0.41

0.21

0.6+

0.81

121

1.4+
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3.14.

3.15.

3.16.

3.17.
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Pa figuren ses graferne for funktionesia  og sin2 x. En vilkarlig linie parallel med
2.aksen skeerer grafen fein  ixet punkt A og grafen fasin2 X et punkt B.

Find ud af, hvor denne linie skal tegnes, foiAB| bliver maksimal.

Angiv den maksimale vaerdi #B] .

Bestem starsteveerdi, mindstevaerdi, monotoniforbgldserdimaengde for hver af funktionerne:
a) f(x) = cos@x)+sin(2x) xD[—T[;T[]
b) g(x) = 2cosx +3sinx , x0O[0;2n]

Bestem monotoniforhold og maximum for funktionen:
f(x) =4co{3x i nj +16 , xO [ 0;2T[]

Skitsér grafen for funktionen.
Bestem en ligning for tangenten i punk(€t, f (7))

Bestem monotoniforhold og lokale ekstrema for tiorien:
h(x) = 4cos’(x) , XD[—E;%T}

Skitsér grafen for funktionen.
Bestem en ligning for tangenten i punk{€t, f (7))

Bestem monotoniforhold og lokale ekstrema for tiorien:
h(x) 8cos’(x) , X D} _1_21;5711{

Skitsér grafen for funktionen.
Bestem en ligning for tangenten i punk(€t, f (3))

| denne opgave vil vi se pa et rektangel, denaskrevet i en halvcirkel som vist pa figuren:

r er cirklens radius, y er rektanglets hgjde, kawvdelen af rektanglets bredde, og v er
vinklen mellem radius op til det ene hjgrne af askflet og rektanglets bundlinie (se figuren).
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a) Udtryk x og y ved radius r og vinkel v
b) Bestem et udtryk for arealet af rektanglet $onktion af v.
c) Bestem den eksakte veerdi af x og y i det irelsie rektangel, der har stgrst areal.

3.18. Bestem efter samme principper som i opgave 3.hgdan af siderne i et rektangel, som
indskrives i en cirkel med radius r.

Opgaver med stamfunktioner og integration:

3.19. Bestem til hver af de falgende funktioner en starkfion, hvis graf gar igennem punktet: (1,9)
a) f(x) = 4cosx b) f(x) =tan? x c) f(x) =2sinbx—- 3)

3.20. Bestem til hver af de fglgende funktioner en starkfion, der har linien y = 2x + 5 som
tangent. (Bemeerk: Der er i hvert tilfeelde mangeilmger. Bestem blot én af dem):

a) f(x) = 4cosx b) f(x) =tan® x c) f(x) =2sinbx—- 3)

3.21. Udregn fglgende ubestemte integraler:

a) _[ x [Eosxdx b) j — A;(;?ftjs?nstmt dt ¢ j cos’ (x) Binx dx

d) _[xzsinxdx e) _[cos(t) 12 dt
(Vejledning til d)og e)Benyt delvis integration to gange efter hinanden)

3.22. Udregn fglgende ubestemte integraler:

1 sinx X
a dx b dx C dx
) J-co><2x ) J-coszx ) Icos2 X

3.23. Beregn fglgende bestemte integraler:

a) J';TIS(Zcosx —3sinx)dx b) j :/4 sin(@x)dx

c) IZ/4 2x sin(@x) dx d)j://j x2 cosx dx

e) joﬂlg (tgx + tg®x)dx f) J' LIEZSinXMdX
) J' sz?’/g tg3x dx h) J'://sz cos>)dx

3.24.Pa figuren i opgave 3.12 ses graferne for singx3ia(2x).
Bestem arealet af den punktmaengde, der i intetv[ﬂm] afgreenses af de to funktioners
grafer.
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3.25. Tegn grafen for funktionen f(x) -8sinx~v/1-cosx , x0 [O;n]
Bestem arealet af omradet mellem grafen og 1.aksen

3.26. Tegn grafen for funktionen: g(x) 2sinx +3cos x x[ [0;21'[]
Bestem arealet af det omrade mellem grafen ogérakder ligger under 1.aksen.

Modelopgaver:
(Opgaverne er forsggt anbragt i fagkronologisk reekkfglge).

M.1: Som bilist mm. stader man ved visse stejle bagkest advarselsskilt med angivelse af
bakkens haeldning. Ved en bestemt bakke star deakiens haeldning er 14 %, dvs. at bakken
stiger 14 m pr. 100 m vejbane (se figuren):

100 m
14 m

Bestem bakkens heeldningsvinkel v.

M.2: En arkitekt skal tegne et hus med
beboelse under tagkonstruktionen (dvs. 1.s¢
under taget som antydet pa figuren).

Da minimumshgjden i beboelsesrum skal

veere 2,32 m, gnsker arkitekten netop denne

hgjde. Og p.gr.a. overvejelser om sne- og
vindtryk skal tagets heeldning veere’48

Hvor bredt skal huset veere ved soklen, nar N 0.6 m
der skal veere 60 cm tagudheeng i begge 500 m '
sider, og nar rummene pa farste sal skal vae '
5,00 m brede i fuld hgjde ?

M.3: Beregning af hgjder:
a) Find hgjden af fyrtarnet, idet det oplyses,gtetinien til fyrtarnets top danner vinklen 18,2ar
afstanden til fyret er 100 m. (Se figuren p&ieeside)
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b) Hgjden af en klippeg gnskes malt. Dette forégéet skib, hvor synsvinklen i afstanden 600 m
males til 38,7

Hvor hgj er klippegen ?

Problemet med hgjdemalingsmetoden i bade opgavg ) er, at man skal kende afstanden fra
observationspunktet og hen til fodpunktet for hajtta toppen af det man gnsker at male hgjden
af. Og denne afstand kan i praksis undertiden vaarskelig at finde.

Det, man sa kan ggre i stedet for, er at anvendbgervationspunkter, som — sammen med
fundamentet af det man gnsker at bestemme hgjdetigafer pa en ret linie ! Man finder da dels
afstanden mellem de to observationspunkter, dete teskellige synsvinkler (vinklen mellem
vandret og sigtelinjen til objektets top) i de twservationspunkter. Og herefter beregnes hgjden af
objektet f.eks. v.hj.a sinusrelationerne.

c) Lad os betragte problemstillingen med hgjdefyradrnet i opgave a), men nu med nye data
Som vist pa figuren males vinklen mellem digten til fyrtarnets top og vandret til 19,2men
nu i en ny, ukendt afstand). Og ved at ga 7éengere veek fra fyrtarnet findes, at sigtelinian n
danner en vinkel pa 18,&ed vandret.
Tegne en skitse af situationen — og beregefteerhgjden af fyrtarnet.

d) Lad os herefter betragte maling af hgjden igbldgen i opgave b), men nu med nye data.
Som vist pa figuren males synsvinklen til 3§¥en i en ny, ukendt afstand). Og ved at sejle
200 m leengere vaek fra klippegen findes, a\dgilen nu er 31,9
Tegn en skitse af situationen — og beregnftezregjden af klippegen.
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e) En projektar lyser op pa nogle relativt lavtiyasrde skyer, hvorved der dannes en lysplet.
| en given position ved jordoverfladen maleskien mellem vandret og sigtelinjen til lyspletten
pa skyen til 337 Ved at ga 120 m naermere projektgren males damténde vinklen til 36°8
Hvor hgjt oppe befinder skyen sig ?

En seaerlig variant af hgjdebestemmelse har vi ekebiispred "Fyrtarn pa klint”:

f) Fra et skib, som ligger i en ukendt afstandefineklint, males vinklen mellem vandret og
sigtelinierne til fyrtarnets bund hhv. fyrtéta top (se figuren). Resultatet bliver 3ghiv. 48,5.
Hvor hgj er klinten, nar det vides, at fyri@irer 26 m hgijt ?

(Vejledning: Antag, at fyrtarnets side ud niavet er lodret — hvilket stort set er korrekt — og
indtegn en retvinklet trekant, hvis hypotenessigtelinien til fyrtarnets top )

e
Ve
. -", z ///
t -
\.:‘, //,/ “
e
<8 387 4

M.4: Beregning af afstande.

M.4.1)

En sommerdag er to gymnasieelever taget til stranag med sig har de bl.a. et langt méaleband og
en vinkelmaler til sigtelinier. De vil nemlig bestene afstanden fra kysten og ud til en lille g, mde
de prgver at svgmme derud.

De placerer to stokke i vandkanten i en afstandQ@im fra hinanden. (De placeres i punkterne A
og B pa figuren). Ved maling i A af vinklen mellesigtelinien til @en og sigtelinien til punktet B
finder de vinklen 72 P& samme made findes i B vinkler?.58

a) Hvor langt er der fra A til gen ? .
Hvor langt er der fra B til gen ? lN

b) Hvor langt er der fra kysten til gen ? K s vand
Hvorskal de starte med at svemme, for at turen / .
bliver kortest mulig ? K .

c) Afstanden fra A til B kan males temmelig ngjggt ' .
hvorimod vinklerne kun kan males med en /7P 58"
ngjagtighed pa 2°. "
Hvor meget kan det dermed teenkes, at den &indn 200 m
afstand i b) skal forages med ?

strand
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d) Beskriv en metode til at male afstanden overen, sddan at vinklen ved det ene observations-
punkt bliver 98

M.4 2):

Efter en succesfuld udmaling og
svgmmetur tager de to gymnasieelever fra
delopgave M4 1) ud til en anden strand,
hvor der er to ger £bg @. De har

tidligere svemmet over til @men vil nu
bestemme afstanden mellem & &

inden de giver sig ud pa den helt store
udfordring: Farst at svemme tih@& og

efter en passende pause her da at svgmme
videre til @&.

De anvender samme metode som i M4 1),
idet de anbringer to stokke i vandkanten i
punkterne A og B, hvorefter de maler
afstanden mellem A og B, samt vinklerne A 180 m B

for sigtelinierne. strand

De far fglgende data (se figurenAB| =180m, 0@AD; = 73, OB,AB = 31°,
DABQz =47 0og DQzBQl =67

Beregn afstanden mellem @g @&
(Vejledning Anvend sinus- og cosinusrelationerne pa passeakianter)

M.5: Lysets Brydning
Nar en lysstrale (med en given bglgeleengde) passaret medium (f.eks. luft) til et andet (f.eks.
glas), eendres bade lysets hastighed og dets refdémpne aendring bestemmes af brydningsloven:

Sini _ Vmedia

SiNb V, ey Lysstrile
hvilket i det konkrete eksempel er lig med: \ :
SN _ Vit |
SiND Vg Luft 'l
hvor i og b er de pé figuren angivne vinkler, og e Vi
hVOr V egia NNV. V edieo €T lySets hastighed i det Cilag |
medie, hvor lyset kommer fra hhv. gar ind i. (I det lh

konkrete eksempel er de to medier luft og glas). I

Vinklerne i og b, som kaldes hhv. indfaldsvinklemlrydningsvinklen, er i et forsgg som vist pa
figuren bestemt til: i=430g b = 27.
a) Bestem lysets hastighed i glas, idet hastighedigher: v, ; = 300000.000 m/s.

b) Bestem brydningsvinklen for en lysstrale, der ikimtkrete forsag har en indfaldsvinkel p& 30
c) Viantager, at glasset i forsgget er en 4 cm tgisgjade.
Hvor mange cm vil lysstralen blive forskudt, nésdy passerer igennem glasset, hvis
indfaldsvinklen er 627 (Lav en figur !)
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Hvis lysstralen sendes fraasset op i luften (svarende til at stralen gérin "vendes”), bliver

brydningsvinklen b stgrre end indfaldsvinklen iofBtaverne i og b skal blot byttes om pa figuren).

d) Argumentér for, at dette stemmer med brydningslpW&or v .4iq < Vmedie -

Hvis vi nu i denne situation forgger indfaldsvinklie sa vil brydningsvinklen b ogsa blive starre

(og den er altsa hele tiden starre end i !). Ndfaldsvinklen i har en vis starrelsg

("greensevinklen”), er brydningsvinklen 9®a b ikke kan blive starre, vil der ikke forekomm

brydning, hvis

i > i,. | denne situation vil alt lyset blive reflekt¢reed i glasset igen ved overfladen (i en retning
bestemt af reglen om at indfaldsvinkel og udfaldkel ved en refleksion er lige store). Man taler i

en sadan situation om total refleksion
e) Beregn greensevinkleg i det konkrete forsgg, der omtales i denne opgave

Feenomenet total refleksion spiller en afggrende rdleks. prismekikkerter, optiske fibre (til

datakommunikation) og endoskoper (til optisk undgedse af indre organer, f.eks. mavesak).

Den interesserede laeser henvises til litteratune@imnerne.

M6. Jordkloden.

M6 1): Leengde og breddegrader N
Som det formodentlig er laeseren bekendt, er Jaraketelt i

QO

Pa figuren ses et snit igennem Jorden, hvor N egtiv. Nordpolen og

breddegrader og leengdegrader.
Sydpolen, O er Jordens centrum og Q er et givdtgdgordoverfladen. /

Ved breddegraden b for stedet Q forstas den viulegler vises pa
figuren. Breddegraden kan altsa veere alt fra®4ib®90° (Vi taler om
"syd” og "nord” i stedet for — og +). Zkvator Hareddegraden®0
Det fremgar, at alle punkter pa Jordens overflade har samme
breddegrad som Q, ligger pa cirklen gennem Q mnaléd sekvator.

‘N
7

a) Bestem radius i denne cirkel, hvis breddegradetf nord, idet
det antages, at Jorden er kugleformet meadins pa 6367 km.

Leengdegrader bestar af halvcirkler fra NordpoleSyidpolen (se
figuren, som viser Jorden set fra Nordpolen mededraf

leengdegraderne indtegnet). Inddelingen er foretaggbtat den
laengdegrad, der gar igennem Greenwich i Londoresat(,
hvorefter leengdegraderne gar fra 186t til 180 vest.

Vest
b) Bestem afstanden langs aekvator mellem leengdemred 0

14 gst og 17vest.

Pa figuren gverst pa naeste side ses Jorden "ssitléna’. Der er indtegnet sekvator og den 41.
breddegrad nord. Der er desuden markeret byerrie @yporto) i Portugal og New York i USA,

som begge (praktisk talt) ligger pa 41 grader rigroitedde. Porto ligger ved laengdegradenest,

og New York ligger ved 74vest.
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Vi forestiller os nu, at et skib sejler langs dédn 4
breddegrad fra Porto til New York.

[o]
NY Portc 41" nord

c) Hvor langt har skibet sejlet ?

d) Er den valgte rute den korteste imellem Portdlegy
York ? Begrund svaret !

Man har i mange arhundrede kunnet bestemme
breddegraden af et skib (eller en karavane i earzosv.)
ved at male vinklen mellem sigtelinien til Nordstjen og
horisonten (eller mellem sigtelinien til Nordstjemog
lodret). P& den sydlige halvkugle brugte man Syskoir
stedet for Nordstjernen.

Men bestemmelse af leengdegraden kreevede et ngjasgigaende” ur — og dette blev farst
opfundet/konstrueret i begyndelsen af 1700-tallet.

Tanken om at sejle langs en given breddegrad ér ke sa urealistisk, som man maske skulle tro.

M6 2): Afstande pa Jordkloden bestemt fra fly.

Et fly befinder sig i 11 km'’s hgjde over jordovedtn. Idet flyet
passerer hen over havnen pa en g, kan man franfiyep se et
skib i horisonten. (Situationen er skitseret paifam, hvor det dog  Fly=
skal bemaerkes, at de indbyrdes starrelsesforhkélphlisser).

a) Beregn skibets afstand fra havnen (idet detgast, at Jorden er
kugleformet med en radius pa 6367 km).

M.7. Vejrtraekning
For en person, der sover, kan rumfanget af lungered god
tilneermelse beskrives ved en model af typen:

V(t) = alcosplt)+c
hvor V males i liter og tiden t i sekunder, og hparametrene a, b og ¢ beskriver modellen for en
konkret person.
a) Diskutér rimeligheden af denne model, og fatki@ad starrelserne a, b og ¢ beskriver.

Medicinstuderende Egon Hansen har indvilget i iade i et forsgg, hvor man maler pa hans
vejrtraekning, dels i vagen tilstand, dels i enpésiode under hans sgvn. Man har derved fundet
frem til, at c ca. er lig med 2,6 liter, samt atceen registrerede sgvnperiode var ca. 0,8 liter.
Desuden blev det under sgvnen registreret, atgemiéor vejtraekningen var 8 sek.
b) Bestem veerdien af tallet b
c) Opskriv funktionsforskriften for Egon Hansenaderumfang i den malte sgvnperiode.

(Man er pabegyndt tidtagningen netop, nar Buarfuldfert en vejrtraekning)
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d) Maleperioden under sgvnen varede 12 minutter.
Hvor mange liter luft har Egon indandet i IbBdenne periode ?

M.8. Skrat kast

Den fysiske teori for et skrat kast bygger pa vedegrebet og specielt pa beveegelsesligninger for
bevaegelse med konstant acceleration hhv. med karstatighed. Dette vil ikke blive gennemgaet
her (se en leerebog i fysik). Men ud fra disse Hegrger man i fysik rede for, at hvis en genstand
(f.eks. en bold, et spyd eller en kanonkugle) ksiskgydes skrat opad i luften, og hvis vi kan sé bor
fra luftmodstanden, sa kan banekurven (jfr. figliteeskrives ved udtrykket:

L 4

_ g 2
=———>= _ [X° + tanviXx
y 2u? [toS’ v

hvor

« g ertyngdeaccelerationen (g = 9,82 /s

« U er genstandens fart (malt i m/s) i det gjeblilgrrgenstanden slippes.

» v ervinklen mellem vandret og den retning, hvansgtanden kastes

e (x,y)er et punkt pa banekurven.
(Bemeerk, at vi har forudsat, at genstanden staf®0), dvs. koordinatsystemet er indlagt, sa det
passer til dette).

Vi ser saledes, at banekurven er en parabel (aidtdasteparabel), som vender grenene nedad,

idet koefficienten til X er negativ, da—% <0
2u [CoS v

a) Bevis, at den maksimale stighgjdg.y kastet (se figuren) er givet ved formlen:

_ u?Bin?v
Ymax = 2—9

b) Bevis, at kasteleengdepxmalt i samme hgjde som udgangspunktet (se figumegivet ved:

_ u?EBinv)

max ~
g
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-
NV i 3000 m 3afar

En kanon er anbragt ved kysten, og den affyrer geamaed farten u = 185 m/s.
c) | hvilken vinkel skal kanonen affyres for at rameteskib, der er 3000 m fra land ?
(Kan der teenkes at vaere mere end et svar pa gettgssnal ? Og givet fald hvilke ?)
d) Det viste sig imidlertid, at granaten, da den vajshoppe, ramte en flyvemaskine.
Hvor hgjt oppe flgj denne maskine ?
(Kan der teenkes at vaere mere end et svar pa gettgssnal ? Og givet fald hvilke ?)
e) Hvor langt skal skibet sejle ud for at veere udekBoronens raekkevidde ?

M.9. Rundt om hjgrnet.

| forbindelse med afstivningen af et gammelt hosy snan gnsker at bevare, har det vist sig, at man
er ngdsaget til at baere nogle lange indre afstigemem en korridor i huset. Denne korridor
danner et givet sted en ret vinkel som vist paréigu

j// W S0 0 7 S Al 0 L 00 S iV 7 A T AP

22 m

===

r

LI LTIl L

e e e N N e SN R N N

P
1,65 m

a) Gar rede for, at afstanden g mellem punkteriog 8 er givet ved:

o) = >+ 22
sinv  cosv
hvor v er den pa figuren angivne vinkel.
b) Find den stagrst mulige leengde, som en afskiaerhave, for at den kan passere hjgrnet.
(Vi antager, at afstiverens bredde er s§ itevi kan se bort fra den).
c) | det ovenstaende er der ikieget hgjde for korridorens hgjde

Hvor lang kan afstiveren veere, hvis korridoee2,1 m hgj ?
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M.10. The Cardiff Bay Barrage, der ligger ved 1
byen Cardiff i det sydlige Wales ud mod Bristol-
kanalen, er en af de stgrste investeringer og
ingenigrprojekter, der er gennemfgrt i
Storbritannien (feerdiggjort i 1999). Den 1,1 km
lange "barrage” (dvs. en deemning med sluse)
indeslutter floderne Taff's og Ely’s udlgb, og
skaber derved en over 2 knstor lagune med en
ca. 13 km lang permanent waterfront ("sgside”).
Tidevandsforskellen i Bristol-kanalen er ved
Cardiff Bay op til 14 m, og inden bygningen af
deemningen var bugten utilgaengelig i samlet caimdrt
om dagen p.gr.a. lavt vand (ved lavvande var strt
kun store mudderbanker synlige).

P& det gverste billede ses "lagunen” med Cardifaggrunden
og deemningen i forgrunden.

P& det naeste billede ses deemningen med sluseraedina
Bemaerk lavvandet (neesten intet vand) udenfor.

Det neeste billede viser indsejlingen til sluserne.

Det sidste billede viser en mindre sejlbad pa gepnem en af
sluserne. (Billederne stammer bl.a. fra Googletkgar

I en model kan vandhgjden udenfor sluserne en glagn
beskrives ved:

h(t) =6+ 6I];in(4—nEt —’—T)
25 2
hvor tiden t males i timer og h(t) i meter.
a) Argumentér for, at h er periodisk med perioden 12,5
timer.
b) Find ud af — f.eks. via et Leksikon eller Intereétt,
hvorfor tidevandets periode er (ca.) 12,5 timer.
c) Tegn grafen for h(t), {1 [0;24] v.hj.a. et
graftegningsprogram.
d) Som bekendt angiven’ (tjdevandets
stigningshastighed.
Til hvilke tidspunkter den pagaeldende dag er
vandets stigningshastighed starst ?
Og hvor stor er den ?
(Vejledning:Findh' (t). Saet y % i —g og
find greenserne for vy, idet vi ved, aﬂt[0;24]).

e) Vi forestiller os nu, at sluserne den givne dag er.
gaet i stykker, og at de kun kan abnes, nar
vandstanden udenfor er mindst 5 m og hgjst 8
I hvilke tidsrum kan sluserne abnes den
pageeldende dag ?

(Vejledning:Benyt y fra pkt. d) og lgs farst
uligheden: 5<6+6siny< §
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M.11. Render, bakker, kanaler.

Problemet med at optimere rumfanget af f.eks. tadge kabelbakker, vandkanaler osv. kan have
forskellige variationer, afhaengig af forudszetnimgeVi vil her se pa tre forskellige situationer,
hvor det forudseettes, at renden har det sammertitdeede vejen, saledes at optimering af rumfang
bliver til et problem om optimering af tveersnitsaréovervej !).

a)

b)

Vi ser farst pa den situation, hvor siderne er ligge og parallelle
— og de er forbundet med en retlinet bund, somvitkelret pa
siderne (som vist pa figuren).

Den samlede leengde af bunden og de to sider en50 ¢

1) Opstil et udtryk for tveersnitsarealet af figusom funktion af sidelaengden.

2) Beregn, hvor stor sideleengden og bredden skaé Yor at opna det starst mulige areal.

3) Hvor stort er dette areal ?

4) Lav de samme beregninger under forudsaetnirg d&n samlede lsengde er L og ikke 50 cm

Vi ser dernaest pa den situation, hvor den
ene side er skrat udadstillet medens den
anden stadigveek er vinkelret pa bunden
(som vist pa figuren).
Hgjden c af den vinkelrette side er fast,
og hgjden af renden skal veere lig med c.
Bunden b plus den skra side a har den samlede &tngd + b, hvor L er fast.
Spargsmalet er nu, hvor stor vinklen v skal vaeng dermed ogsa hvor L skal deles (bukkes)
mellem a og b for at fa det stgrst mulige tveerangasl.
1) Vis at tveersnitsarealet A(v) som funktion afklen v er givet ved udtrykket:
A(v) =clL +c? $inv -2
2 [tosf)
2) Bestem den vinkel v, der giver det stgrstelarea
(Husk at argumentere for, at det ér et maksijnu
3) Bestem dette stgrste areal udtrykt ved c og L
3) Bestem leengden af siderne a og (udtrykt vegl c)o den optimale figur.

Endelig ser pa den situation, hvor begge
sider er skratstillede i samme vinkel i fht.
bunden (som vist pa figuren).

Laengden af savel a som b er fast — det er
variationen af arealet som funktion af
vinklen v, vi vil interessere os for.

1) Vis at tveersnitsarealet A(v) er givet ved: v alb[tosv +a? [tosv [5inv ,
hvor v er vinklen, som siderne er bukket fit.i vinkelret pa bunden (se pa figuren).
2) Beregn den vinkel, der giver det stgrste tvisareal, nara=7 cmog b = 12 cm.
(Husk ogsa hér at argumentere for, at dealeram et maksimum).
3) Beregn stgrrelsen af dette maksimale areal.
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