Kap. 1: Trigonometriske funktioner oqg grader.

Grader som vinkelmal.
Inden vi gar i gang med at omtale de trigonometrfakétioner: sinus, cosinus og tangens, Vil vi
farst minde om, hvordan en given vinkel kan malgsder

Vi tager en vilkarlig cirkel, som har centrum i &lans

toppunkt, og inddeler den i 360 lige store deler®isen
af vinklen er da f.eks35° (35 grader), hvis vinklens ben /
"afskaerer” 35 af disse dele (se figur 1.1). Cirkelb AB (;

pa figuren har altsé leengde$ af hele cirkelperiferien. 1

35 dele

Hvis vinklen (dvs. vinkelstarrelsen) e}, 84 er leengden a .'\\ /
den tilsvarende cirkelbue imellem de to vinkelbigmhed /

Vo cirkelperiferien.
36C Fig. 1.1

Pvelse 1.1.
Progv at undersgge — f.eks. via Internettet —, buwidorier, der findes til forklaring af, at man ot

har valgt at dele cirkelperiferien i 360 dele (kka f.eks. i 100 dele)w

Som anfart ovenfor kan vi bruge en vilkartigkel med centrum i vinklens toppunkt. Dette sleg,
at hvis vi tager to forskellige cirkler med radigog r, (se figur 1.2), hvor leengden af buestykker-

neAB, og A,B, ers, og s,, sa er cirkeludsnitten®A B, og OA,B, ligedannede figurer,

) S r
hvormed vi har, at:=2 = 2.
S n

Og hviss, er% af den lille cirkels omkreds, dvs.

Vv
= 2m,
3 360 °

sa er: szzsldizimnrldizimnrz,
L 360 L 360

dvs. s, er% af den store cirkels omkreds.

Vinklens starrelse vil derfor i begge tilfeelde kersm-
gives som ¥. Fig. 1.2

| resten af kapitel 1 vil vi blot anfare vinklensgelse som v (eller u osv.) uden gradteghetlet
det er underforstaet, at vinklerne males i gradevil dog fortsat anvende gradtegnet, nar der er
givet en bestemt talveerdi, altsa f.eks’ 86m ovenfor.
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Sinus og cosinus.

Ordet trigonometrbetad oprindeligt trekantsberegning, men detter@dinden blevet synonymt
med en bestemt form for beregninger i trekantemligeanvendelse af de sakaldte trigonometriske
funktioner sinus, cosinus og tangens til at bestemme virddesider mm. i trekanter. (Vi skal sene-
re i denne bog se pa andre anvendelser af diskédner, men i dette kapitel drejer det sig kun om
trekanter og lignende).

Nar funktionerne sinus, cosinus og tangens brugesdgninger mm., forkortes de hhv. sin, cos og
tan. (Tangens blev tidligere forkortet tg, men maghemaskinernes udbredelse blev denne forkor-
telse erstattet af tan, idet dette anvendtes paldelandsk producerede regnemaskiner).

Alle tre funktioner: sin, cos og tan er funktioradrvinkler, eller rettere: af vinkelstgrrelser.

De indfgres pa fglgende made:

| et koordinatsystem betragtes to halvlidiegm, som udgar fra samme punkt A, og dermed danner
en vinkel med toppunkt A. Lad v veere vinklen (vilgtarrelsen) imellerhogm (se figur 1.3 a)).

De to halvlinier flyttes, sa A placeres i koordsyatemets begyndelsespunkt O, og sa halvlinien
falder sammen med den positive del af 1. aksen {8omenne sammenhaeng vil kalde Hermed
falder halvlinienm oven i den pa figur 1.3 b) viste halvlinia.

Vi ser, at vinklen melleny ogmy, er den samme som imelldrogm, dvs. v.

Vi indtegner nu en cirkel med radius 1 og med aentr O ("Enhedscirklet) (Se figur 1.3 c)).
Halvlinien m, skeerer enhedscirklen i et punkt P, som kaldesnggpunktetor vinklen v, og hvis
koordinater_pr. definitiorseettes til at vaere: (cos v, sin v). (leeses: "astih v komma sinus til v7).

m My
| \'
v o) !
A
Fig. 1.3 a) Fig. 1.3 b)
A
my

S N x(cos v, sin v)

% o1 > |
O l

coS v
Fig. 1.3 ¢)
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cos v og sin v skrives ogsa som cos(Vv) og siiigse parenteser ("funktionsparenteser”) anven-
des ofte, nar der star mere end blot et bogstawsefter "cos” eller "sin” — f.eks. sin(@).

Hvis A er navnet pa en vinkelspids (vinklens topglnsa anfares cosinus og sinus til denne vinkel
som: cosJA) og sin(JA). Men undertiden skrives blot cos(A) eller cosod, tilsvarende sin(A)

eller sin A.

Vedrgrende veerdien af tallene sin(v) og cos(vdgeader falgende vigtige saetning:

Seetning 1.2.
a) Hvis v er en vinkel i en trekant, €rQv < 180, hvormed — 1 <cosv<1 og 0<sig\.

b) Der geelder, at: cos(189v) = —cosv og sin(180v) = sinv

Pvelse 1.3.
Argumentér for saetning 1.2. (Brug enhedscirklewn).

Vinkler starre end 18kan nemt teenkes/konstrueres og dermed indtedogsindelse med en-
hedscirklen (hvordan ?). Der findes altsa vinkletérvallet[0°, 360].
Om sadanne vinkler geelder (overvej!), ati < cosv <1 og -1< sinv < 1

Hvis vi indfgrer begreberne positiv omlgbsretn{ngpd uret) og negativ omlgbsretnifrged uret),

sa kan vi ogsa operere med negative vinkler. Detlages til laeseren at forklare dette naermere, og
at prave at indtegne en vinkel pa f.eks. ZiForbindelse med enhedscirklen.

| resten af kapitel 1 vil vi imidlertid ngjes metsa pa vinkler i intervallgi0®, 3607.

Eksempel 1.4.
cos- og sin-veerdier til givne vinkler kan findesrpgnemaskinen/grafregneren. F.eks. har vi:

cos(2f) = 0,93358. Det skal her fremhaeves, at man ogsé@é&fnere cosinus og sinus til alminde-
lige tal (disse kaldes i den sammenhaeng for "ramlian se kapitel 2). Og dette er regnemaskinen/
grafregneren ogsa i stand til at handtere. Deedodvigtigt, at den bliver indstillet til at regrmed
grader !! Pa T1-83/84-serien foregar dette vedstef MODE], v.hj.a. piletasterne ga ned i linien
"Radian Degree”, her markere "Degree” v.hj.a. pitgerne, og tas{ENTER]. v

@velse 1.5.
Bestem cos(38°B, cos(90), cos(119,9), sin(51,8), sin (30), sin(150) og sin(90) v

Eksempel 1.6.
Grafregneren kan ogsa "ga den modsatte vej”, btséemme vinklen, nar vi kender cos- eller sin-

veerdien. Dette gares ved at taste’oaivs.[2nd| [cod) eller sin® (dvs.[2nd] [sin]).
Hvis vi antager, at vinklen v opfylder:° @ v < 180 — som det bl.a. er tilfeeldet med vinkler i en
trekant —, sa lgses ligninger som:ssi)v = 0, 578&r b)cosv = -0, 1251pa felgende made:

Ad a): Ved at trykkesin™ (0,5789 pa regnemaskinen far vi: v = 35,366 s& skulle man tro, at

alt var fint og godt, og at den ukendte vinkel v fumdet. Men hvis vi taster sin(144,634sa op-
dager vi, at det ogsa giver 0,5788, sa vinklen1¥4,634 er ogsa en lgsning.
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Dette kan vi forklare ved at betragte den fglgeigle samt henvise til seetning 1.2 b).

Fig. 1.4

Vi ser, at 180— 35,366 = 144,634, hvormed formlen: sin(186-v) = sinv giver, at de to
vinkler har samme sinusveerdi. (Retningspunkterneédao vinkler ligger symmetrisk om 2.aksen)

For ligningensinv = 0, 5788under forudsaetningen:® 8 v < 180 kan vi dermed i alt svare:
sinv =05788 - v=235,368 0 v=144,634

Ad b): Ved at trykkecos™(-0,1251)pé regnemaskinen far vi (kontrollér), at: v = 881
Og da v ligger imellemQog 180 er der ikke flere Igsninger. (Overvej !!)y

Pvelse 1.7.
Bestem vinkler iJ[0° ; 360] , der er Igsninger til hver af de falgende ligring
cosv=0,125, cosv=0,8, cosv=-0,68s¢=0, sinv= 0,32, sinv= 0,88, sin{ v

Dvelse 1.8:
a) Hvilke veerdier kan tallet a antage, hvis ligrén cos(v) = a skal have mindst én Igsning v ?
b) Hvilke veerdier kan tallet b antage, hvis ligyém sin(v) = b skal have mindst én lgsning w?

Tangens.
. : o o inv
Tangens til vinklen v definergs fglgende made: tanv = S .
cosv

Heraf ses straks, at tan v ikke er definerets bos v = 0.
Tangens til v er sdledes hverken defineret fodg*eller v = 270

@velse 1.9.

Tangens findes ogsa pa grafregneren. Bestem tallene

tan(22), tan(45), tan(71,9), tan(89,9), tan(179), tan(135), tan(92,5), tan(300), tan(269).
Kommentér resultaterney
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tan v kan findes i forbindelse med enheds-

m cirklen pa falgende made:
Tegn linien med ligningen x = 1, dvs. tangen-
ten til enhedscirklen i punktet (1,0).
P Skeeringspunktet Q mellem vinklens venstre

benm, og denne linie har da koordinaterne
(1, tan v).

Bevis:
Linien my gar igennem punkterne O og P og
har derfor haeldningskoefficienten:
sinv-0
a=———
cosv-0
— og dermed ligningen: y = tamX.
Hvis vi i denne ligning saetter x = 1, far vi
punktet: Q = (1, tan v), hvormed det gnskede
Fig. 1.5 er bevisty

= tanv

Bemeerk, at hvis vinklen er starre end, % skal vinklens venstre ben forleenges til skgariad
linien x = 1 som vist pa figur 1.5 for at fa purtktg, tan v).

@velse 1.10.
Lgs ligningerne: tanv = 0,6, tanv =125, van— 1,6 ogtanv =- 38,9.
lllustrér og kommentér resultaterne.

Pvelse 1.11.
For hvilke c har ligningen tan(v) = ¢ en lgsning Plvad er Vm(tan) ?v

Eksempel 1.12.

Opsummerende kan vi vedrgrende regnemaskinetagtierite cos * og tan™* anfere, at:
sin* giver et resultat i intervall§9¢ ; 9]
cos* giver et resultat i intervallgd® ; 180]
tan™* giver et resultat i intervalle}-9¢° ; 907

Men om det sa er det korrekte svar, man far, m&aée af en neermere analyse af det givne pro-
blem. (Se f.eks. eksempel 1.6 ap.
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Retvinklede trekanter.

Funktionerne sinus, cosinus og tangens kan bheerates til at beregne ukendte sider eller vinkler i
retvinklede trekanter.

Lad AABC veaere en retvinklet trekant (se figur 1.6 a)vor OC = 90, og hvor a er leengden af
siden overfor vinkel A, b er laeengden af siden twevinkel B og c er leengden af siden overfor
vinkel C.

Da afstanden imellem to punkter S og T (dvs. leengddiniestykket fra S til T) som bekendt be-
tegnes medST|, kan vi ogsa skrive, at: a|BC| , b=|AC| og c =|AB].

a og b kaldes den retvinklede trekants kajetgrc kaldes dens hypotenuse

Vi anbringe denne trekant i forbindelse med enhieklsa som vist pa figur 1.6 b), dvs. sa A falder
sammen med (0,0) og liniestykket AC sammen medodsitive del af 1. aksen:

4

a) b)
Fig. 1.6

Hvis vi lader P og Q vaere de pa figur 1.6 b) angipankter, sa ser vi, &iABC og AAPQ er
ensvinklede. Da der som bekendt geelder i ensvieliedkanter, at forholdet mellem ensliggende
sider er lige store, ser vi (overvej !), at:

PQ _ AR sin@A) :% - sin@A) =2

B |Ag| 8
0g
M — H - —COS@A) = :_L COS@A) = E
|AC|  |AB| b c C
Da vi desuden ved, atan(JA) = :(I)n(DA) far vi:

a
tan(DA) :%:%E}E:E
c

| alt har vi hermed bevist falgende saetning:
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Seetning 1.13.
| en retvinklet trekanAABC, hvor OC = 90, geelder der:
B
sin(JA) = % = (modstaende katete) / (hypotenusen)
c
a
Cos(JA) = b = (hosliggende katete) / (hypotenusen)
. A b c
tan(JA) = b = (modstaende katete) / (hosliggende katete) Fig. 1.7

Denne saetning kan bruges til beregning af ukendég sller ukendte vinker i en retvinklet trekant.
Bemaerk, at der naturligvis geelder tilsvarende ferrfdr vinkel B i trekanten !!

Eksempel 1.14.

| en retvinklet trekanAABC er OA = 28,4, 0OC =90 og B
¢ = 2,6. Vi vil finde|BC| og |AC|, dvs. kateterne a og b.
2,6
Af saetning 1.13 ser vi, asin(284°) = a og dermed: < a
25 58,4
a = 2603in(284° ) = 2,80,4756 = 1,2366 A ——5 C
Altsa: a=1,2366 Fig. 1.8

Siden b kan nu findes pa tre forskellige mader:
1) Ifglge seetning 1.13 har vi, atos(284°) = 21 og dermed: b 26¢0s(284° )

2) Ifglge saetning 1.13 har vi, &@n(284°) =

3) Ifglge Pythagoras har vi: 1,2366K° = 2,6 og dermed: b =/26° —1,2366°

Det overlades til laeseren at kontrollere, at \@ &ié tilfeelde far: b =2,2871 v

Eksempel 1.15.
| en retvinklet trekanADEF erD = 9¢°, |DE| = 37 og |EF = 69, og vi gnsker at bestemme

de to ukendte vinkler og den ukendte side.

E

Ifglge seetning 1.13 ser vi, asin((] =F)£ = 05362

69 ) 6.
Da sin 1 (05362 = 3243, er dette en mulig veerdi for 3/ ’
OF. Men ifglge eksempel 1.6 a) skal vi ogsa undersgg
muligheden 180- 32,48 = 147,57. Da vi imidlertid l
arbejder med en retvinklétekant, og da vinkelsummen i
en trekant er 180er der kun 90tilbage til de to ikke-
rette vinkler. Muligheden 147,%8%an derfor ikke bru-

ges, sa svaret blivefJF = 32,48,

Fig. 1.9
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Herefter kan den sidste vinkel, dZ$E nemt bestemmesilE = 90 - 32,43, dvs. OE = 57,57

Endelig kan den ukendte side findes bl.a. v.hjygh&yoras. Det overlades til lseseren at kontrqllere
at |DH = 5824. v

@velse 1.16.
| en retvinklet trekanAPQR, el]JP =96G og 0Q = 18,3.

Beregn siderndRA og|QA, idet det oplyses, dRQ = 3. v

Pvelse 1.17.
| en retvinklet trekanfABC, hvorJA = 9CF, er |AB| = 734 og |AC| = 263.

Beregn de ukendte vinkler og side.

Vilkarlige trekanter.

De trigonometriske funktioner sinus og cosinus &gsa anvendes til at bestemme ukendte vinkler
og sider i vilkarlige trekanter, dvs. trekantenmrsiikke forudseettes af have nogle specielle egenska-
ber som f.eks., at de er retvinklede.

Der er i denne sammenhaeng to formelseet: sinuseredane og cosinus-relationerne.

Vi starter med at se pa sinus-relationerne. Dedggtler falgende saetning:

Seetning 1.18.
| en vilkarlig trekantAABC (pa figur 1.10 er tegnet to forskellige muligleg) gaelder der:
B B
c a e a
C
A b c A b
Fig. 1.10 a) Fig. 1.10 b)

1) Arealet af trekanten er givet ved:
ArealfABC) = 1A EInC = JEGEINA = S[AEEInB

2) Forholdet mellem sinus til en vinkel og den stagnde side er ersirfusrelationerné,dvs.:
sinA _ sinB _ sinC

a b C
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Bevis:
Ad 1): Som bekendt (ellers se Appendix 1) geelder deerfiorilkarlig trekanAABC, at
ArealAABC) = 1 [GrundlinidBgjde
hvor en vilkarlig af siderne kan vaere grundlinieg,hvor hgjden sa er liniestykket, som star vinkel-
ret pa grundlinien (eller dennes forlaengelse) ag gér igennem det modsat liggende punkt.

For trekanter som vist pa figur 1.10 er arealeaded givet ved:
ArealAABC) =1[alh, = $0bhg = 1&lhe
hvor h, , hg og h. er (leengden af) hgjderne fra hhv. A, B og C (§earfl.11 a) og b))

B

Fig. 1.11 a) " Fig.1.11 b)

For at bevise formlerne i pkt. 1) i seetningen) skaltsa bevise (overvej !), at:
h, =binC , hg =c3inA og h. =alsin B

For en hgjde, der falder inden i trekanten sorsf.bk pa figur B
1.11 a), falger dette af seetning 1.13 anvendtABD, hvor D er
fodpunktet for hagjderhg pa siden AC (se figur 1.12). Vi ser her,
at ¢ hg
sin(A) :h—B og dermed, at: hg = cl3inA
c [
A D C

Og tilsvarende ggres med de gvrige hgjder.
Fig. 1.12

For en hgjde, der falder udenfor trekanten sonsf.ek
hg pa figur 1.11 b), anvender vi ogsa seetning 1.13 pa

AABD (se figur 1.13). Vi ser her, at hg! c

sin(CBAD) =h—B og dermed, athg = c[3$in(UBAD)
o

|
|
|
|
|
e @ — — ——— —

hvor OBAD er vinklen ved punktet A AABD (bemaerk D A Fig. 1.13
skrivemaden !). T
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DaOBAD = 180 — A (overvej !), ser vi, athy = c$in80° —1 A)og ved anvendelse af saet-
ning 1.2 b) far vi endelig, ahy = c$in(JA) eller kortere anfgrthy = c$inA .

Og tilsvarende ggres med andre hgjder, der faldienfor trekanten.
Hermed er beviset for punkt 1) gennemfart.

Ad 2): Huvis vi i ligningssystemet
F@bEINC = 1bEBinA = JAlEsinB
sinA _ sinB _ sinC
b ¢

fra punkt 1) dividerer overalt mefla[b[¢, s& far vi (overvej!):

Hermed er saetning 1.18 bevise.

Bemaerk:
a) Sinusrelationerne gaelder ogsa for retvinklede trekamen det kan for sadanne bedre betale
sig at anvende seetning 1.13 !
b) Sinusrelationerne kan ogsa skrivesfa— = L L
SInA sinB  sinC

Eksempel 1.19:
BetragtAABC, hvora= 3, b =5 og@lB = 55. (Leeseren opfordres til at lave en skitse).
Vi vil bestemme de ukendte sider og vinkler.

: . SinA _ sinB _, . .
Ud fra sinusrelationen—— = - far vi (kontrollér !):
a

SinA _ sin(5°) SinA = 3[3in(65°)
3 5 5
Da sin1(0,49149 = 2944° er der ifglge eksempel 1.6 a) to mulige vaerdiefTA:
OA = 29,44 0O 0OA = 150,58
| dette tilfaelde giver det tvetydige svar dog ikkdedning til problemer, idet vi ved, @B = 55
og at vinkelsummen i en trekant er 280vormed mulighedelA = 150,56 kan udelukkes.

Vi finder altsa: JA = 29,44 og dermeddC = 180 - (29,44 + 55, dvs. OC = 95,56.

. , . : sinC _ sinB _, .
Vi mangler nu kun at finde den ukendte side c. tadsinusrelationen—— = —— far vi:

C

sin A = 0,49149

sin(9556°) _ sin(65°
o 5

) , hvilket giver os (kontrollér !), at. ¢ = 6,075

Eksempel 1.20.
OmMAPQR oplyses, atp=4,q="50od = 42.

. . . o .
ud fra sinusrelationen?l%P = % far vi: Sm(jz ) = SIEQ og dermed: sin Q = 0,8364

Da sint(08364 = 5676° er der to mulige veerdier fatQ: 0Q = 56,78 0 0Q = 123,24
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| modsaetning til i eksempel 1.18, kan ingen afalissiligheder udelukkes (kontrollér), hvormed
der er to mulige trekanter PQR, der passer tilgigvme informationer (kontrollér resultaterne !):
1) OP= 42 ,0Q = 56,76 og OR = 81,24, samt r= 5,908

2) OP= 42 ,0Q = 123,24 og OR = 14,78, samt r= 1,523

Pa figur 1.14 er vist, hvordan disse Igsninger lresgmmen. Det ses, at en cirkel med centrum i R
0og med radius 4 skeeréiP’s venstre ben to forskellige steder, svarende fibrskellige mulige
placeringer af punktet Q — og dermed til de toKelsye seet veerdier &fQ og r.

Fig. 1.14

Vi kalder de to mulige placeringer af punktet Q @rog @ , hvormed de to mulige trekanter, der
opfylder betingelserne eAPRQ 0gAPRQ . Sammenlign med resultaterne for r og foR.

@velse 1.21.
Find de ukendte sider og vinkler fAPQR i eksempel 1.20, idet leengden af p eendrgsil6. v

Pvelse 1.22.
BetragtADEF, hvord = 5,2, f=6,9 o@F = 38,6.
Beregn de ukendte sider og vinkler i trekanten.

Ukendte sider og vinkler i trekanter kan ogsa beesg/ed hjeelp de sakaldtesinus-relationer,
idet der geelder falgende seetning:
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Seetning 1.23.
| en vilkarlig trekantAABC (pa figur 1.15 er tegnet to forskellige muligleg) geelder der:
B B
c a e a
Fig. 1.15 a) Fig. 1.15 b)
Cosinusrelationerne:
) ) ) b2 + C2 _ a2
a‘ = b® +c° —2bcltosA COSA = 5
C
der ogsa kan 22 +2 -2
b? = a? +c? - 2acltosB formuleres cosB =
saedes 2ac
a’ +b? -c?
c® = a? +b? -2abltosC cosC =
2ak
Bevis:

| beviset skal vi se pa hgjden fra punkterne iarg&n, og som i beviset for seetning 1.18 skelner vi
imellem om hgjden falder indenfor eller udenfokeneten (jfr. figur 1.15 og 1.11). .

Lad os farst se pa den situation, der er givetfigeot 1.16
Vi ser, at hgjderhg deler trekanten i to retvinklede trekanter
AADB og ACDB.

Hvis vi ser pAAADB, sé har vi ifglge saetning 1.13, at

|AD| _ |AD|
B[

Da |AC| = b og |DC| =|AC|-|AD|, ser vi at:

IDC| =b-c[EosA (jfr. figuren).

COSA = og dermed, at]AD| = c[¢osA

Ved at anvende Pythagoras&DB far vi:
c? = (c[kosA)? + (hg)? og dermed: (hg)? = c? - (c[EosA)?

Ved at anvende Pythagoras&@DB far vi:

a® = (b—-cltosA)® + (hg)? og dermed: (hg)? =a® - (b-cltosA)?

B
a
C hy
A D) C
cl@dosA b-cldosA
Fig. 1.16

Ved at seette de to udtryk fghg)? lig med hinanden fér vic? — (c[¢osA)? = a® - (b - c[€0sA)?

P& hgijre side af lighedstegnet forekommer kvadpetein toleddet starrelgb — c[£0sA)? og ved
at udregne dette pa saedvanlig made (en af kvadnatggerne) far vi i alt (kontrollér detaljerne):
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c®> - (cltosA)? = a’-(b-cltosA)? -

c® - (ctosA)? = a®-(b®+ (c[tosA)? —2bc[EoSA) -
c® - (cltosA)? = a®-b?-(ctosA)? +2bc[EoSA <
c? = a’-b?+2bcltosA -

a’ = b?+c?-2bcltosA

hvormed den gnskede formel i relation til cos(Ajremkommet. P4 samme made udledes de gvri-
ge formler, sa laenge den tilsvarende hgjde fatbbarifor trekanten.

Hvis hgjden falder udenfor trekanten, kan vi f.eks. B
have en situation som vist pa figur 1.17 (jfr. figu
1.11 b)). Vi ser, at vi her har to retvinklede tak
ter, som indeholder hgjdem, , nemlig:AABD og hg

ACBD. Som far vil vi anvende Pythagoras pa disse
to trekanter, men farst vil vi finde et udtryk for N

|AD| og for|CD). D A

c

Fig. 1.17

AD
| AABD har vi ifglge seetning 1.13, atos(JDAB) = u og dermed:|AD| = c[¢os(IDAB),
c

hvor vi har anvendt benaevneldé®DAB for at fa vinklen ved punktet A i denne trekant
Vi ser hermed ogs&, #€€D| = b + cdos(DAB).
| AABD far vi v.hj.a. Pythagoras og omskrivning, dt;” = ¢ - (c[tos(JDAB))?
Ogi ACBD fér vi tilsvarende, athg® = a? - (b + c[€os(IDAB))?
Ved at seette de to udtryk f@hg)? lig med hinanden og foretagende omskrivningen sgenfor
far vi:
c? - (c[tos(IDAB))?

a’ - (b+cos(JDAB))? o
c® - (c[tos(ODAB))?> = a? - (b? + (c[tos(JDAB))? + 2bc[tos(IDAB)) <
c? - (c[tos(ODAB))?> = a®-b? - (c[tos(JDAB))? - 2bcltos(JDAB) -
c® = a®-b?-2bcltos(JDAB) -
a’ = b?+c?+2bclcos(JDAB)
Dette ligner ikke helt det rigtige resultat. Mennva her huske pa, at der i den sidste formel star

cosinus tilJDAB, som ligger iIAABD, mens vi i seetningen skal have fat(pd i AABC.
Som det fremgar af figur 1.17 har viIDAB = 180 — A, hvormed vi ifglge saetning 1.2 b) far:

cos(JDAB) =cos(80° —[JA) = —cos(JA)
Hvis vi indszetter dette i den netop beviste fornaél: = b? +c? + 2bc[tos(JDAB)), s& far vi:
a’ = b?+c?+2bc{-cosA)) dvs. a> = b?+c?-2bcltosA
hvormed det gnskede resultat er opnaet.

Pa samme made udledes de gvrige formler, hvorildearende hgjde falder udenfor trekanten.
De alternative formler i cosinus-relationerne fremmhner ved at isolere cosinus til vinklen. Dette

overlades til leeseren som en gvelse. Hermed emrgpdir23 bevist.v
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Eksempel 1.24. B
BetragtAABC, hvora=3, b=6 og ¢ =4 (se figur 1.18).
Vi vil gerne bestemme trekantens vinkler. 4 3
Vi bemeerker, at der ikke er opgivet nogen vinkegrmed
sinusrelationerne ikke kan bringes i anvendelsen biesi- A C
nus-relationerne redder situationen idet vi har:
2,2 _ .2 2,22 _ o2 Fig. 1.18
cosa = D-FCTTa _ BTHAT T3 posg3 )
2bc 2604
hvoraf vi ser, atDA = 26,38.

2 2 K2 2 2 _p2
Tilsvarende ser vi, atcosB=a tc-b = 3°+4°-6 = -0,45833 = OB = 117,28
2ac 2B4

Endelig kan vinkel C findes enten ved endnu en adekse af cosinus-relationerne (kontrollér) eller
ud fra, at vinkelsummen i trekant er 280/i far: OC = 36,34. »

Eksempel 1.25.
Lad os prgve at se pa problemstillingen fra ekséh@@ og se, hvordan cosinus-relationerne vir-
ker i denne sammenhaeng:
OmMAPQR oplyses, atp=4,q=5od = 42.
Ifalge cosinus-relationerne far vi (overvej !):
4% = r>+5%-20BEos@2’) ~ r>-7431451+9=0
dvs. vi skal lgse en andengradsligning for at fidde ukendte side r.
Da diskriminanten er 19,2264 ser vi, at der ewgninger. Der er altsa tale om et tvetydigt tilfeeld
Disse lgsninger findes (kontrollér !): r = 5,908r = 1,523, altsa preecis de samme veerdier som
vi fandtieksempel 1.20.
For at finde vinklerne, kan vi herefter anvendeirmas-relationerne:

1523 +42 - 52
1) cos = = COS = -05483 - [Q; = 123,28
) Q1) 215232 Qu) Q1
5908 +42 - 52
2) cos == = COS = 05481 - 0Q, = 56,78
) Q>) > 59082 Q2) Q

altsa praecis de samme resultater som i eksemge(dazheer en afrundingsforskel péa sidste ciffer).
Den ukendte vinkellR kan herefter findes ud fra, at vinkelsummen irekant er 180

Dvelse 1.26.
| AABC geelder der, af1C = 102, a=4,14 og b = 6,65. Beregn de ukendte sigasinkler. v

@velse 1.27.
| ADEF geelder der, at d =6,97, e =4,81 og f25Beregn de ukendte sider og vinklee.

Pvelse 1.28.
| AABC geelder der, af1C = 38,6, a=5,9 og b =7,2. Beregn de ukendte sidermider. v
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Pvelse 1.29.
Las problemstillingen i eksempel 1.18 v.hj.a. caskrelationerney

Bemaerk, at hvis det er muligt at bruge cosinugticeiarne i forbindelse med bestemmelse af en
ukendt vinkel, sa kan det almindeligvis bedst lmesid) at bruge disse i stedet for sinus-relatiomern
idet man da undgar tvetydighed om vinklens steerdisor der ikke er grund til det.
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Kap. 2: Trigonometriske funktioner oq radianer.

Radianer som vinkelmal.

| begyndelsen af kapitel 1 sa vi pa, hvordan grader mal for en vinkels stgrrelse defineres.

Vi vil nu indfagre endnu et vinkelmal. Vi betragéenne gang en speciel cirkel med centrum i vink-
lens toppunkt, nemlig en cirkel med radiugh enhedscirkel Vinklens starrelse seettes da lig med
leengden af den cirkelbue, som vinklen afskeerefigae 2.1). Vi siger da, at vi har angivet radian-
tallet for vinklen. Vi kan séledes angive fglgende déitom:

Definition 2.1.

Ved radiantallet v for en vinkel forstas laengdenlef cirkelbue,
som vinklen afskaerer pa en enhedscirkel med cerituimklens
toppunkt.

Flg' 2. v er radiantallet for vinklen

Eksempel 2.2.
a) Radiantallet for en ret vinkel egﬂ idet en ret vinkel afskeerér af cirkelperiferien (som pa en

enhedscirkel har leengdem)2
b) Pa nedenstaende figur 2.2 er afsat vinkler medcnaaliene 1, 2, 3, 4 og 5.

a) b) c) d) e
2 /_:\‘ 4 5
N,
Fig. 2.2 v
o , - S r . .
Hvis vi vender tilbage til figur 1.2, hvorom demgfjt udtrykket: =2 = -2 | og hvis vi her specielt
S n

ser pa den situation, hvay = 1 (dvs. hvis vi betragter en enhedscirkel)&af. s, = s, [,. Og
hvis radiantallet for den pageeldende vinkel e@whar vi ifalge definition 2.1, &, = v, og dermed
ialt, ats, = v[I,. Vi har dermed bevist fglgende saetning:

Seetning 2.3.

En vinkel med radiantallet v, som anbringes megaogt i centrum
af en cirkel med radius r, vil afskeere et buestykl@ denne cirkel
med leengden: s 41/

Fig. 2.3
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Vi vil nu finde en omregningsfaktor mellem vinklgngivet i n
"grader” og vinkler angivet i "radianer”.

En vinkel pa 18Dafskaerer halvdelen af cirkelperiferien p& en
enhedscirkel med centrum i vinklens toppunkt (garf.4).

Da enhedscirklens periferi har leengdaml = n (idet r = 1), 180
far vi: 180 = mradianer, og dermed: [

(o] 1 1 |
= " radianer og tilsvarende: 1 radia 180 \ /
18C T \ J
Heraf ser vi, at der geelder fglgende seetning:
Fig. 2.4
Seetning 2.4.

a) En vinkel pa Vv har radiantallet: 1_181Cw

o}
b) En vinkel med radiantallet w har gradtalle{t:lﬂjﬁwj
T

Eksempel 2.5.
Der geelder falgende sammenhang mellem nogle bestpeane” vinklers gradtal og radiantal:

Grader 0 3¢ | 452 | 60 | 9C° | 120 | 135 | 150 | 18C
Radiantall O n n n n 2n | 3n on L
6 4 3 2 3 4 6
Dette ses v.hj.a. seetning 2.4, idet vi f.eks. har:
0
30= 30 radianer =" radianer 0og 3n_ @Elgj = 135. »
18C 6 4 mnm 4

Det skal bemeerkes, at de fleste af de regnemaskieeanvendes i undervisningen (herunder Tl
83/84—serien) har en speciel tast til angivelse raked et vist (stort) antal decimalerer et irratio-
nalt tal, men med 9 decimalers ngjagtighet eirka givet ved:mt= 3,141592654.

Eksempel 2.6.
Ifglge seetning 2.4 har vi, at

» hvis en vinkel er 28,31sa er radiantallet:l—gC (2831 = 0,4941

o
 hvis en vinkel har radiantallet 2,18, sa er gréaelﬂal(@EQ;LSj = 1249 v
T

Pvelse 2.7.
a) Omregn falgende vinkler, som er angivet i gratleradiantal: £, 49,6, 172,4, 347
b) Omregn faglgende vinkler, som er angivet i rathinil grader: 1, 2, 0,64, 1,893, 5%
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Sinus 0Qg cosinus.

Sinus og cosinus til en vinkel angivet i radianefirteres pa praecis samme made, som da vinklen
var angivet i grader (jfr. kapitel 1):

Hvis vi har en vinkel af starrelsen v, sa placatiaklens toppunkt i et koordinatsystem i punktet
(0,0), sdledes at vinklens hgijre ben falder sammexh den positive del af 1.aksen (se figur 2.5).
Vinklens venstre ben vil da skeere enhedscirkileed centrum i (0,0)) i et punkt P, som kaldes ret
ningspunktefor vinklen.

Punktet P’s koordinater er pr. definition lig mézbsv,sinv , dvs.cosv er den veerdi, der frem-
kommer pa 1.aksen, nar P projiceres ned pa 1.akgdilsvarende medin v

F 9

<3 :___P(c:os v, sin v)
|
1 _5 ¢

Fig. 2.5

| forhold til at finde sinus-veerdien eller cosineeerdien af en given vinkel, er det altsa underord-
net, om vi maler vinklen i radianer eller i gradsinv ogcosv bliver de samme tal. Dermed geel-
der de seetninger, der er vist i kapitel 1 i relatibtrekanter, ogsa, hvis vinklerne males i radia

Pvelse 2.8.
a) Argumenteér for, at der geelder fglgende formln(n—-v) = sinv og cosfi—v) = —cosv

b) Vis (v.hj.a. a) samt Pythagoras anvendt pagratestrekanter ved enhedscirklen), at der gaelder:

T T T T 21N 3n 5n

v 0 — — = = — — — U
6 4 3 2 3 4 6
1 1

sinw)| o | T Y2 |8 4 3] N2 ) L]
2 2 2 2 2 2

1 1

cos(v)| 1 V3 Q = 0 -— _Q _ﬁ -1

2 2 2 2 2 2

Vejledning tilg: Afseetn retningspunktet P feg{f. Forbind P med punktet O =(0,0) og E = (1,0)
Gar rede for, ahOPE er ligesidet, og at P’s projektion pa OE er midkpet af OE. Brug dette.
Vejledning tilg: Afsaetn retningspunktet P f(%. Forbind P med punktet O =(0,0) og P’s spejlbil-

lede Qi 1.aksen. Gar rede forMDPQ er ligesidet, og at 1.aksen skeerer PQ i mi¢ttetin Brug
dette. v
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Det skal bemaerkes, at nar vi beskaeftiger os mgonoimetriske funktioner (som sinus og cosinus),
sa udelades betegnelsen "radianer” oftest ved lankévelser. Vi taler sdledes blot om "sinus til 2”
(sin(2)) i stedet for "sinus til 2 radianer”.

Dette stemmer ogsa fint overens med det fglgendw,det forklares, hvordan vi kan finde sinus og

cosinus til et vilkarligt tal ¥xJ R.

Vi forestiller os en tallinie anbragt vinkelret paaksen i punktet E = (1,0), saledes at talliniaris n
punkt falder sammen med punktet E (se figur 2.60xg)efter "vikles” tallinien rundt om enheds-
cirklen, saledes at den positive del drejes motsummlgbsretning — denne retning kaldes den posi-
tive omlgbsretning-, medens den negative del af tallinien drejes unetl— dette kaldes den nega-
tive omlgbsretning(Se figur 2.6 b) og c)).

a) 4 b) '\QL V/ ¢) 4

[ \'E= ( \E,\/\b
] TN

. ~
Fig. 2.6

¥

Der vil dermed for alle tal X] R vaere en entydig bestemt placering pa enhedsgirklenne place-
ring kaldes retningspunktet for tallet x, ogsx og sin x defineres ud fra retningspunktet pa preecis
samme made som vist pa figur 2.5.

Det ses hermed (overvej !), at: Dm(cos) = Dnj(snR og Vm(cos) = Vm(sin) {=— 1;1]

Nar vi v.hj.a. grafregneren skal finde sinus etlesinus til et tal, skal regnemaskinen vaere indstil
pa "radianer”, idet dette netop stemmer overens andidde vaerdierne til et tal (overvej dette !).

Pvelse 2.9.
a) Find placeringen af fglgende tal pa enhedsmirklegn en enhedscirkel og markér punkterne):
-30000, -23, -5,7 , 0,21 , 10 ,58%#4

b) Find sin(x) for hver af falgende veerdier aketiak: —507, -8, 2,2, 2088, 0,0123456

c) Skitser grafen for cos(x) ,&[0;7] (v.hj.a. en lang raekke stgttepunkter for grafn

Det ses (overvej ), at tallene
........ X—@m x—-221, X—-21 X , X+ 23t X+ 221m, X+ 321 ...........
alle har samme retningspunkt (bliver placeret is@punkt pa enhedscirklen), idet enhedscirklens

omkreds er &
Dette kan skrives saledes: Retningspunkterneaftanie: x + @2, pdZ, er sammenfaldende.
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Vi ser derfor, at der for alle [@ Z geelder, at
sin(x +pl2n) = sinx
cosfk +pl2m) = cosx
| denne forbindelse siger vi, at sin og cos erquiske(dvs. gentager sig selv) med perioden 2

Sinus og cosinus far saledes fglgende grafiskedaitl (hvor vi ogsa har anvendt gvelse 2.9):

PN
- 1__
sin
' ; I I I . I I I I I I »
2 1 1 2 3\ _ 4 5 78 9
-1+
P N
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] »
I I I I I I I I I I I | 4
3 1 1 2 3 4 5 6 7 \\ 9
-1+

Fig. 2.7

Afslutningsvist skal det omtales, at vi (som alterayjort) kan skrivesin xeller sin(x) efter behag.
Det samme geelder f.eksin ~ 3aler sin(3x). Men jo mere "komplekst” et udkryi har staende

som den variable til funktionen sinus (eller cosinulesto mere ngdvendige bliver funktionsparen-
teserne. Se f.eksin(x + p[2n i)det ovenstdende. Her kan parenteserne ikke uedvee

Det skal ligeledes bemaerkes, at vi skriver f.efs® x i stedet for(sinx)®, dvs.sin® x = (sinx)?,
og f.eks.cos® (4x)i stedet for(cos@éx))? , dvscos® (4x)= (coséx))? .

Harmoniske funktioner.

Funktioner af typen:
f(x) Alsinfox+ cpg g(x) =Alcospx+ c)
hvor A, b og c er givne tal (8 0 og bz 0) kaldes harmoniske funktioner
Funktioner af denne type bruges bl.a. til at begksvingninger af forskellig slags (se kap. 4)j og
den sammenheaeng siges funktionerne at beskrive nékeosvingninger

Vi vil undersgge betydningen af hvert af tallenebAyg c. Men inden vi gar dette, skal det farst

bemeerkes, at:

 viidet falgende far brug for at foretage parétieskydninger og rette affiniteter for funktioners
grafer. Der henvises i denne sammenhaeng til degrgiateori herom i Appendix 2.
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* da cosk) = sin(x + g) (jfr. den nedenstaende gvelse 2.35;@spx +C) = sin(bx + c+gj

Hvis vi seetterc, = c+g , s& ser vi, atA [cospx+ cF ASin(bx+c,). Funktionen g(x) er

altsa af typen f(x), hvorfor vi i det fglgende kuihundersgge denne type funktioner.
« hvis vi ser pa funktionen h(x) A lsin(ox+ @) d, hvord er et givet tal, sa vil grafen for h(x

fremkomme af grafen for f(x) ved en parallelforskiyty i 2.aksens retning (der lsegges tallet d
til alle funktionsveerdier).
Maden h(x) og f(x) svinger pa er imidlertid den sae) sa vi vil i det falgende kun se pa f(x).

» i praktiske anvendelser er tiden oftest den vaeia¥i vil derfor i modeleksempler benaevne den
variable med et t i stedet for x, hvormed vi da@funktioner af typen: f(t) A [sin(olt+ c¢)

Pvelse 2.10.
Tegn (v.hj.a. grafregneren eller et graftegningsgaoyg graferne for de tre funktioner:

fix) = 05[sin(2x) , B(X)=2[sin(3x) , §&X) = sinBx-1)
i samme koordinatsystem — og prgv at kommenterdtadst. v

1. tilfeelde: A=1o0gc=0.
| dette tilfeelde er funktionsforskriften givet ved(x) = sin(b[ x).
Det er alts& betydningen af b, vi vil se naermerbgra

Vi vil farst se pa et eksempel: f(x) = sin(2t)ad (x, ,y, ) veere et vilkarligt punkt pa grafen for f
(se figur 2.8). Da der om et punkt pa grafen geghatefr(x,) = vy,, ser vi, aty, =sin( 2x ) Dette
betyder ogsa, at punktet (2x ., yligger pa grafen for sin. Vi far saledes, at gndfier funktionen f

fremkommer ved at halvere 1.koordinaten og beh2ldeordinaten for punkterne pa grafen for
funktionen sin. Denne operation kaldes (som omftpendix 2) for en ret affinitet i 2.aksen med

forvandlingstallet%. Grafen for f(x) = sin(2x) ser dermed ud som pi&tfigur 2.8.
Det skal bemeerkes, at f(x) = sin(2x) er periodigdmperioderr, idet:

f (x + 1) =sin(2(x + n)) =sin2x + 2n) =sin(2x) =f (x)

T
. t.“-_}\llc-?\l:'\ll.lhll
Yo =
1 % I = - o
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Pa samme made fas eksempelvis graferne for sk)(@g sin(4x):

F'N

e ~—Sin(0,7x) et

Fig. 2.10

Vi ser, at sin(4x) svinger 4 gange sa hurtigt sor(x}, og at sin(0,7x) svinger 0,7 gange sa hurtigt
som sin(x) — svarende til, at graferne for de tkfioner fremkommer ved rette affiniteter om
2.aksen med forvandlingstallejehhv. o7 =% (=14289

Pvelse 2.11.
Vis, at sin(4x) er periodisk med periodé;n og at sin(0,7x) er periodisk med period%% v

Generelt geelder der fglgende seetning:

Seetning 2.12
sin(bx) svinger b gange sa hurtigt som sin(x),sig(bx) er periodisk med periode%é1

Bevis:
Ifglge seetning A.2.5, har vi, at grafen for f(x)sin(bx) fremkommer af grafen for sin(x) v.hjes

ret affinitet i 2.aksen med forvandlingstal%t Dette fremgar af, at bx % [k :é, hvoraf det ses,

b b
at starrelsen h i seetning A.2.5 er lig m%d Leengden af én hel svingning for sin(bx) er al%sé’nf
laengden af én hel svingning for sin(x), hvormedsgss, at sin(bx) svinger b gang sé hurtigt som
sin(x). Af samme arsag bliver perioden for sin(thg)’ned% af perioden for sin(x) — og den er som
tidligere omtalt 2t

At funktionen f(x) = sin(bx) er periodisk med pei'fmz—; kan ogsa indses pa falgende made:
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f(x+2—;) - sin(b(x+2—;)) = sin(bx + 2 = sin(bx) = f(x).

Idéen til starrelsen af perioden P kan man i gw@ga fa gennem falgende betragtning: Da sin er
periodisk med periodenm2skal der geelde, at nar 1.koordinaten foragesPnad forages det man

tager sinus til med2 Der skal altsa gaeldeb[(x +P) = bx +2n, hvoraf vi finder, at P =2bﬂ

Hermed er saetningen bevis.

Bemeerk, at hvis tiden er den variable, (f.eks. kiviser pa en bglge i et givet punkt), sa kaldes pe

rioden for_svingningstidei, og der geelder, at T =2bﬂ . Svingningstiden er det stykke tid, der

gar, fra balgen er f.eks. i toppen til den igenteppen.

2. tilfeelde: ¢ = 0.

| dette tilfaelde er funktionsforskriften givet ved(x) = A lsin(bl x).

Da betydningen af b er gennemgaet ovenfor, erltt betydningen af A, vi vil se naermere pa her.
Tallet A kaldes amplitudefor svingningen.

Vi vil farst se pa et eksempel: g(x) = 2sin(ysdA =2 (og b =1). Lad §y,) veere et punkt pa
grafen for g (se figur 2.11). Da der om et punkgpgfen geelder, aj(x,) = vy, , ser vi, at

Y, =2sin(x,) . Dette betyder ogsa, at punk{et,,5y,) ligger pa grafen for sin.

Vi far saledes, at grafen for funktionen g fremkoenwed at beholde 1.koordinaten og fordoble
2.koordinaten for punkterne pa grafen for funktiosé. Denne operation kaldes (som omtalt i Ap-
pendix 2) for en ret affinitet i 1.aksen med forgngstallet 2. Grafen for g(x) = 2sin(x) ser detne
ud som vist pa figur 2.11.

o
Yor—/ ; (xﬂrhf?)
T1 - :
zVof, ,:"‘ - LS
'\ . } = | {.!\'0 i >
\\-___'4' L1
4
Fig. 2.11
Pa samme made fas eksempelvis graferne-fo)5sin( @Ex)2,5sin(4x):
sin(0,7x) _
e - 05sin(0,7x)
— 4 S \Iq_.___lz____lg,—)f g o T
..................... a4 ’
Fig. 2.12
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25sin(4x)

Fig. 2.13
Pvelse 2.13.
Tegn graferne for fglgende funktioner (v.hj.a. etfgrgningsprogram):
1) 13sin(3x) 2) —3cos(05x) 3) 0,2sin(L0x) 4) 5cos@n x)

Kommentér resultaterne — og angiv perioden for lavdunktionerne.v

3. tilfeelde: cZ0.

| dette tilfeelde er forskriften givet ved: f(x) Alsin(bx + c). Da betydningen af A og b er gen-
nemgaet ovenfor, er det betydningen af ¢, der@kahles. Men som det skal vise sig, spiller vaer-
dien af b ogsa en rolle for betydningen af c. Tallkaldes startfasegller begyndelsesfasdor
svingningen.

Eksempel 2.14.
Vi vil bestemme udseendet af grafen for funktionfx) = 3sin(2x +1).

Vi starter med at se pa funktionen h(xgsin(  2kyis udseende er velkendt ifglge ovenstaende
beskrivelse af 1. og 2. tilfeelde. Det ses, at #X)(x —(-2)) , idet:

h(x—(—%)) = 3sin(2(x—(—%)) = 3sin(2(x+3)) = 3sin2x+1) = f(x)
Ifalge seetning A.2.1 far vi dermed, at grafen férefnkommer af grafen for h ved at parallelfor-
skyde grafen for h stykket langs 1.aksen. Se figur 2.14.

Fig. 2.14 v
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Pa samme made som i eksempel 2.14 indses (ovemwaijikér), at:

Grafen for f(x) =A[sin(bx+ c)fremkommer ved at parallelforskyde

grafen for h(x) =A[sin(bx )stykket —% langs 1.aksen.

Dvelse 2.15.
Tegn graferne for fglgende funktioner (v.hj.a. etfgggningsprogram) (Jfr. gvelse 2.13):
1) 13sin@x -3 2) —%cos(O,Sx +10) 3) 02sin(l0x — 25) 4) 5cos@nx + 21 )

Kommentér resultaternew

Tangens.
. . . : sinx
Funktionen tangens er som omtalt i kapitel 1 deéiheed: tanx = , 0g dette geelder uanset
COSX

om x er en vinkel malt i grader eller radianereetm x er et tal.
tarx er defineret for alle de tal x, hvapsx # , @ivs. Dm(tan) :{x 0 R| X % g +plr pOd Z}

(Laeseren opfordres til at finde placeringen péa dstieklen af de tal, hvor tan iklex defineret!).

V.hj.a. en enhedscirkel kan vi, som omtalt og kevksipitel 1, fa et indtryk af, hvordatar x vari-
erer, nar x varierer. P4 figur 2.15 er vist retsimgnkterne Pog R for to tal x og y, samt hvordan
tarx hhv. tary findes v.hj.a. linien, der gar parallelt med 2eakiggennem punktet E =(1,0).

! |
i ! E
| | |
| l |
| | |
| | i
1, tanx) \ g ll
| | I
! | | L
E > = _?EE 3 T i% 2n i
2! 12 [2
| : ‘
! | !
. | | |
(@, tany) i | |
\ | |
| | |
Flg. 2.15 Fig. 2'16

Ogsatar x kan findes pa grafregneren (husk at indstille tii¢nadianer”). Ved at udregne en pas-
sende maengde stattepunkter, samt ved anvendddsedsfkab til Dm(tan) og metoden pa figur
2.15, ser vi, at grafen for tan har et udseendedstpa figur 2.16.

Vi ser ogsa (overvej!), at Vm(tan) = R.
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Det ser af grafen ud til, at tan er periodisk medquenr, dvs. at der for allc 1 Dm (tamjeelder,
at tanx + 1) = tanx. At dette rent faktisk er tilfeeldet indses vedieste nedenstaende avelse 2.33
i afsnittet om omskrivningsformler for sinus, cassmg tangens.

Pvelse 2.16.
Vis v.hj.a. gvelse 2.8, at falgende tabel over ¢msgveerdier er korrekt:

1l mn T T 2n 3n on
v 0 — — — — — — — L
6 4 3 2 3 4 6
tan(v)| O ? 1 J3 | id. | =3 1 —g 0
(i.d. betyder: ikke defineret)y
Pvelse 2.17.
Der findes en trigonometrisk funktion cotangeng)cgom er defineret vedcot(x) = C9SX
sinx

a) Argumentér for, at Dm(cot) ={x O R| x£plr pd Z}
1
tan(x)
c) Argumentér for, at cot(v) for et givet tal eller given vinkel v kan findes som vist pa figur 2.17

b) Argumentér for, atcot(x) =

h

(0,1) (cotp, 1)

Yap

/ : _

Ad7
d) Find cot(x) for hver af falgende veerdier at taket-5, 8, 2,2, 2088, 0,0123456

e) Skitsér grafen for cot(x) x D]O;n[D ]T[;ZT[[ v

Trigonometriske grundligninger og uligheder.

Ved en trigonometrisk grundligning forstas en liggnif typen:
sinx)=a , cos(x)= b , tan(x)=c

eller skrevet uden funktionsparentesesmx = , @sx=b, tarx=c , hvor a, b og c er givne tal.
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Da Vm(sin) :[— 1;1], har ligningen: sin(x) =a kun (én eller flet@¥ninger, hvisaD[— 1;1].
Da Vm(cos) :[— 1;1], har ligningen: cos(x) =b kun (én eller flel@yninger, hvisz[— 1;1].
Da Vm(tan) = R, har ligningen: tan(x) = c (éreefilere) lgsninger for alle @ R.

For alle tre ligninger gaelder, at en begraensnaefinitionsmaengden (dvs. krav til veerdien af x)

kan aendre pa savel eksistensen som pa antaltrahber (ses i det falgende).

Eksempel 2.18.
Lad os se pa ligningertosx = 3. Da%D[— 1;1] ser vi, at der ma findes en lgsning til denneitign

og fra gvelse 2.8 ved vi da ogsé,casg) :%, hvorfor taIIetg er en lgsning til ligningen.

Da cos er periodisk med periodem 2il der imidlertid veere mange andre lgsningetigluer ikke
er sat begraensninger pa x, f.ekssatl[ 0;2m] ).

. o m . S
Vi ser saledes, atalletallene:§+pEP_n , pOZ erlgsninger til ligningen.

Pa nedenstaende figur 2.18 a) ses disse lgsnifigaerket med et kryds.
Fs 4L

il 8

[

9:/
m
\
|
:
)

w| A

a) , b)
Fig. 2.18

Men vi ser, at linien: y 2 ogsa skeerer grafen for cos i en raekke af purtkes farstekoordinat x

er markeret med en bolle. Disse punkter svarergidm vist pa figur 2.18 b) —, at x—=§ ogsa er

en lgsning til ligningen, og dermed, at alle tadieﬁg +pl[2rt , pOZ erlgsninger til ligningen.

Vi ser altsd i alt, at ligningercosx =1 har lgsningsmaengden:

L = {XDR

x=§+p[2n U x=—g+pE2Tr; pDZ}

Bemaerk, at det naturligvis er nemmest at findeit@mine v.hj.a. enhedscirklen som antydet pa
figur 2.18 b), ndr man samtidig husker p4, at cqeeedodisk med perioden?

Hvis der er en begraensning pa x, s& der f.eksdéeettes, atx [ 0;2rt] , s& far vi (overvej !) fal-

gende lgsningsmaengde L til ligningemasx =1, x D[ 0;21'[]: L= {1_;5?11}
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@velse 2.19.

Anvend gvelse 2.8 samt metoden i eksempel 2.88 lidse falgende ligninger:
a) cosf) :g b) cosx =1 c) sinx =3 d) sin(x) =0
e) sinx:g : xD[O;4n] f) cosk)=-3 , xD[—n;n] v
@velse 2.20.

Den trigonometriske grundligning tan(x) = ¢ lasdsppincipielt samme made som ligningerne:
cos(x) = b og sin(x) = a, idet man med fordel kamende "markeringen” af tan ved enhedscirklen
som omtalt i relation til figur 2.15. Man skal Helot huske pa, at tan er periodisk med perioden
Las v.hj.a. gvelse 2.16 fglgende ligninger:

a) tanx=1 b) tan(x):\/é : xD[—Zn;n] C) tarx = -3, xD[O;ZT[] v

| eksempel 2.18, gvelse 2.19 og @velse 2.20 sa sitpationer, hvor de trigonometriske grundlig-
ninger, der skulle lgses, alle havde "paene” rerltaom kunne findes v.hj.a. gvelse 2.8 og 2.16.
Principielt set lases andre trigonometriske grigrdliger som f.eks. sin x = 0,4 pa fuldsteendig
samme made — bortset fra at vi bliver ngdt tilragle en regnemaskine/grafregner for at finde en
lgsning. Dette giver imidlertid anledning til nogifggrende kommentarer om omvendte funktioner.
Umiddelbart ville man méaske sige: sin x = 04 x = sin*(0,4), som s& kan findes p& regnema-
skinen.Men dette er forkert !!

Lad os farst repetere, hvornar en given funktibarfen omvendt funktion:

Betingelsen er, at f er injektiv, dvs. at der gaeléte ethverty O Vm(f) findes_netop éx 0 Dm(f), sa
f(x) = y. Og hvis f er injektiv, findes den omveerdunktion ud fra falgende: y = f(x}» x =f 7 (y)
(Vedrgrende omvendte funktioner generelt: Se AdpeB).

Som det fremgar af det ovenstaende (jfr. bl.a.rfRya8 a), figur 2.16 og figur 2.7), er hverken, sin
cos eller tan injektive, sa vi kan altsa fastsla:

Ingen af funktionerne sin, cos og tan har en omvmktion ! |

Alligevel kan man pa enhver regnemaskine og grafeetjl brug i gymnasiet se, at der er taster,
hvorp& der stsin™*, cos™* og tan™.
Dette ofte forvirrende forhold har sin begrundelpameert praktiske forhold, som vi straks skal se.

Ingen af funktionerne sin, cos eller tan har sotomemtalt en omvendt funktion. Men hvis vi ind-

skreenker definitionsmaengderog ser pa falgende funktioner:

f(x) = sin(x), XD|: —2;1—21 , gx) = cos(x),xD[o;T[] , h(x) = tan(x), XD} —g;g{
sa har bade f, g og h en omvendt funktion (jfilaldle falgende figurer 2.19 a), 2.20 a) og 2.21 a),
som viser graferne af f, g og h). Og det er de ardtefunktioner til f, g og h, der "gemmer sig”

bag tasternsin™, cos™ og tan™ pd regnemaskinen !
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Da Vm(f 1) = Dm(f) ses, at tasten benaewi ™ giver vaerdier i intervalle{ —g;g} (jfr. figur

2.19). P4 samme méde ses, at tasten bengesntgiver veerdier i intervallefo; 1], og at tasten

benzevnttan™ giver veerdier i intervalleﬂ —1—21;%[[ (jfr. figur 2.20 og 2.21).

A
1,,
0.5t
2
-0.51
f
14
a)
1,
0.5+ g
p
-0.k
-1
a)
4,,
3,,
2,,
1,,
2 02
_1”
_2”
h
_3”
_4”
- a) b)

Fig. 2.21
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Eksempel 2.21.
Vi vil i dette eksempel Igse ligningersinx = 04

Ved indtegning pa en enhedscirkel (se figur 2.22\v§ at der
[ intervallet[O;Zn] er to lgsningex, og X,.
Nar x, og X, er bestemt, far vi de gvrige lgsninger ved at
leeggep [2n til (hvor p er et helt tal, dv Z |
Ved anvendelse af figur 2.19 og den hertil hgrapést ses, at \ /
lgsningenx, findes v.hj.a. regnemaskinen som: \

x, = sin” (04) = 0,412 \a/
Lasningenx, findes ud fra, atx, = 11— X,, hvilket giver:
X, = 2,730 (Kontrollér!). Fig.22
Ligningensinx = 04har saledes i alt lgsningsmaengden:

L ={xDR|x=0412+pr2n0x = 2730+p2n ,p0Z}

Hvis der er en begraensning pa x, som f.eks. i fmlgéigning: sinx = 04, xD[ 0;21'[], sa far
vi lzsningsmaengden: L $0,412;2,730}

Afslutningsvist skal det bemaerkes, at man undertsds en opskrivning/beregning som fglgende:
sinx = 04 =« x =sin? (04 - x = 0,412
hvor regnemaskine-tastesin™ anvendes til at finde veerdien af x.

Dette er — som tidligere neevnt — generelfetert. Problemet er, at der i almindelighééte geel-
der ensbetydende imellem den farste og den angieindj, idet dett&un korrekt, hvis x er begraen-

- T . : . .
set il mtervallet[ - ?E} . Hvis x kan antage veerdier ud over dette intesiad] der altsa falges

andre veje til Igsning af ligningen (som vist owvam).

Hvis man derfor i sine beregninger kommer til éganometrisk grundligning, sa skal man teenke:
"STOP, skriv ikke mere her! Undersag hvilke begmaarnger der er pa den variable, og bestem
herefter de relevante lgsninger v.hj.a enhedscoggkgnemaskine”.v

Pvelse 2.22.
Las ligningerne:

a) cos(x) = 0,14 ,xm{—g;’—ﬂ b) sin(x) = — 1,13 c) 6gs= — 0,62 ¥
Pvelse 2.23.

Lgs ligningerne:

a) tanx = 154 b) tan(x) = - 0,8 c) tan(x) = 4£8,, xD[—n;n] v

Eksempel 2.24.
Vi vil i dette eksempel lgse ligningen: cos(0,74)-= 0,8 , & x <15
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Vi bemeerker straks to ting: For det farste er Hiee itale om en trigonometrisk grundligning, idet

der ikke star cosinus til en variabel, men costiluet udtryk indeholdende en variabel (der eralts
tale om en sammensat funktion). For det andetreemiésaerlig” begraensning pa denne variable.
Dette problem kan lgses ved at indfagre en hjeelpshelr y = 0,7x — 4, og sa farst beregne hvilke
begraensninger der er pa denne nye variable. Delegésdr falgende:

0<x<15 - 0=<0,7x< 0,M5 - —-4<0,7x-4<0,M15-4 - -4<y<65
Vi skal altsa i farste omgang lgse den trigonorskgrigrundligning: cos(y) = 0,8 yD[— 4;6,5]
Det overlades som en gvelse til leeseren at visierate ligning har lgsningerne:

= -0,6435 0 y=0,6435 0 y= 56397

samt i forbindelse hermed at tegne en enhedscitkebade viser indtegning af de relevante ret-
ningspunkter for ligningen og af begraensningsiraﬂae\‘/[— 4;6,5] for veerdien af y.
Ved at vende tilbage til den variable x far vi dedrfglgende resultater:

0,7x-4 = -0,64350 0,7x—-4 = 0,64350 0,7x-4 = 5,6397
hvoraf vi far (kontrollér !), at:

X = 4,79500 x = 6,6336 0 x = 13,7710

Det skal bemaerkes, at beregningen af savel begirgrapa y som bestemmelse af x ud fra de
y+4
0,7

fundne y-veerdier ogsa kan gennemfares ved fokstrastatere, at: y= 0,7x -4 X =

y+4

idet vi da f.eks. har (overvej!), at: <Ox <15 « 0< <15 « —-4<y<65 ¥

Pvelse 2.25.
Lgs ligningen: tanb - 06x) = 274 xD[—lO;lO] v

V.hj.a. lgsningerne til de trigopnometriske grundligger kan vi nu lgse uligheder af typen:
cosx < a, sinx>a, tan(x) <b

og lignende trigonometriske grunduligheder.

Eksempel 2.26.
Lad os prgve at lgse uligheden:

sinx > g , x0O[0;2nm]

Det gor vi ved farst at lgse ligningen:

sinx = g , xD[O;ZT[]

Som vist pa figur 2.23 er Igsningerne til dennailig lig

medg 0og 37: Og som det fremgar af figuren, er las-
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ningsmaengden til uligheden dermed givet ve}g;%{

Hvis vi ikke har restriktionenxD[ 0;211] med, kan lgsningsmaengden L f.eks. anfgres saledes:

L = <x+pl2pldz O XD}E;B—H[ eller
4 4
L = {XDR g+pE2n<x<37n+pE2n,pDZ}

(Overvej savel opskrivning som resultat naermerer!).

=]

Eksempel 2.27. A
Vivil Igse uligheden: 0 < tanx < 2 xD[O;ZT[] '

Ligningen tanx = 2 ,xD[O;ZT[] har lgsningerne: 1,107
0g 4,249, og ligningeanx =0 , xD[ 0;211] har lgsnin-

gerne O ogt
Ved hjeelp af disse lgsninger og figur 2.24 seavlgsnings-
maengden L til uligheden er:

¥

L = [0;1107]O[m;4249] v

Dvelse 2.28.
Las falgende uligheder: |

1
a) CosX < 5

Fig. 2.24
b) -4 <sinx<0 , XD[—T—T;T—T}
2 2
c) sinx<-03 , xD[O;Zn]
d) tanx) > - 064 , xO]-mm|

@velse 2.29.
Lgs falgende uligheder:

a) cos@x) =35 xD[O;Zn]
b) sin@x+5) > 074 , x0O[- 2;25]

Omskrivningsformler for sinus, cosinus 0g tangens.

Der findes mange omskrivningsformler for de trigowariske funktioner, herunder sakaldte over-
gangsformler, grundformler, additionsformler, foemied dobbelt variabel, logaritmiske formler.
| denne sammenhaeng anfarer vi farst falgende aisssetning for sinus og cosinus:

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Trigonisiee funktioner — og matematiske modeller”



Seetning 2.30(Omskrivningsformler for sinus og cosinus)

Overgangsformler:

1) sin(-x) = —sinXx 2) cosf-x) = cosx

3) sin(n—x) = sinx 4) cosfi—x) = —CcosX

5) sin(n+x) = —sinXx 6) cosfi+Xx) = —Ccosx

7) sin(T—T—xj = CcOosX 8) CO{T—T—XJ =sinx = co{x—ﬂj
2 2 2

Grundformel:

9) sin?x+cogx = 1

Additionsformler:
10) cos{u—v) = cosulcosv+sinulsinv 11)cosu+v)
12) sin(u-v) = sinulcosv-cosulsinv 13) sin(u+v)

cosulcosv—sinulsin v
sinulcosv +cosulsin v

Formler med dobbelt variabel:
14) cos@u) = cos’u-sin®u = 2cosu-1 = 1-2sinu
15) sin(2u) = 2sinulcosu

Logaritmiske formler:

16) sinx+siny = Zsin[x—;yjm:o{x—;yj 17) sinx —siny

ZCO{X_WJ @;m(uj
2 2

18) cosx+cosy = ZCO{X—;yj EO{X—;IJ 19) cosx —cosy = - Zsin(x ; yj E-kin(x ; yj

Det skal bemaerkes, at formlerne 9-19 ogsa geeléeximklerne regnes i grader !!

Bevis:

Overgangsformlerne 1)-6):

Da retningspunkterne for x og —x ligger symmetoskkring 1.aksen (se figur 2.25 a)), ser vi, at
sin(=x) = —sinx og COS(X) = cos X

A

Sin X

Fig. 2.25
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Da retningspunkterne for x og—x ligger symmetrisk omkring 2.aksen (se figur 202p ser vi, at

sin(n—x) = sinx og cosfi—x) = —cos X
Da retningspunkterne for x agx ligger symmetrisk omkring (0,0) (se figur 2.25, ser vi, at
sin(n+x) = —sinx 0og cosfi+x) = —cos X

Overgangsformlerne 7) og 8):
Lad P veere retningspunktet for x, og ldd/&re spejlbilledet af P ved en spejling i linien ¥.

Som det fremgar af figur 2.26, erfétningspunkt fo% -X. (Overvej, at dette ogsa er tilfaeldet

med punkterneé®, og P, pa figuren).

/- %
¥ x /{ V\ S
/ ;"l A \i‘.__
o1l e
[ P
R ”
4 s 4 ’ /
\ g g ‘ /! j
\ s I| //;
& .
|
P;
Fig. 2.26

Koordinaterne til P og'Rer sdledes givet ved:
P = (cosx,sin x) 0g ' (cos(]—zT - xj,sin(g - Xj)

Som bekendt (ellers se Appendix 4) bytter en spgjliinien y = x om pa 1. og 2. koordinaterne til
det punkt der spejles. Vi har derfor, at

(T Tl :
sin —-x|=cosx o0g  cos—-x|=sinx
(2 j {2 j

Da der ifglge omskrivningsformel 2) geelder, m{g— xj = co{—g+ xj = co{x —T—ZTJ har vi
hermed alt i alt vist formlerne 7) og 8).

Bemeerk, at formlensinx = co{x —T—ZTJ beskriver, at grafen for sinus er forskugitlangs 1.aksen

i forhold til grafen for cosinus, hvilket stemmantfoverens med figur 2.6. (Jfr. Appendix 2).

Grundformlen 9):
Som bekendt (ellers se Appendix 5) er afstandefemeb punkter A og B med koordinaterne:

A= (XY, og B=(x,,y,) givetved formlen:|AB| = \/(xz —x1)2 (Y, —Yy)?.
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Afstanden mellem retningspunktet Reosx,sin  ¥Jr x og enhedscirklens centrum O = (0,0) er

radius i enhedscirklen (overvej, lav en figur), duishar: 1 =|OH = \/(cosx—O)2 +(sinx-0)? |

hvoraf vi ser, atsin? x +cos? x = 1

Additionsformlerne 10) — 13):
Additionsformlen 10):cosu—v) = cosulcosv +sinulsin v bevises ved at Igse nedenstaende

gvelse 2.31. (Leesere, der har lsert om vektorers&at alternativt bevis for formlen i Appendix 6).
De tre gvrige additionsformler bevises herefter passende omskrivninger af formel 10):

Ved at betragte tallet —v i stedet for v, far Viesies:
cosfu+v) = cosu—(-v)) = cosulcosfV)+sinulsin(-v) = cosulcosv —sinulsinv
hvor vi har anvendt overgangsformlerne 1) og 2).

Ved at betragte talleg— u i stedet for u, far vi herefter:

co{[g—uj+vj = co{g—uj E:osv—sin[g—uj $inv = sinultosv —cosu [Sinv

hvor vi har anvendt overgangsformlerne 7) og 8).
Da vi desuden har, at

co{(T—;—uj+vj = co{g—(u—v)j = sin(u-v)

ser vi alti alt, at:sin(u—v) = sinulcosv-cosulsin v

Hvis endelig vi heri indseetter —v i stedet for & f&r vi (overvej), at
sin(u+v) = sinulcosv+cosulsinv
hvormed additionsformlerne 10) — 13) er bevist.

Formler med dobbelt variabel 14) og 15):
Formlen: cos@u) = cos’ u-sin® u fremkommer af additionsformel 11), hvor der ardesv = u
samt den omtalte skriveméade, @tosu)® = cosu og (sinu)® = sin®>  (Dvervej!)

Formlen:cos” u—sin®u = 2cos’ u-1 = 1-2sin® u fremkommer ved at anvende grundformel

9) til at finde hhv.sinu og cos’ u. (Detaljerne overlades til laeseren !).
Formlen:sin(2u) = 2sinulcos ufremkommer af additionsformel 13) ved at anvendew

De logaritmiske formler 16) — 19):

Hvis vi saetteru = X—Zy ogv=22Y

, hvor x og y er vilkarligt, givne tal, sa ser at;

2
gty = XEY  XTY _ XHyrx-oy 2
2 2 2 2
og
Uoy = XY _XZy _ X+y-(X-y) _ 2y _ y
2 2 2 2

Ved anvendelse af additionsformlerne 12) og 13yifliermed:
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sinx+siny = sinu+v)+sinu- v)
=sinulcosv +cosulsinv+sinulcosv —cosulsinv
= 2sinulcos v

- ZSin(X_Wj m{uj
2 2

Og tilsvarende kan vi finde udtrykkene f@inx —sin , ¥0sX +Cc0sy 0Qg COSX —COsY .
Hermed er saetning 2.30 bevi#t.

Pvelse 2.31.

Formalet med denne gvelse er at bevise additionéoar10) i seetning 2.30.

a) Tegn en enhedscirkel og afsaet retningspunktesmg IR, for to (vilkarligt valgte) tal u og v.
b) Afseet det tilsvarende retningspuriRf_, for tallet u—v

c) Angiv koordinaterne til punkterne,PR, og P,_,

d) Overvej, at cirkelbuen fra,Ril P, er lig med cirkelbuen fr&,_, til punktet E = (1,0), og at vi
dermed har: |P,P,|* = |P,_,E’

e) Angiv v.hj.a. formlen for afstanden imellem to ptexk(jfr. Appendix 5) et udtryk for hver af de
to afstandeP,P,| og |P,_, E|

f) Anvend resultaterne i d) og e), samt grundformlens@etning 2.30, til at udlede den gnskede
formel: cosu—v) = cosulcosv+sinulsinv ¥

Pvelse 2.32.
a) Gennemfar alle detaljer i beviset for formlerne @gd)15) i seetning 2.30.
b) Gennemfgar alle detaljer i beviset for formlerne, 1I8) og 19) i seetning 2.30v

@velse 2.33.
Vis v.hj.a. overgangsformlerne 5) og 6) i seetnir@P2at funktionen tangens er periodisk med peri-
odent, dvs. at: tanx +T) = tan x ¥

Pvelse 2.34.
a) Vis v.hj.a. omskrivningen:cos@x) = cos@x+ x)at: cos@x) = 4cos’ x —3cosx
b) Vis tilsvarende, at:sin(3x) = 3sinx-4sin® x ¥

@velse 2.35.
. . T T .
Vis, at: sm(x +§j = cosx 0g cos{x +Ej = -sinx ¥
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Seetning 2.36(Omskrivningsformler for tangens)

Overgangsformler:
1) tan(-x) = —tanx 2) tan(n—x) = —tan x 3) tan(n+x) = tanx

Additionsformler:

- +
4) tanu-v) = tanuztany, 5) tanu+v) = _tanu+tanv_
1+taruarv 1-tarularv

Formel med dobbelt variabel:

6) tan(u) = =2
1-tarcu

Kombinationsformler med tangens og cosinus:

7) 1+tan®x =

cos? x

Det skal bemzerkes, at formlerne 4-7 ogsa geeldevimiderne regnes i grader !

Beuvis for saetningen:
Vi viser formel 1) og 4). Vedr. de gvrige forml&e gvelse 2.37.

) LY = sin(=x) _ -sinx
L) tanx) COS(X) COSX

hvor vi har anvendt definitionen pa tan samt fdrijeng 2) i saetning 2.30.

= —tanx

sin(u-v) _ sinulcosv-cosulsinv

cosu-v) ~ cosulosv+sinu@inv

hvor vi har anvendt definitionen pa tan samt fdri@® og 12) i seetning 2.30.
Hvis vi forkorter dette udtryk medosulcosv, far vi:

sinulcosv _ cosulsinv

tanu-v) = cosu E:osy cosu [Gosv — tanu —tanv
14 SiNUsSINV 1+ tanu danv

cosuleosv
Hermed er de omtalte formler bevis.

4). tan(u-v) =

Pvelse 2.37.

a) Bevis formlerne 2), 3) og 5) i seetning 2.36 efenme princip som i ovenstaende bevis.
b) Bevis formel 6) i seetning 2.36 ved anvendelse mhé&b 5) i saetningen.

c) Bevis formel 7) i seetning 2.36 ved anvendelse andiormlen 9) i sesetning 2.30y

@velse 2.38.
Bevis, at

cosex) = 1—ta—n2x 0g sin(2x) = ZLn;( v
1+tar” x l+tar© x
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Kap. 3: Trigonometriske funktioner oq infinitesimalregning.

Infinitesimalregning deekker over begreberne korititudifferentiation og integration. Og nar vi
ser pa trigonometriske funktioner i relation tissi begreber, er den variable reelle tal.

Det betyder bl.a. ogsa, at i problemstillinger, tivaler skal anvendes differentiation eller integr
tion af de trigonometriske funktioner, angives Vark radianer !! (Sa kan man altid, hvis det er
relevant og gnskes, omregne det endelige resiliiggader, jfr. f.eks. eksempel 4. 13).

Kontinuitet oq differentiabilitet.

Der geelder falgende saetning:

Seetning 3.1.

Funktionerne sin, cos og tan er kontinuerte.

Bevis:
Vi minder om, at en given funktion f er kontinueet punkt %, hvis f er defineret i en omegn (et
symmetrisk interval) omkringoog hvis der geelder, at: f(x} f(Xo) for X - Xo.
Hvis vi betragter et vilkarligt valgt tal,xsa ser vi, at efterhanc'~-

som x naermer sig tiloxsa vil retningspunktet,For x naerme

sig til retningspunkte®, for x, (se figur 3.1).

Og dermed vil sin(x) naerme sig til sig(>og cos(x) vil sin x,
tilsvarende naerme sig til cog{xDer geelder altsa: / sinx

[
sin(x) - sin(%) for x —» X {
9 \ COS X COs x
cos(X) - cos(%) for x - X 4
hvormed vi ser, at bade sinus og cosinus er koettau . K -
(Bemaerk, at da bade sinus og cosinus er defineegalb, —
er der ingen problemer med definitionsmaengden). Fig. 3.1

Kontinuiteten af tangens falger af, at der gengyadtder, at en brgk imellem to kontinuerte funkti-
oner er kontinuert, og af at vi ved, at tan(x)—s=lr%. Hermed er saetningen bevist.
cos

@velse 3.2.
Indtegn grafen for funktionegsinx |, xD]—l:?[ i et fininddelt koordinatsystem. (Brug f.eks. etth
ark mm-papir, hvor 1 enhed seettes lig med 2 crar bHug et graftegningsprogram, der kan vise et
fininddelt "gitter”).
Tegn tangenterne og find deres haeldningskoeffigeatende til falgende x-veerdier:

-1,0,% ,1,%‘,2,% , n,4,37",171,6
Tegn ved hjeelp af de fundne veerdier en kurve (yekoordinatsystem), der angiver heeldningsko-
efficienten for tangenten som funktion af x-veaerdien
Indtegn desuden grafen for funktionen cosinus sdidtnaevnte koordinatsystem.

Kommentér resultatet ! v

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Trigonisiee funktioner — og matematiske modeller”



- 41 -

Inspireret af gvelse 3.2 vil vi nu opstille og sevfalgende saetning:

Seetning 3.3.

Funktionerne sin og cos er differentiable ove@itder geelder:
sin'(x,) = cosx, 0g c&(X,) = —-sinx,

Bevis:

f(x)-f
En funktion f siges at veere differentiabel i et piuxk hvis difl‘erenskvotientenM er

X=X,
defineret i en omegn (et symmetrisk interval) omérk, og hvis den har en greenseveerdi for x ga-
ende mod x Og i givet fald er greenseveerdien lig med difféedkvotientenf '(x, ).

Da sinus er defineret overalt, skal vi altsa vadjvis % [ R er et vilkarligt valgt tal, sa har diffe-
. sin(x) —sin(x . o .
renskvotienten ) o) en greenseveerdi for x gaende m@dQg for at bestemme differen-
X =X,

tialkvotienten af sin i tallet sa skal vi bestemme stgrrelsen af denne greerdgievaer

+ _
Ifglge saetning 2.30 17) har veinx —sinx, = 2CO{X 2X°j13in(x ZXOJ

hvoraf vi ser (overvej omskrivningen !), at:

. . ZCO{XZXOJBin(X_ZXOj .\ sin X_Zxoj
sin(x) —sin(x,)  _ _ co{x X, J o
X =X,

X =X, X=X, 2

2

X+X,

Da cos er kontinuert har vi: co{ j - cosk,) for x - X,

X+ X,

idet

- X, for x - x,

[o]

(X =Xq j
sin 5
Problemet er derfor at finde greenseveerdien afedtem: -

X o

2
Hvis vi kan vise, at: sny- | 1 for y -0
y

sin(x _X"j
2

sd harviogsd, at——<% - 1 for Xx- X
X =X,

2
X=X

[¢]

idet der geelder, ay =

- 0 for x - X,

| alt vil vi dermed f&, at:
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sin(x) —sin(x,)
X =X,
hvormed vi vil have bevist, at sin er differentiblmgy at sin'(x,) = cosx,

- cos(x) for X - X

Vi skal altsa bevise, a1 for y - 0.
y

Bevis:

Vi bemeerker farst, at hvis vi har et fésiestykke af leengden k, som er korde i en cirkeld radi-
us r (se figur 3.2 a)), sa vil leengden b(r) afluletstykke, som korden afskaerer pa cirklen, nserme
sig til k, nar r bliver uendelig stor (se figur 3} b) og c)).

Fig. 3.2

Vi kan skrive dette pa falgende made: b))k for r- o
Og heraf ser vi, at

Kk

—— - 1lforr 5
b(r)

Lad nu AB veere et givet liniestykke af laeengden kpMcerer en cirkel med radius r (hvor 2r > k)
saledes, at AB bliver korde i cirklen (se figur)3.3

Hvis vi kalderJAOC for y, hvor C er midtpunktet af

AB og O er cirklens centrum, sa har vi — id&OC
er retvinklet —, at

og dermed, at

-

Hvis vi som ovenfor seetter b(r) \;AB‘ hvor |AB

betegner laengden af bueB , sa far vi ifglge saet-
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ning 2.3, at b(r) = 2y, idetJAOB = 2y. Dette giver os, at:m =2y
r

| alt ser vi derfor, at

k
siny _2siny _ ¢ _ k
y 2y b(r)  b(r)
r
Da der som omtalt ovenfor geelder, a{b?_r) - 1 for r - o , ogda der desuden geelder, at
r - o for y — 0, farvi, at
sy _ L -1 for y-0
y  b(r)

hvormed det gnskede er bevist.
Hermed er beviset for differentiation af sinus faid.

At cos er differentiabel, og ats'(x,) = —sinx, ses pa tilsvarende made v.hj.a. omskrivningen:

.(x+xoj .(x—xoj .(x—xoj
=2sin ———— | $in —— sinf ——
cosi) —cosk,) _ 2 2 _ —sin(XJrX"jD 2

2

X=X, X =X X~ Xo

(]

2
Hermed er saetning 3.3 beviAt.

Eksempel 3.4.
At Y gar mod 1 for y gdende mod 0 kan man fa et incfyked at betragte tallene i nedensta-
y
ende tabel. (Vi har kun medtaget positive y-vagrdiet Sincy) = Sy sy ):
-y -y y
siny
Y y
1 0,841471
0,1 0,998334
0,01 0,999983
0,005 0,999995
v

Eksempel 3.5.
Vi vil bestemme differentialkvotienten’ g (Xpr funktionen: g(x) =cos’ x [Bin 2x

Ud fra reglen om differentiation af et produkt fér

g'(x) = (cos’ x)' 3in2x + cos x [{sin2x)’
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Funktionencos’ xer sammensat af funktionerné &g cosx . Vi far dermed:
(cos” x)' = 2cosx [{cosx)' = 2cosx [{—sinx)
Funktionensin 2x er sammensat af funktionersen  og 2x. Dette giver os:
(sin2x)' = cos2x [(2x)" = cos2x[2
Ved hjeelp af omregningsformlerne fsin g cos 2x (seetning 2.30 14) og 15)), ser vi alt i alt, at
g'(x) = —2cosx 3inx 3in2x + cos’ x [2 [£0s2x
= - 2cosx Binx [2cosx [3inx + cos” x [2 [{L- 2sin? X)
= - 4cos x [3in? X + cos? x [{2 - 4sin? X)
= cos’ x [{-4sin® x + 2 - 4sin® X)
= cos’ x ({2 -8sin? Xx)

Resultatet er altsd: 'g (9 cos® x[{2-8sin®x) ¥

Dvelse 3.6.
Find differentialkvotienten af falgende funktioner:
a) f(x) = cos@x+7) b) f(x) =x° &in x 0) f(x) =2COSX*sinx
sinx +3
Vedrgrende differentiation af tangens geelder dgefale ssetning:
Seetning 3.7.
Funktionen tangens er differentiabel, og der geelder
tan'(x,) = 1+tan’x, = L , x0¢2+pDT, pdz
cos X, 2
@velse 3.8.
Bevis seetning 3.7 v.hj.a. differentiationsreglentfozker. v
Dvelse 3.9.
Find differentialkvotienterne af fglgende funktione
a) f(x) = tan® x b) f(x) = cos@x) [tan x c) f(x) :Cosi‘ﬂ
ar x

V.hj.a. de trigopnometriske ligninger og ulighedex kapitel 2, samt v.hj.a. seetning 3.3 og 3.7 kan v
nu bestemme monotoniforhold, veerdimaengde o.ligrerficdel funktoner, som i deres funktions-
forskrift indeholder de trigonometriske funktioner.
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Eksempel 3.10.
sinx

Lad funktionen f veere givet ved: f(x) =—— xD[O;ZT[]
2+ cosx

Vi vil bestemme monotoniforhold og veerdimaengdef for

Vi starter med at konstatere, at dasx D[— 1;1], er f defineret for alle D[ 0;2n].

Vi finder nu differentialkvotienten af f:
cosx [ (2 + cosx) —sinx [(—sinx)

Pl = (2 + cosx)?
_ 2c0sx +cos X +sin® x
- (2 + cosx)?
2cosx +1
" (2+cosx)?
Heraf far vi:
f'x) = 0 « 2cosx+1=0 < cosx = -3

For x D[ 0;211] geelder der (kontrollér):

Mo oA
3

Da den afledede funktioff er kontinuert (idet den bestar af en brak af tetkmerte funktioner),

kan den ikke skifte fortegn i et interval uden atz@e veerdien 0. Da der ikke er nogen nulpunkter

CosX = -1 o O

for f' i intervallet} O;%n{, har f (x) samme fortegn i dette interval. Vi kan derfor bestne

fortegnet ved at udregné f (XQr et eller andet x i dette interval. DE(T—ZT) = > 0, ser vi at

1
4
det sggte fortegn er positivt.

Pa samme made indses, at f er)negativ i intervalleﬂ 2—3“%“[ og at f (x)er positiv i interval-

Iet}4—n;2n[, idetf'(n) = -1 < 0 og f(3—"j N
3 2 4
Fortegnsvariationen foi' kan derfor indtegnes enten ved en enhedscirkei (gst pa figur 3.4 a)

gverst pa naeste side) eller ved en saedvanligi¢a(Bom vist pa figur 3.4 b))

Det skal bemeerkes, at for funktionen i dette eksdpdet hurtigere at Igse uligheden f $X) :

f'(x) >0 < 2cosx+1>0 - cosx > -3

hvorefter fortegnsvariationen féf fremkommer v.hj.a. en enhedscirkel som vist parfig}4 a).

Da f er kontinuert i intervalleﬁ O;%n} og differentiabel i} O;%n{, ogda f (x)>0 for alle

X D} O;%n[ , farvi, at f er voksende{i O;%n} — og Vi kan derfor ud for dette interval tilfajen

viste tendenspil pa figur 3.4 b). De gvrige tenglaopnas pa samme made.
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x 0 3 3
0 — 0 S

a) b)
Fig. 3.4

Vi kan derfor konkludere, at f har fglgende mondtmhold:

f er voksende [ O;%n} , fer aftagendeE 2?114?11} og fer voksendeﬁ 4?]T;Zn}

f har altsa lokalt minimumi 0 ogﬂg, og lokalt maksimum %ﬂ 0ogi 2t

Vi har (kontrollér v.hj.a. gvelse 2.8), atf[%nJ = V3 og f[%nj = - V3

3

3
Da der desuden geelder, at f(0) =m)(2= 0, ser vi, at f har (globalt) minimumA—'|3JJ og (globalt)
maksimum i2—;. Ogdafer kontinuert[iO;Zn] far vi, at Vm(f) = {——'— :

Grafen for f ses pa figur 3.5:

¢

1_ =

,_\__
ot
w-/
ot
M

A 4

Fig. 3.5 v

Dvelse 3.11.
Bestem monotoniforhold, lokale ekstrema og veerdigaerior funktionen g fra eksempel 3.5, idet
vi forudseetter, ak D[ 0;2n]. Tegn grafen for g.

Las samme gvelse, idet det nu forudsaettexl]s{to;4n] R
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Integration af trigonometriske funktioner.

Dette afsnit indledes af en kort generel introdukdiil integration og regneregler herfor. Leeserer dllere-
de er bekendt med dette, kan blot springe intrado&h over, medens laesere, som gnsker en mergeybtg
ende behandling af emnet henvises til bogen "Matdgnfiar Gymnasiet. Integralregning. Teori, anversdel
0g modeller”.

En funktion F siges at veere stamfunktion til en fimkf i et interval |, hvis det for alle X | geel-
der, at F(x) = f(x) (for et evt. venstre endepunktelrld skal der geelde, atfa) = f(a) og for et
evt. hgjre endepunktD | skal der geelde, at Fb) = f(b)).
Hvis F er en stamfunktion til f i et interval I, s&river vi:

F(x) = j f (x)dx
og vi siger, at F fremkommer ved af integrére
jf(x)dx, der altsa er en funktion (en stamfunktiort kaldes et ubestemt integrale.

At en given funktion F er en stamfunktion til f keantrolleres ved at undersgge, oh+H.

Ved det bestemte integrale af f fra a tihlvor [ a; § O Dm(f), forstar vi tallet F(b) — F(a) , og det
skrives séledes:

b
jaf(x)dx = [F0]2 = F(b) - F(a)
Hvis f er en ikke-negativ funktion, q.r:f (x)dx lig med arealet under grafen for f imellertidae a

0g b, og hvis f antager bade positive og negatieedier, sa e§:f (x)dx lig med arealet under gra-

fen for f, men over 1l.aksen, minarealet under 1. aksen, men over grafen — imebdélene a og b.

| forbindelse med savel ubestemte som bestemtgrales geelder der nogle regneregler, bl.a.
[(F00 +g00)dx = [ dx+[ge)dx, [(F(x)-geg)dx = [f(x)dx~[g(x)dx og

jk d(x)dx = kjf (x)dx, hvor f og g er to funktioner og k er en konstan hvor reglerne her er
formuleret for ubestemte integraler. Tilsvarendgeegeelder for bestemte integraler.

| forbindelse med produkt af funktioner og sammémedanktioner geelder falgende regneregler:

Delvis (eller Partiel) Integration: If(x)g(x) dx = F(x) [g(x) - J' F(x) [@'(x)dx (ubestemt)

b b b
ja f(X)g(x)dx = [F(x)g(x)]a - j F(X)g'(x)dx  (bestemt)

hvor F er en stamfunktion til f.

Denne metode kaldes delvis eller partiel integratidet vi ikke far udregnet integralet helt, mén f
det udtrykt ved et nyt integrale (som sa forhabgmtt lettere at regne ud).

Integration ved substitution: I fg(x)) ' (x)dx = FO(x)) , (ubestemt)

I: f(9(x)) [o'(x) dx = F(g(b)) - F(9@) (bestemt)
hvor F er en stamfunktion til f.
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Denne metode kaldes integration ved substitutibet, iegnereglerne kan omskrives til:

Integration ved substitution:
j f(9(x)) @' (x)dx = j f(t)dt , hvort=g(x) og dt ='(x)dx

j:f(g(x)) [g'(x)dx = J's(g)f(t)dt , hvor t = g(x) og dt ='¢x)dx — og hvor greenserne aendres

Vi har séledes substitueret (indsat, erstattetpstedet for g(x), og dermed bliver dt $qgdx (i
overensstemmelse med reglerne for differentialer).
| reglen for det bestemte integrale ses desudergrat gar fra a til b, sa gar t fra g(a) til g(b).

| forbindelse med trigonometriske funktioner geelder falgende seetning vedrgrende stamfunktio-
ner. | saetningen indgar en vilkarlig konstant end@n lsegges til enhver af stamfunktionerne, idet
denne forsvinder ved differentiation. En stamfuaiktiil en given funktion er altsa ikke helt enty-
digt fastlagt. Veerdien af konstanten kan i en kenhkituation fastleegges ud fra kendskab til en
funktionsveerdi for stamfunktionen (se eksempel 3 &velse 3.14).

Seetning 3.12.

| de fglgende regneregler er a, b og c vilkarligasgtanter (dog kreeves at ®):

1) Isinxdx = —-COSX + C
2) jcosxdx = sinx + ¢

3) j tanx dx

~Injcosx| + ¢

4) jsin(ax+b)dx = —lcos@x+ b) + ¢
a

5) jcos@x+ b) dx %E'l;in(ax+b) +c

6) Itan(ax+ b) dx —§In|cos@x+b)| +C

Bevis:

For at bevise seetningen kan vi — som omtalt ovenfdivert tilfaelde kontrollere, at nar vi differen
tierer hgjresiden (dvs. udtrykket for stamfunktio)esa giver det funktionen inde under integral-
tegnet (dvs. funktionen som integreres). Men dettidarer ikke hvor udtrykkene for stamfunktio-
nerne kommer fra, sa for formlerne 3) — 6) gribiesagen lidt anderledes an.

Formel 2) falger direkte af, at vi ifglge seetning 8ed, at (sinx)’ = cos x samt af at konstanten

¢ som omtalt forsvinder ved differentiationen. Felr) falger tilsvarende af, at vi ifglge saetning
3.3 ved, at(cosx)’ = —sin x hvormed vi ser, at(—cosx)’ = —(-sinx) = sin X

Formlerne 3) — 6) bevises v.hj.a. integration valossitution. Vi viser her formel 3) og 5), medens
formel 4) og 6) overlades til lseseren som en gvelse

Ad 3):

Ifalge definitionen pa tangens har vi, aj-:tanx dx = Iz:)nx dx = J'
€X

[Sinx dx
COS X
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Hvis vi seetter t =cosx far vi: dt = (cosx)'dx = —sinx dx. Ved farst at omskrive det sidste inte-
grale, sa der kommer til at stasinx @y derefter anvende formlen for integration velolssituti-
on, far vi:

jtanxdx = J‘(S::)nc))(( dx = I

sinxdx = - | L fesindx = —j%dt = -In[t] + ¢

COosX CosX

. ) . ) 1
hvor vi har anvendt, af| t| er en stamfunktion til funktlone?

Vi skal nu vende tilbage til den oprindelige vateak, som indgar i det fgrste integrale. Dette kan
geres, idet vi ved, at t sosx. Vi far dermed i alt:

J'tanxdx = —In|cosx| + ¢
Ad 5):
For at udregn{cos@x+ b)dx benytter vi substitutionen: t= ax +b dg= (ax+b)'dx = a x d

Ved farst at omskrive integralet (af hensyn til ohethglende a under integrationstegnet) og derefter
benytte den omtalte substitution far vi:

Icos@x+ b)dx = chos@x+ b) (adx = lJ‘cos(t)dt = EE'Bin(t) +cC
a a a

Ved at erstatte t med ax + b (for at vende tilb@gen oprindelige variable) far vi det gnskede re
sultat (formel 5)).
Hermed er seetningen bevist.

Eksempel 3.13.
Som anfgrt ovenfor er funktionen F(x)sin  en stamfunktion til funktionen f(x) eo<x i hele R,
idet der for alle x geelder, afsinx)’ = cos X

Men som ligeledes omtalt er funktionernsin(x) -3 , sin(x) -4 og sin(x) +1001- og generelt

sin(x) + ¢ — ogsa stamfunktioner tibsx , idet det konstante led forsvinder ved differeiizen.

Vi vil nu finde den stamfunktion F til funktionef(x) = cosx, hvis graf gar igennem punkt(—:]té1 D).

Vi ved, at F er af formen: F(x) sin % c, sa vi skal bestemme vaerdien af konstantBrette kan
forega pa felgende made:

Da grafen for F gar igennem punk(egﬁ,S) geelder der: 5 :F(g) = sin(g) +c =1+c,

hvoraf vi ser, at ¢c = 4. Den sggte stamfunktioaltsd: F(x) =sin x+4 v

@velse 3.14.
Bestem til hver af de falgende funktioner en starkfion, hvis graf gar igennem punktet: (2,13)

a) f(x) = sin x b) f(x) =tarx c) f(X) =cos@x— 4)

@velse 3.15.
Udregn falgende ubestemte integraler:

a) [cosex)dx b) j (1+ tan® x) dx c) j (2 3in(3x)) dx d) j (2+sin@Bx))dx v
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@velse 3.16.
Beuvis, at der geelder fglgende formler:

a) j sin?(x)dx =
b) | cos? (x) dx
C) I tanz(x)dx

x—Zsin@2x) +c

1
2
$x+4sin@2x) +c¢

tarx—-x +c

Vejledning:Til formel a) kan benyttes, atos@x) = 1-2sin? (x)til formel b) kan benyttes, at:

cos@x) = Zcosz(x)—l, og til formel c) kan benyttes, atanz(x) = 1+tan2(x)— lv

Eksempel 3.17.
Vi vil bestemme arealet A under grafen for funka f(x) = 2,5sin(4x) i intervallet fra O t

(jfr. figur 2.13). Vi har:

/4

14 i 14 .
A= [ 2ssin@x)dx = 250] " sin@x)dx = 250} 4 cos@x) +c|!

= 25[(-%cos@d) + c—(-%cos@) +c)) = 25[(-3[(-1) ++0) = 1,25

Det sggte areal er altsad 1,25. Bemaerk, at veeadlikkonstanten ¢ er uden betydning, idet ¢ forsvin-
der i beregningen. Dette geelder i udregningentafegt bestemt integraley

Eksempel 3.18.
Integraletjl2 x [eosx dx kan beregnes ved delvis integration pa falgenddem

fo [osx dx = [x[&inx|? —stinx dx = 2[&in2-105in1-[-cosx|?
= 2sin2 —sinke#s2 —cosl = 0,020675 v

Eksempel 3.19.
Integraletj;/4sin5(x) [¢osxdx kan beregnes ved substitutionen: u = singx)= cos(x)dx.

; 6
o e . _rsin@/4) g _ [l 6]‘/2/2 _1442) _ 1
Vi far da: IO sin”(x) [Cosxdx = Lin(o) u’du = s 1, =505 = Y

@velse 3.20.

. 12
Udregn falgende bestemte mtegralﬁ/3 >

[cosxdx ¥

Dvelse 3.21.
Udregn falgende fire integraler:

a) J-5X Binxdx b) jx Binx? +5)dx  ¢) j; 5xBinxdx  d) jijin(sz +5)dx
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Kap. 4: Trigonometriske funktioner oqg modeller.

(Der er her kun medtaget starre eksempler. En ragkkdre eksempler ses under modelopgaver i opgavasgen).

Harmoniske svingninger. Bglgebevaegelse. — Uden @iféntialregning.

Eksempel 4.1.
Et lod heaenger i en fjeder og svinger op og nedigse 4.1)

L1

by max —

0+

=5 max 1

Fig 4.1

Hvis vi anbringer en tallinie (en s-akse) med nukdu loddets ligevaegtspunkt — dvs. i det punkt,
hvor loddet karheenge stille —, sa kan udsvinget s beskrives ved:

S(t) = S, E;in(\/K [ﬂj
m

hvor shax er loddets maksimale udsving (dvs. amplitudenngvingen), m er loddets masse (veegt),
og k er en konstant, der angiver fijederens stivhed.

| denne formel forudsaettes det, at tiden t = Caggtv(dvs. stopuret er startet), nar loddet passere
ligeveegtsstillingen pa vej opad. (Denne forudsagtkam nemt fiernes ved at leegge en sakaldt
startfase eller begyndelsesfase c til inde i furigparentesen for sinus. Jfr. side 26).

Vi kan ikke bevise dette udtryk her. Interesseileglgere henvises til bogen: "Differentialligninger
og matematiske modeller”, hvor emnet er gennemagiédrmlen bevist.

Men vi kan finde svingningstideR, dvs. den tid, der gar, fra loddet er i det steepunkt til det
naeste gang er i det gverste punkt. Dette kan gdtedes: Hvis loddet er i det gverste punkt til
tiden t,, sa er det naeste gang i det gverste punkteihtich T, og da sinus er periodisk med perio-
den 2t ma vi have:

\/EEﬂtO+T) = \/E[ﬂ0+2n ogdermed: T = 2!'1\/E v
m m k
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Pvelse 4.2.

Formalet med denne gvelse er eksperimentelt avisiéeformlen for svingningstiden fra eksempel

4.1. Der skal bruges en fjeder og et ophaeng hedijle lodder, en veegt, et maleband, et stopur.

a) Konstanten k (fiederens stivhed) bestemmes vedal det stykke s, som fiederen streekkes,
nar et lod haenges i fiederen (uden at svinge) effgedtraekker da ifalge Hookes lov i loddet
med en kraft, der har starrelseR:+ kis, medens tyngdekraften treekker den modsatte vi&j me
kraften ki, = mig, hvor g er tyngdeaccelerationen (g = 9,82 N/kg).
Da loddet haenger stille, ma de to kreefter pa lodae lige store, dvsyF= F; , og dermed:
ki[S = mg. Heraf kan k bestemmes.
Husk at male straekningen i meter og massen i kyyned k males i N/m. Lav 2-3 malinger
med forskellige masser og bestem gennemsnitsvaeatickn fundne k-veerdier. Dette gennem-
snit bruges som k i det falgende.

b) Heeng et lod med en kendt masse m pa fiederendeseln smul@ed under ligeveegtspunktet,
start stopuret nar loddet er hgjest oppe, og ra&sf.20 svingninger, hvorefter svingningstiden
T kan bestemmes. Sammenlign denne veerdi med deztiske veerdi fundet v.hj.a. formlen i
eksempel 4.1 — og kommentér resultearet.

Eksempel 4.3.
Nar et legeme udfarer en periodisk bevaegelse (sekn.floddet i fiederen fra eksempel 4.1, eller

enden af 3m-vippen i en sveammehal umiddelbart eftedspring), sa vil beveegelsen efterhanden
ophgre, idet den deempes af forskellige kreefter.
Man kan bevise (se bogen: "Differentialligningerragtematiske modeller”), at udsvinget s(t) til
tiden t opfylder fglgende ligning:

s(t) = e ' (3, Bin)
hvor 1 er deempningsfaktoren, m er legemets magsgeesdet maksimale udsving der ville veere,
hvis bevaegelsen ikke var deempetuogr en starrelse, der kaldes vinkelhastighedebdwagegelsen.

Hvis beveegelsen ikke var deempet, ville vi som eeksel 4.1 have, ato = \/E men p.gr.a.
m
deempningen invem:% —ﬁ# . (Bemeerk, at de to udtryk bliver ens, hvis 0).

Dat og m er positive, har vi, at: e_%[ﬂ - 0 for t - o
og da sin@() svinger imellem 1 og —1 farvii alt, at :
s(t) - 0 fort - oo
i overensstemmelse med det observerede.
Pa nedenstaende figur 4.2 (se naeste side) emvistikig graf for s(t). Pa den samme figur er der
stiplet indtegnet de to "begreensningskurver” O:(t)e_%[ﬂ $max 09 N(t) = —e_%m ($ax foOr

svingningen, der danner hhv. den gvre og den rgdease for svingningen og dermed beskriver
deempningen.
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Fig. 4.2

Eksempel 4.4.
Nar et gre opfanger lyden af en tone, sa pavirkesrhehinden i virkeligheden af nogle ganske

sma trykvariationer i luften (som saetter trommehindsvingninger). Disse trykvariationer udbre-
des fra lydgiveren med den pageeldende tones frekidms. med et bestemt antal svingninger pr.
sekund). Hvis man f.eks. hgrer den sakaldte "kartome” a, sa svarer dette til en frekvens pa 440
svingninger pr. sekund. (Man siger kort: 440 Hmprenheden Hz laeses "Hertz”).

Trykvariationen p(t) ved trommehinden kan for en tene med en given frekvens og styrke be-
skrives ved en harmonisk funktion af typen: p(tpmdSin(bi), hvor b er en konstant, t er tiden og
Pmax€r amplituden (dvs. det maksimale trykudsving pélet).

Starrelsen b afhaenger af frekvensen. Og vi skargumentere for, at b = 880nar vi ser pa den
ovennavnte tone a med frekvensen 440 Hz:

De 440 svingninger pr. sekund svarer til en svingsiid péﬁ)

med perioden, og da vi er tilbage i samme situation igen eftesvingning (dvs. eft% se-

kund), ma vi i udtrykket p(t) = jSin(bi) forlange, at: b[ﬁt +4—io) = b1+ 2m, hvoraf vi finder,

at b = 44@m = 8801 Vi ser sdledes, at: p(t) =,4Sin(880Ti).

sekund. Da sinus er periodisk

Hvis frekvensen er f Hz (i stedet for de 440 H&)f& vi pa samme made (overvej !), at:

| p(t) = pnadSin(2riii) |

Lydintensiteten (lydstyrken), dvs. hvor kraftig eaner, afhaenger af amplitudeg.p Lydintensite-
ten | svarer til den "lydenergi”, som pr. sekundggerer en flade pa 1 arealenhed anbragt vinkelret

pa lydens udbredelsesretning. Man kan bevise,rakl])maxz, hvor k er en konstanty
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Eksempel 4.5.
Lydbglger — og andre former for bglger — har degnegab, at hvis to (eller flere) forskellige bglge-

systemer mgdes i et givet punkt, sa vil dette minkisving (her: trykvariation) veere summen af de
udsving, som hvert af bglgesystemerne alene vilalbringe i punktet (regnet med fortegn). Dette
feenomen kaldes interferens

Vi vil prgve at undersgge den situation, der opstar man skal stemme en guitar, en bas, et klaver
eller lign. Hvis to strenge slas an samtidig, ak¥#enserne af de pagaeldende toner ikke er helt ens
— men dog naesten ens — sa hgres én tone, sonevaeeiodisk i styrke. Dette faenomen kaldes
sveevningeeller stgdtonerVi kan forklare det pa falgende made:

Hvis de to toner har frekvenserneofj £, og hvis de to strenge slas lige kraftigt an, isérykvaria-
tionen p(t) ved grets trommehinde kunne beskriees(jfr. eksempel 4.4):

pt) = RM) + () = PralSiN2HLE) + praSin(2fed) = pradsin(2ifid) + sin(2nibH)

Ved anvendelse af formlersinx +siny = Zsin(xzyj E:os(xgyj (Nr.16 i seetning 2.30) far vi:

_ Zﬂmfl—fz)[ﬂ . 2T|(f1+f2)[ﬂ
P() = 2Pmax EO{ 5 j E;'n( 5 j

Hvis vi f.eks. har, at;f= 800 Hz ogf= 799 Hz, sa er:

P() = 2omax Bodentd (1) in(2n79950) = a(ysin(2n79951)

hvor

a(t) = 2Pmax Etos(ZnD% Eﬁ).

Vi ser saledes, at vi kan betragte den resulterguitlge som en lydbglge med frekvensen 799,5
Hz, hvis amplitude — og dermed styrke — variered iigen.

Pa figur 4.3 er grafen for p(t) skitseret (udenrkimatsystem). Bemeerk variationen i amplituden.

i i

Fig. 4.3

Pa figur 4.4 (se neeste side) er grafen for p(thsfitseret, men nu i et koordinatsystem, og med
grafen for funktionen a(t) 2pmax EOS(ZT[E% Dt) (og for —a(t)) indtegnet som "ramme” om grafen

for p(t). Af tegnetekniske arsager er der ikke s&Btmange svingninger inden i hver "bule”.
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Fig. 4.4

Da lydintensiteten er proportional med kvadrat@tamplituden, vil tonen lyde kraftigst, hver gang
a(t) enten er maksimal eller minimal (dvs. hvergyaft) er enten lig med 2p«eller —2p,ay).

ldet Ieddetcos(ZT[E% Dt) varierer med frekvense%'l Hz, ser vi, at frekvensen for en kraftig tone er

2[% Hz, dvs. lydstyrken svinger med frekvensen 1 Hizr. {igur 4.4).

| almindelighed ser vi, at hvis £ f, + Af, hvor forskellenAf er lille, sa har vi:

P(t) 2P0y EO{ZT[% Eﬁj E%in(Znquz +A—2f) Elj

Idet lydintensiteten svinger med den dobbelte fegisvaf amplituden, far vi altsa, at:

| Stadenes frekvens er lig Mgddvs. forskellen mellem de to toners frekvedser.

Nar vi derfor er ved at stemme guitaren, sa skdreje pa stemmeskruen saledes, at stadenes fre-
kvens bliver mindre og mindre, dvs. der skal gégeea tid imellem hver stgdtone.
De pagaeldende strenge stemmer farst sammen, dénster helt vaeky

Pvelse 4.6.

Lav et forsgg til demonstration af indholdet i ekpel 4.5 — f.eks. med to tonegeneratorer, to hgjta-
lere og to frekvensteellere, eller med to ens stegaifiter, hvor der pa den ene fastspeendes et lille
"lod”, som nedsaetter frekvensen en smule, men samfdrskydes nedad mod et knudepunkt pa
stemmegaflen, sa de to frekvenser kommer teettetatigre pa hinander.

Eksempel 4.7.
Hvis vinden har blaest fra samme verdenshjgrnstikke tid med en ikke alt for stor styrke, sa kan

havbglgerne med god tilnaermelse beskrives ved mndmisk funktion.

Lad os betragte nogle bglger, som er 0,8 m "hajes.(afstanden fra bund til top er 0,8 m), og hvor
afstanden mellem to pa hinanden fglgende bglgeteppm. (Denne afstand kaldes bglgelaenyden
Hvis vi indlaegger en x-akse parallelt med bglgenizredelsesretning, sa ser bglgen ud som skit-
seret pa figur 4.5 (Se neeste side):
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Fig. 4.5

Lad os antage, at bglgerne udbreder sig med hasgtgh0,5 m/s (meter pr. sekund). Dette foregar
ved, at hele bglgesystemet "skubbes” som antydétgpa4.6:

Fig. 4.6

Hvis vi derfor betragter en bgje, som er anbragtipunktet, sa vil denne beveaege sig op og ned
med en svingningstid pa 8 sekunder, idet der erish@lilem hver bglgetop, og disse beveaeger sig af
sted med 0,5 m pr. sekund, sa det tager 8 sekfnaden balgetop mader bgijen til den nzeste bglge-
top mader bgjen.
Da bglgernes "hgjde” er 0,8 m, sa kan bgjens hgmer "gennemsnitshgjden” (svarende til x-
aksen pa figuren) beskrives ved: y(t) = E@bi+ c), hvor b og c er konstanter.
Hvis vi for nemhed skyld szetter t = 0, nar bgjenligeveaegtsstillingen pa vej opad, sa bliver c.= 0
Veerdien af konstanten b kan findes pa fglgende nidasinus er periodisk med periodem 2g
da det tager 8 sekunder fra bgjen er i en bglgétden igen er i en bglgetop, skal b opfylde, at

bt + 8) = hil+ 2m og dermed: b 382

Bgjens hgjde over x-aksen kan dermed beskrives y@gj:= 04 Bsin(%n Dlj.

Hvis vi betragter et andet "fast punkt” pa x-aksefeks. hvis vi betragter et markeringsflag for en
ruse i punktet x— sa ser vi, at ogsa dette punkt bevaeger sig sgdgned en svingningstid pa 8
sekunder. Men da flagets hgjde ikke ngdvendigvistértiden 0, kan vi ikkedirekte anvende ud-

trykkety = 04 Eﬁin(%n Eﬁj til at beskrive flagets hgjde over x-aksen. Vi kaidlertid regne ud,

at da bglgen beveeger sig med hastigheden 0,5 sy algen vaere)éi5 sekunder om at bevaege

sig fra bgjen og hen til flaget, dvs. flaget tdgpunktet t vil have samme udsving, som bgjen havde

% sekunder tidligereVi kan derfor beskrive flagets udsving ved: =y 04 E%in[%n ot _%)J_

| almindelighed ser vi sdledes, at udsvinget wiikkrligt punkt x til tiden t er givet ved:

. [ 21T X
= 0408in —{t———
y ( 3 [ 05))
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Hvis amplituden i svingningen ikke er 0,4 m, mgp,ym, hvis svingningstiden ikke er 8 sek., men
T sek., og hvis bglgernes udbredelseshastigheceikRes m/s, men v m/s, sa er udsvinget i et
punkt x til tiden t givet ved:

AL X
Y = Ymax &In[? qt _V)j
Bemeerk, at udsvinget altsa bade er en funktioiahtt og af stedet x.

Hvis vi ser pa et bestemt sted — og dermed eninésteveerdi — far vi som omtalt ovenfor en
svingning i dette punkt beskrevet ved de ovenfgiare formler y(t) =Y .. Bl;in(b[it + c).

Hvis vi derimod ser pa et bestemt tidspuksé far vi, at y som funktion af x ser saledes ud:
[ 21 X AL X
y =04 E*kln(? (t, —@)J eller generelt: Y ¥ max E‘Bln[? {t, _V)j

Vi ser dermed, at y som funktion af x til det givispunkt er givet pa formen:
Y(X) = Y e BiN(d X +q)
hvor d og g er konstanter.
Dette svarer altsa til, at et "gjebliksbillede™afle balgesystemet vil veere beskrevet ved den-anfar
te sinus-funktion. Og dette stemmer fint overens figur 4.5 0og 4.6. ¥

Eksempel 4.8.
| eksempel 4.7 undersggte vi havbglger og gjorde fer, at hvis bglgens amplitude er A (i eksem-

pel 4.7 blev den kaldty),), hvis dens svingningstid er T og dens udbredestighed er v, sa kan
baglgens udsving y fra ligeveegtspositionen (svargihdeaksen) beskrives ved:

y = A a;in(@m—i)j
T v
Hvis vi specielt vil undersgge udsvinget i et begtpunkt (f.eks. x = 0), sa far vi: y A E;in(z?n Elj

| praksis forholder det sig imidlertid ofte saledasikke alle balger er lige hgje. Der kan forekom
me nogle seerligt hgje bglger efterfulgt af nogladne. Dette feenomen kan forklares ved begrebet
interferenamellem to forskellige bglgesystemer med forskedlriqngningstid. (Jfr. tilsvarende for
lydbglger omtalt i eksempel 4.5).

Ved interferens sker der det, at nar to bglgesystenmdes i et give punkt, sa vil udsvinget af dette
punkt veere summen af de udsving, som hvert af bgdgemerne ville frembringe i punktet (regnet
med fortegn). Dette sker ogsa, nar to forskelliglybsystemer beveeger sig af sted i samme retning
(eller stort set samme retning), hvilket ofte kaare tilfeeldet ved havet, idet udlgbere af et bglges
stem fra et sted ude pa havet kan mgdes med etdystgm etableret pa et andet sted pa havet.

Hvis vi sdledes betragter to bglgesystemer meskétiig svingningstidT, og T,, sa vil vi for det
samlede udsving y(t) fa:

YO = V0 +y,0 = A Bm(Z_” [nj s A Bir{Z_ﬂ [,j
T T,
hvor vi vil for nemheds skyld har antaget, at dbgtgesystemer har samme amplitude A.

Lad os f.eks. prgve at se pa 6 m hgje bglger Med16 sek. ogT, = 20 sek. Vi far da:
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211

y(t) = SBin(z—n Dj + SBin(— Dj
16 20
Pa figur 4.7 ses hvert af de to bglgesystemersingi$det pageeldende punkt, (t) er fuldt op-
trukket ogy,(t) er stiplet.

aH

I’ I”
21+ fr /
[
1
[
[
)
[
'I
\‘ ’
.2—— \ 4
\ /
\\‘/
Fig. 4.7

Pa figur 4.8 ses summen af de to bglgesystemerddvsamlede resultat (udsving) y(t):

Vi bemaerker, at somme tider forstaerker bglgernartuan, hvorved det givne punkt far et stort
udsving, medens bglgerne til andre tider sveekkerden — helt i overensstemmelse med, hvad
man kan observeree

@velse 4.9.
Find — efter samme princip som blev anvendt i eksm.5 — et udtryk for summen y(t) af de to
interfererende bglger i eksempel 4.8 — og kommee®itatet, bl.a. v.hj.a. figur 4.8.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Trigonisiee funktioner — og matematiske modeller”



@velse 4.10.
Lav (v.hj.a. et graftegningsprogram) grafen for suen af de to interfererende bglger fra eksempel
4.8, hvis amplituden ikke er ens, men f.eks. 2 myfdt) og 3 m fory,(t).

Prgv med andre amplitudestgrrelser — og kommeeséitaterne ¥

Paraboloide som reflektor:

Eksempel 4.11
En paraboloidédremkommer, hvis en (del af en) parabel drejedigiri80° omkring sin symmetri-
akse (Se figur 4.9 a) og b)). ‘

3

S

a) b)
Fig. 4.9

Vi skal i dette eksempel bevise, at en parabolbatefalgende egenskab:

Hvis man konstruerer f.eks. et hulspejl eller eteane med form som en paraboloide, sa vil elek-
tromagnetisk straling (lys, radiosignaler osv.)nssendes ind parallelt med aksefter refleksion
(tilbagekastning) i paraboloiden samles i et bestpumktpd symmetriaksen — det sékaldte breend-
punkt

Dette anvendes f.eks. ved astronomiske observatiolet stiernerne er sa langt veek, at lysstralerne
derfra kan betragtes som parallelle; og ved atsaddlanne lysstraler i braendpunktet — og anbringe
en sakaldt sensor dér — fas en kraftigt forstearksérvation.

Princippet anvendes ogsa den "'modsatte vej”, idet wed at anbringe en glgdelampe med glade-
traden placeret i braendpunktet af en paraboloidedoreflektor kan fa udnyttet al lysenergien fra
gledetraden og fa den sendt i en bestemt retnimgmlig langs paraboloidens symmetriakse. Dette
princip anvendes i lommelygter, billygter, projetdemm.

Inden vi gar i gang med at argumentere for det nsmmte, skal vi farst repetere en regel fra fysik-
ken, der siger, at hvis en lysstrale rammer eekedt (f.eks. et spejl), sa vil den blive tilbagstet

i en vinkel, som er lige sa stor som den indkommaestciles vinkel med overfladen — dvs. indfalds-
vinkel = udfaldsvinkel (se figur 4.10 a) pa nestie)s
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Dette princip gaelder ogsa, selvom den reflekteranveeflade ikke er plan, men derimod har diver-
se krumninger. | dette tilfeelde bestemmes de oentiadtfalds- og udfaldsvinkler som vinklen mel-
lem stralen og tangenten til overfladen i det puhkbr stralen rammer (se figur 4.10 b)).

Fig. 4.10

Beuvis:

Bemeerk farst, at det i den givne situation er riadegpa parablen — og ikke paraboloiden —, idet den
indkommende strale og den reflekterede stralerafsgtri-arsager vil ligge i samme plan. Og den-
ne plan veelges som grundlag for de fglgende berggni(Der indlaegges et koordinatsystem i pla-
nen med nulpunkt i parablens toppunkt og med 2rakeen symmetriakse).

Betragt parablen med ligningen y &%, hvor a>0. Da 2.aksen er symmetriakse for demnabel,

ser vi pa straler (linier), som kommer lodret neadnparablen, og skal bevise, at de efter refleksio-
nen i parablen gar igennem det samme punkt paehaks

Dette ggres ved at bevise, at skaeringspunktet nagdeh for en given reflekteret strale ikke af-
heenger af, hvor den rammer parablen far refleksiodes. (se figur 4.11 a) pa neeste side) at linien
[, der svarer til den reflekterede strale, gar igemet punkt pa 2.aksen, som ikke afhaenger af vaer-
dien %, hvor stralen kommer ind.

Forst findes ligningen for tangenten i punktety® til grafen for y = ax:

Day = 2ax og day= ax’ far vi felgende ligning for tangenten: y = 3@ix—x,) + ax’, hvilket
omskrives til: y = 2a — ax>. Hvis vi lader denne tangents vinkel med folstea hedde w, s&
far vi, at haeldningskoefficienten for tangentemagrw , dvs. tan w = 2gx

Haeldningskoefficienten for den reflekterede strdles. for linienl, er givet ved: tan u, hvor u Es
vinkel med fgrsteaksen (se figur 4.11 b)). Vi wlfinde et udtryk for tan u, som kan anvendes i
formlen for liniens ligning fot.

Lad P, A, B og C veere de pa figur 4.11 a) og bj\aregpunkter, og lad v veere vinklen mellem den
indkommende strale og tangenten til parablen (ge #.11 a)).

Ifalge reglen om indfaldsvinkel = udfaldsvinkel rivénklen mellem tangenten dgpgsa starrelsen v.
| trekant APB er de tre vinkler altsa givet vedving 180-w, hvormed u + v + 180 — w = 180, idet
vinkelsummen i en trekant er 1'8Wi ser hermed, at: u=w —v.

Vi far brug for at kende tan w og tan v. Og vi \a@lkrede, at tan w = 2gxDa v (=0JBPC) og w er

de modstdende vinkler i den retvinklede trekant B&¥P vi, attanv = 1 =i
tanw  2ax,
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Fig. 4.11

(Dette udtryk for tanv kan ogsa findes ud fra trek&CP v.hj.a. formlen:
_BA_ix, 1

tanv = =25 = (Detaljerne overlades til lseseren)).
oA ax,” 2ax,
Ifalge omskrivningsformlen for tangens til en ditfas far vi, at:
1
_ _ tanw-tanv _ & 2ax, _ 1 _ 4, -1
tanu =tanfw -v) = = =ax, - =
1+tanw [danv 1+1 4ax, 4ax,
Vi ser hermed, at linieh har ligningen:
4a’x -1 4a’x,” -1
y= tanliXx — X)) + ax’ = ——° "X —X) +ax%’,dvs. y=——° "X +b ,
4ax, 4ax,

hvor b er givet ved:

b= A%, 1 I rax?=C LR PN P §
dax ° ° 4ax 4ax, 4a

(8] (0] (0]

Vi ser hermed, dts skaeringspunkt med andenaksen, dvs. b, er uaiipagng, dvs. af hvor den
indkommende strale rammer parablen. Hermed errdidege bevist.
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Bemeerk, at braendpunktets placering pa symmetriadsgivet ved, at afstanden fra parablens top-
punkt til breendpunktet ezl'l— ndr parablens ligning er y =?ax Dette kan bruges til konstruktionen
a

af det apparat, man vil bygge pa baggrund af demstéende teori (et hulspejl, en antenne, en pro-
jektar, osv.).
Hvis man f.eks. gnsker, at breendpunktet skal vaédrenfra paraboloidens toppunkt, sa konstrueres

en paraboloide pa baggrund af parablen med ligninge= 1x? (regn efter !), hvor x og y males i
meter.

Pa den nedenstaende figur 4.12 ses billeder &fverdens kraftigste radioteleskoper (det er 30 m i
diameter). Det registrerende apparatur i breendptisks tydeligt. v

30m Telescope

Loma de Dilar, Sierra Nevada, Granada, Spain

Kilde: IRAM, Pico Veleta Observatory
Ministerio de Fomento, Espafna

a) b)

Svingninger og differentialregning.

Eksempel 4.12.
| eksempel 4.1 omtalte vi, at et lod, som haengerfieder, vil svinge op og ned i en bevaegelse, der
kan beskrives pa falgende made (den sakaldte sieitin):

s(t) = s, E;in(\/K Eﬂj
m

Vi vil nu vise, at dette udtryk passer ind i Newdch lov, der er en fysikkens grundsaetninger.
Newtons 2. lov siger, at den resulterende krafélefdegeme er lig med legemets masse m gange
med dets acceleration a, dvs. F BnVed den resulterende kraft forstas summen akadbfter,

der virker pa legemet, hvor kraefterne "regnes noetd@in” afhaengig af hvilken retning de virker i.
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Og accelerationen a er givet ved den dobbelt adle@é stedfunktionen, dvs. a(t) = s (iYlet ac-
celerationen er differentialkvotienten af hastighed | bevaegelsen, og hastigheden er differential-
kvotienten af stedfunktionen for bevaegelsen).

Newtons 2. lov kan altsa skrives som: F E'meller mere preecist: F(t) =mi(t), idet accelera-
tionens og kraftens stgrrelse afthaenger af tides. @hvor loddet er i bevaegelsen).

Den resulterende kraft stammer fra tyngdekraftelogdet og fra fiederens treek (kraft) i loddet.

Nar loddet haenger i ligeveegtsstillingen, sa er dgkgaften og den aktuelle fiederkraft lige store,
men modsat rettede, og de ophaever derfor hinafbette er arsagen til, at loddet kan haenge stille
i ligeveegtsstillingen. Jfr. gvelse 4.2).

Men hvis fiederen straekkes yderligere, sa vil figdiften overstige tyngdekraften, hvormed den
resulterende kraft pa loddet bliver lig med denkstra fiederkraft. Og den er ifalge Hookes lov
netop givet ved: F =gxwa = — KS, hvor s er forskydningen udover ligeveegtspasétimog k er
flederkonstanten. Minusset er medtaget, idet knaftetning skal tages med i betragtningerne. Og
den resulterende kraft, dvs. den ekstra fiederkpafger (virker) opad i positiv retning, nar s ef n
gativ (dvs. nar loddet befinder sig under ligevatijtingen) — og omvendt.

(Hookes lov kan nemt eftervises ved i forsggetdlgw 4.2 a) at haenge forskellige, ekstra lodder pa,
og sa male, hvor langt fiederen streekker sig. Dxstr& fiederkraft svarer da til tyngdekraften pa de
ekstra lodder).

| alt har vi nu fundet frem til, at der ma geeldes'(t) = — KS(t).

Vi skal nu kontrollere, at s(t) =, E<kin(\/E [ﬂj passer i denne ligning. Vi har her, at:
m

n

- wnfoff)]
- mis i< [ﬁ{ %HD
= iz -sef 1)
o

= —Ks()
hvormed det gnskede er opnaet.

Man kan faktisk bevise, at funktioner af typen) stt s, Ekin[\/E [t + CJ , hvor c er en konstant,
m

er de eneste mulige Igsninger til ligningensttt) = — K3(t). Dette bevis ligger udenfor rammerne
af denne bog, men som ogsa omtalt i eksempel 4 Hédses i bogen: "Differentialligninger og
matematiske modeller’y
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Optimering:

Eksempel 4.13.

En virksomhed producerer "kreemmerhuse” af aluminiiget en cirkuleer plade med radius s snit-
tes op indtil centrum langs en diameter, hvorgftaden foldes til et kreemmerhus.

a) b) c)
Fig. 4.13

Da kreemmerhusene skal bruges til en tragt, er mtareisseret i at folde dem pé en sddan made, at
rumfanget bliver starst muligt. Vi vil nu bestemnmendabningsvinkel”, som giver kreemmerhuset
det stgrste rumfang. Vi ma derfor fgrst bestemmefanget som funktion af vinklen.

Rumfanget af en kegle — som et kreemmerhus kalaesematik — er givet ved: RE[G [h, hvor
G er grundfladens areal og h er hgjden (se figld 4))

Fig. 4.14

Vi har: G =1? og cosv = h
Q

hvor r er radius i grundfladen og v e; den halveiddpsvinkel (se figur 4.14 b) og c)).

Der geelder sdledes: R %:nr2 ($Lcosv

Ifglge figur 4.14 c) har vi ogsésinv = — , hvormed vi i alt far: R(v) =21s® $in v [tosv

on| =
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hvor v D]O;g[ (overvej denne begraensning pa v — og bemeerkiegines i radianer/tal).

Vi finder herefter:

dF;(V) — %TIS?’ HSiHZVEOSV)' = %ns?’ E(ZSinVE:OSVEOSV"'SinZVm_smv))
v
_ 3 . - 3
= 1ms® [2sinvtos’ v -sin®v)
Heraf far vi:
@ =0 < 2sinvizodv-sinv =0
v

= 2sinvitosv = sin®v
= 2cosV = sin®v

5 = sin? v
cos?v

- 2=tan’v
- tanv = /2

hvor vi har brugt, atvD]O;g[
Ligningentanv = V2 hari intervalletvD]O;g[ kun én lgsning: v = 0,955
Fortegnsvariationen for'R) bestemmes herefter til at veere fglgende (kdetrd):

T

v 0 0,955 2

; E i

R'(1) : % g = |
Fig. 4.15

Vi ser hermed (overvej !), at R(v) har maksimum ¥ 0,955, dvs. i v = 54,74
Den sggte abningsvinkel er sdledes: 109,48

Nar aluminiumsfladen foldes, sa denne vinkel fremkwer, vil der vaere en temmelig stor "overlap-
ningsflade” i kreemmerhuset (se figur 4.13 b)). Ntan derfor med fordel skeere noget af denne bort
og dernaest efter omsmeltning bruge det bortskdrtragtens studs (tragtens rar) (se figur 4.16).

overlapningsflade
til sammensvejsning bortskzres

Fig. 4.16
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Der bortskeeres naturligvis ogsa en lille smule ahiunm i toppen af keglen (der hvor rgret monte-
res). Men dette svarer formodentlig til det svisaim der altid vil veere i forbindelse med en om-
smeltning mm.

Nar man i praksis star med den cirkuleere aluminplat® med radius s

og skal skaere et stykke af denne fgr den folddsasénan mere brug for

at vide, hvilken vinkel w det bortskarne omradertarend hvad den w
endelige vinkel v efter foldningen bliver. Vi viedor nu bestemme vin-

kelen w for det bortskarne omrade.

Omkredsen i den foldede kegles grundflade ew: (2 figur 4.14), og

denne laengde er samtidig lig med buen b pa derdutsiplade (overvej b
—se figur 4.17).
Da vi har (jfr. ovenfor), at r s[sin sesi alt, at: b 2nsisin v Fig. 4.17

Da hele omkredsen af aluminiumspladen (fdskaering) er: 18, ser vi, at bueleengden af det ud-
skarne er: 2ns—-2nsisinv = 2ns[(1-sin v) Ifglge saetning 2.3 er bueleengden af det udskarne

ogsagivet ved: vig (idet vi maler bade v og w i radianer), hvormetar: ws = 2ns[ (1-sin v),
dvs. w=2nl(l-sin v) | det konkrete tilfeelde, hvor v = 0,955, far wiz= 1,154 radianer.
Hvis vi vil finde w i grader (hvilket nok vil veemeemmest i praksis), skal vi ifglge seetning 2.4 gan-

_180°
Tt

Prif{l-sinv) dvs.| w =360° [{l-sin v

ge medﬁ, altsa: w
Tt

| det konkrete tilfaelde far vi (kontrollér), at w 66,13. (Og som omtalt er dette en noget mere
operationel information end at vide, at dbningskénk kraemmerhuset skal vaere 109 Y18

@velse 4.14.

En cirkelskive af aluminium har en radius pa 14 omden bruges til at lave en kegleformet tragt

med maksimalt opnaeligt rumfang.

a) Bestem omkredsen i grundfladen for den kegle, semKommer ved foldning af tragten.

b) Bestem rumfanget af tragten.

c) Bestem laengden af cirkelbuen for det cirkeludstgt,bortskeeres (idet der fastholdes en over-
lapningsflade med en "bredde” pa 1,8 cm).

d) Bestem arealet af det stykke, der bortskeeres. (@préngsfladen kan regnes som et rektangel
med bredden 1,8 cm og leengden 14 cm).

e) Vi forstiller os, at det bortskarne metal brugéstilave en cylinderformet studs til tragten, idet
det bortskarne metal omsmeltes og genanvendessestir samme tykkelse som tragten, dens
diameter er 2 cm, og der er et svind pa 13 % veshoglitningsprocessen.

Hvor lang bliver studsen ?v

Regnbuer

Eksempel 4.15.
Regnbuer er et af naturens pa en gang besyndedigmukke faenomener (se figur 4.18 gverst pa
neeste side). Vi vil i dette eksempel forklare, lkaor regnbuen opstar.
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Kilde: Astrophoto
Fig. 4.18

Pa billedet ses savel tydeligt den almindelige (demzere) regnbue som den sakaldte sekundzere regnbu
Vi vil i det fglgende kun beskaeftige os med dengre regnbue (bortset fra en afsluttende kommentar)

Vi starter med at se pa begreberne "hvidt lys” peksrum.

Hvidt lys er f.eks. lys fra en almindelig elektriskere (en sakaldt glgdelampe) eller lys fra solen.
Vi ser det som hvidt lys p.gr.a. den made voreduwjgerer pa, men i virkeligheden er der tale om
et sakaldt spektrum af lys med forskellige farigtte kan man se ved at sende hvidt lys igennem
et sakaldt optisk gitter eller gennem et trekaglasprisme (se figur 4.19 a)). Her "oplgses” (opde-
les) det hvide lys i sine bestanddele — de forglesfiarver, dvs. lys med forskellig bglgeleengde,

730 nm 400nm

b)

a)

Fig. 4.19
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hvorved der fremkommer et spektrum (se figur 4 18ggb)). Balgeleengden for det synlige lys
ligger imellem ca. 400 nm (violet) og ca. 730 nmdt), hvor enheden nm (nanometer) erli3® m

Der er altsa ingen bestemt bglgelaengde, der stildneidt lys. Det hvide lys fremkommer som
gjets reaktion pa at modtage de mange forskellidgeteengder pa én gang.

Arsagen til, at prismet kan oplgse det hvide lgsts forskellige bestanddele (farver), skal sgges i
begrebet brydning, samt i at lys med de forskeligigelaengder har forskellige hastigheder i glas:
Lysets brydning er omtalt i opgave M.5 i opgavesagan. | opgaven ses pa sakaldt monokroma-
tisk lys (dvs. lys med en bestemt bglgelaengde) dengmtales den sékaldte brydningslov:

sini - V mediet

SiNb  V egie

hvor i og b er hhv. indfaldsvinklen og brydningskiten (se figuren i opgaven), og hvef,.4iq hhv.
Vhediee €F hastigheden af det givne monokromatiske tetimedie, hvor lyset kommer fra hhv. gar

ind i. (I det konkrete eksempel i opgaven er deéalier luft og glas).

Bemeerk i gvrigt, at hvis vi vender lyset og sertttrfra glasset op mod luften, sa indfaldsvinklen
svarer til b fra far, sa vil brydningsvinklen svdilé fra fgr, dvs. lyset vil falge den samme bane
(Overvej dette naermere ).

Der geelder nu, at hastigheden for lys med forsieliglgelsengder er den samme, nér lyset bevee-
ger sig i vakuum, samt at de for ethvert praktmikfal ogsa er ens i luften. Men nar lyset bevaeger
sig i f.eks. glas eller vand, er hastighederndy®med de forskellige bglgeleengder sa tilstraegkeli
forskellige, at det har en betydning, bl.a. for tdam lyset brydes.

Pa figur 4.20 ses to lysstraler med hver sin féhver sin bglgelaengde), som sendes i samme ret-
ning fra luften ned mod glasset. De har derfor sarmdfaldsvinkel, men da de har forskellig ha-
stighed nede i glasset, hvorimod hastighedenéhuér den samme, far de forskellige brydnings-
vinkler (jfr. brydningsloven ovenfor. Det overlad@édseseren at argumentere for, at den farve der
har den stgrste hastighed i glasset, far den stargtiningsvinkel — og dermed den mindste ret-
ningsaendring).

Luft

Glas

Fig2a

Hvis vi sender hvidt lys ind imod glasoverfladea vdl der p.gr.a. de forskellige farvers forskedlig
hastighed i glasset komme alle mulige brydningdeininden for visse greenser) — og dermed op-
star spektret.
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Tilsvarende vil ske, hvis lyset gar fra luft og indand eller i et andet gennemtraengeligt materiale

Til at beskrive og regne med disse forhold og stger anvendes ofte begrebet: brydningsindeks

Brydningsindekset n for en given farve (bglgeleepgad@r lyset gar fra medie 1 ind i medie 2, defi-
. \_/mediel
neres som: n
Vmediez

Hvis medie 1 specielt er vakuum (eller luften)es@, .4ie; = C, hvor ¢ = 300.00km/s, og denne

hastighed er altsé ens for alle farver. | detfestide bliver brydningsindekset n givet veah = E,
v

hvor v er den givne farves hastighed i medie 2.
Brydningsloven far herefter falgende udseend?e,l:n—;J =n
sin

Brydningsindekset for vand er ca. 1,34, hvormedtlytastighed i vand er ca. 223.880 km/s, hvor-
imod brydningsindekset for glas er ca. 1,5, hvortysdts hastighed i glas er ca. 200.000 km/s.
(Kontrollér 1).

Men som omtalt er der en lille forskel pa de erkédrvers hastighed i det givne medie, hvilket
giver sig udslag i en lille forskel i veerdien aftningsindekset for de forskellige farver. F.eks. e
brydningsindekset for violet lys (400 nm) i vang ihed: 1,345 medens den for rgdt lys (700 nm) er
1,330. Dette viser sig at fa afggrende betydnimddistaelsen af regnbuen, ligesom det havde be-
tydning for spektret omtalt ovenfor.

Det skal nu fremhaeves, at nar lys rammer en giverflade, f.eks. en vand- eller en glasoverflade,
sa vil noget afyset brydes ind i mediet under overfladen, medandel af det vil blive reflekteret
(tilbagekastet) fra overfladen, som vist pa figlz4

Fig. 4.21

Hvor stor en del af lysmeaengden, der brydes hhiekifres afheenger af en lang reekke faktorer,
som vi ikke skal komme ind pa her. Men det skal &kes, at medens den brudte del af lysstralen
adlyder brydningsloven, sa vil der for den reflekte del af lysstralen geelde, at indfaldsvinklen i
er lig med refleksionsvinklen r.

Dette gaelder i gvrigt ogsa, hvis lysstralen ramemekrum overflade. Sa bestemmes indfaldsvink-
len og refleksionsvinklen blot ud fra normalertagihgenten i det punkt, hvor strdlen rammer.

(Jfr. en tilsvarende problemstilling i eksempell4.figur 4.10, hvor de omtalte vinkler dog er defi-
neret pa en lidt anden made).
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Nar det regner, er der tale om millionvis af smaddraber, der falder ned fra skyerne og dermed
danner et drabefyldt rum mellem skyen og jordoaeléh. Nar solen s (fra et hul i skyerne et andet
sted) skinner ind pa alle disse draber, brydesfbigkteres lyset i draberne, og regnbuen opstar.

For at forsta dette ser vi farst pa lys med enmivelgeleengde, der rammer en enkelt drabe.
Sigtelinien fra iagttageren og op til denne draterstrum skeerer den solstrale-linie, som gar igen-
nem den samme drabes centrum. Sadanne to linierhet, som skaerer hinanden, fastleegger en
bestemt plan i rummet (nemlig planen, der indehaligeto linier — overvej dette!) Vi siger, at de to
skeaerende linier udspeender en plaanmmet.

Vi ser altsa pa planen udspaendt af sigtelinienodgjrale-linien gennem den givne drabens cen-
trum. Og idet vi kan antage, at draben er kugleérwil denne plan skaere draben i en cirkel med
samme radius som draben. Pa figur 4.22 ser vi platiklen og en strale, som forlgber i denne
plan. (Den omtalte plan svarer altsa til den pfaur 4.22 er tegnet i).

Vi ser nu kun pa lys, hvis straler (ca.) liggeeinde plan og rammer denne cirkel, idet lysstraler,
der ikke forlgber i denne plan, spredes i alle geulietninger og derfor ikke bidrager til den regn-
bue, som iagttageren séBemeerk, at det hermed kun er en del af detsallgr rammer draben,
som medbvirker til at danne regnbuen).

Nar lyset rammer drabens overflade i et givet pydktirklen, sa vil noget af lyset blive brudt ind
draben, medens noget af lyset reflekteres. Vi &atgm del, der brydes ind i draben.

Nar dette brudte lys rammer overfladen (fra draldmod luften) vil noget af lyset blive brudt ud
gennem overfladen, og noget af lyset vil bliveakféret. Vi ser pa den del, der reflekteres.

Nar dette reflekterede lys rammer overfladen (fébdn og ud mod luften) et andet sted, vil noget
af lyset blive brudt ud gennem overfladen, og nadéyset reflekteres. Vi ser pa den del, der bry-
des ud af draben.

Bemaerk, at der altsa her alt i alt er tale om esligkre reduktion af den lysmeaengde, der kan med-
virke til at danne regnbuen for iagttageren.

Det er en strale i den beskrevne del af lyset, baise vi ser pa figur 4.22. Desuden er der angivet
den vinkel d, der er imellem den indgaende og dkyaiende strale. Den kalder vi drejningsvinklen

Fig. 4.22
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Stralens bane afhaenger af:

« hvor pa cirklen (pa overfladen af draben) stralenmer, og dermed
* hvilken vinkel (indfaldsvinkel) den rammer med, sgam

 hvilken brydningsvinkel, den far, hvilket ogsa leesmes af

* hvilken farve (hvilket brydningsindeks) den har

Bemeerk, at solens straler er parallelle, nar demandraben forskellige steder pa overfladen,
hvormed der optraeder alle mulige indfaldsvinkletervallet fra @ til 90°. (Se figur 4.23, hvor
indfaldsvinklen er vist v.hj.a. tangenten og nommatil tangenten i et givet punkt pa overfladen,
hvor stradlen rammer).

Der er dermed tilsvarende forskellige baner igendefiben, og dertil hgrende drejningsvinkler.
(Laeseren opfordres til at prave at tegne nogléesiaier, svarende til forskellige indgangspunkter
pa drabens overflade — og dermed til forskelligatdsvinkler).

Vi vil nu opstille en generel formel for drejningsklen d som funktion af indfaldsvinklen i, for
dermed at se, i hvilket omrade alle disse strahgies, herunder hvilke begraensninger der er pa d.

Fig. 4.23

Vi starter med at argumentere for, at de fire aefeinkler med vaerdien b faktisk er lige store:

| ACPR er der tale om to vinkler ved grundlinien iligebenet trekant (overvej!), og de er som
bekendt lige store. Ved punktet R er de to vinktgr store pa grund af refleksionen (indfaldsvink-
len er lig refleksionsvinklen). OgACRQ er der igen tale om to vinkler ved grundliniem ligebe-
net trekant.

Derneest ses, at de to vinkler markeret med veerdiatisk er lige store, idet indfaldsvinklen ved
brydningen ved punktet Q (hvor stralen gar fra drébg ud i luften) er lige sa stor som brydnings-
vinklen ved punktet P. (Brydningen ved Q svaresaatil at "vende” stralen ved punktet P).
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Da vinkelsummen i en firkant er 36@r vinkel C i PCQR (firkant PCQR) lig med 366 4b.
DaJCPS =i =[1CQS (overvej !!), ser vi, at der PCQS geelder, at: 366 d + 2i + (360 — 4b),
hvormed vi far, at:

d = 4b - 2i

Ud fra brydningsloven far vi:

sini . sini . _q( Sini
>~ =n < sinb=>— < b=sinY>—
sinb n n

hvor den sidste omskrivning er lovlig, idet brydgswinklen b befinder sig i intervallet 6 90.
Vi ser altsa dels, at b er en funktion af i, dvikan skrive b(i), dels at d er en funktion af vej
ved:

d() = 4&in‘1(%j - 20

Hvis vi angiver i og d i radianer, sa far vi falgengrafer for d(i), hvor den gverste svarer tildsry
ningsindekset n = 1,330 (radt lys) og den nedesnseer til brydningsindekset n = 1,345 (violet lys)

T di)

0ot
o8t
o7t
061
05t
0.4t
03t

0.2~

U —-

Fig. 4.24

Vi ser, at der for begge farver (brydningsindeksaée om, at d(i) har en maksimal veerdi, at dette
maksimum er forskelligt for de to farver, samt atksimum antages i lidt forskellige veerdier af i.
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Bestemmelse af (og eksistensen af) den maksimajeinigsvinkel, dvs. den maksimale veerdi for
d(i), spiller en afggrende rolle for forstaelsemeafnbuen (forklaring falger). Vi vil derfor nu gen
nemfare beregningen heraf og argumentationen herfor

Da vi skal differentiere sinus, fortsaetter vi méadejde med vinklerne malt i radianer. Og for at

undga at skulle differentiere funktionsin™ finder vi differentialkvotienten af d(i) pa felgee
made: ldet vi husker pa, at bade b og d er funktiaf i, kan udtrykket d = 4b — 2i skrives som:

d(i) = 4b() - 2i
hvormed vi far:
d'(i) = 41b'(i) - 2

Ud fra brydningsloven far vi (overvej): ,Sma,) =n = sin@)—-nlsinp(i)) =0

sin((i))
Ved differentiation af funktionensin) —n[sin( b(i)§ar vi (ved anvendelse af bl.a. reglen om
differentiation af en sammensat funktion), at:

cos{) —nlcosp(i))[b'(i) =0
hvoraf vi finder, at:

b'(i) = cos() |
n[eosp(i))
Hvis dette udtryk indsaettes i formlen for d @r vi endelig: d'(i) =4 cos) _ 2
n[cosp)

4[cosf) —2[nlcosp)
n[cosp)

hvilket kan omskrives (overvej) til:d'(i) =

Nar vi skal finde ekstremum, szetter vi d<£iD, og ved hjeelp af nulreglen for en brgk far ei-d
med:
d@i=0 = 4[cosf)—2[nlcosp) = O = 2[cosf) = nlcos(b)

Da bade i og b ligger i intervall({:f);g], er bade cos(® 0 og cos(by 0. Vikan derfor tillade
os at kvadere pa begge sider af lighedstegnetpieawi far:

d'(i)=0 <  2[lcos{) = nlcos(b) < 4[os(i) = n?[cos (b)
Ved anvendelse af formlernps’ (x) +sin?(x) = kan det sidste udtryk omskrives séledes (overvej)

4tos(i) = n*kos’(b) « 4LL-sin?(i)) = n? [{l-sin? (b))
« 4-4sin’(i) = n®> - (nBinDb))?
Da vi ifglge brydningsloven har: sin(i) =sSin(b) far vi herefter (overvej !):

d'(i)=0 < 4-4sin®@i) = n?-sin’(i) = 4-n? = 3Bin?(i)

hvilket fgrer os til det endelige resultat:
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e - |4-n? .4l [4-n?
d(i=0 < sin(f)= : = |—S|n[ 3 J

Vi ser altsa, at der er netop én veerdi af indfatdden i, hvor d (i)= 0, og denne vaerdi afhaenger af

brydningsindekset n. (Jfr. figur 4.24).
Vi har ikke bevist, at der er tale om et maksimushette punkt, idet vi hertil skal bestemme mono-
toniforholdene for d(i). Vi skal da vise (overvej},

_n2 _n2
d(i)>0 fori < sinl{,/4 3n J og d(i)<0 fori > sinl{ 4 3n J

Ved en omskrivning helt magen til den ovenfor genfeete ved ligningen: 'd (i 0 far vi:

d(i) >0 - sing) <, 4"

(detaljerne overlades til den interesserede laeBarkin(i) er en voksende funktion fo@{O;g], 0og
da den omvendte funktion til en voksende funktiomaksende (jfr. Appendix 3, saetning A.3.13),

ser vi at:
2
d@i) >0 - i< sin'{ 4 3n J

2
hvormed det gnskede er opfyldt, dvs. d(i) har maxm veerdien:i = sin'{ 4-n J :

Vi gar nu tilbage til at se pa vinklerne malt i dea.
For den rgde farve, hvor n = 1,330, finder vi deaksimale drejningsvinkel pa falgende made:

i :sin'{,/ﬁ} = |1 = 59,5848 Og ud fra brydningsloven har vi som tidligesemnt,

sin(595849)
1,330

Ved anvendelse af d = 4b —2i far vi, at dexksimale drejningsvinkel svarende til n = 1,330 er:
d = 440,4216 — 259,5849 = 42,5%

at: b = sin'l(ﬂj, hvilket i denne situation giverb = sin'l(

j = 40,4216
n

Pa samme made er de maksimale drejningsvinklégefede tabel udregnet (leeseren opfordres til at
kontrollere mindst én af dem):

Farve Brydningsindeks n Maksimal drejningsvinkel
Rad 1,330 42,51
Orange 1,3335 42,01
Gul-Grgn 1,336 41,64
Lysebla 1,339 41,21
Violet 1,345 40,36
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Lad os igen se pa grafen for d(i) for et givet Imygsindeks (f.eks. den rgde farve med n = 1,330
som pa figur 4.24), hvor vi denne gang angiver ime i og d(i) i grader (se figur 4.25).

Som vi kan se af tabellen, er den maksimale drggvimkel for farven orange (som "ligger ved
siden af ” rad i spektret) ca. 6,mindre end den maksimale drejningsvinkel for daaterfarve.

Pa figur 4.25 er indtegnet en linie i hgjden 42,04 v.hj.a. denne ser vi, at ca. 10 % af de mulige
indfaldsvinkler giver en drejningsvinkel, som liggaellem 42,01 og maximumsveerdien 42,51
Set i forhold til definitionsmaengden for funktioné() er det saledes en ganske betragtelig del af
funktionsveerdierne, som hgijst afviger O maximumsveerdien. Vi ser derfor, at drabengmar
"fokuserende virkning” (samler mange rade stréast) ved drejningsvinklen 42,51

De gvrige tilbagedrejede rgde straler har derimochere jeevn fordeling af drejningsvinkler imel-
lem @ og 42 — og dermed en veesentlig lavere intensitet.
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Fig. 4.25

Pa samme made ses, at en vanddrabe har en fokiseigming pa det orange lys ved en drej-
ningsvinkel teet pa (men mindre end eller lig me2lp#, at den har en fokuserende virkning pa
det gul-grenne lys ved en drejningsvinkel teet pdr(mindre end eller lig med) 41%6dsv., osv.,
hvorimod de gvrige tilbagedrejede straler er jafertdelt over de mindre drejningsvinkler — og de
har dermed en vaesentlig lavere intensitet.
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Pa nedenstaende figur 4.26 ses et skematisk balesiauationen, hvor regnbuen ses fra siden og
hvor der er tegnet en reekke vanddraber i forskkligle — og dermed forskellig sigtelinie i forhold
til iagttagerens gje. Desuden ses solens (paglititaler, som rammer vanddraberne.

Fig. 4.26

Figuren skal vise, at for drdberne A og B er vinkieellem solens strale og sigtelinien starre end
42,57 , hvormed intet af solens lys drejes tilbagestijttagerens gje. Dette gvre omrade fremstar
derfor markt.

For C er vinklen mellem solens strale og sigtefirga. 42,8 og den rade farve drejes — endda med
fokuserende virkning — tilbage i iagttagerens gje.

For E er vinklen mellem solens strale og sigtetinda. 41,6— og den gul-granne farve drejes med
fokuserende virkning tilbage i iagttagerens gjes®lift af det rade og orange lys drejes tilbage i
denne vinkel, men intensiteten af disse farveaeisammenlignet med det fokuserede gul-granne
lys, som dermed giver det fremherskende synsindtdgnne vinkel.

For G er vinklen ca. 40°3- og den violette farve drejes med fokuserendeinyg tilbage i iagtta-
gerens gje. Ogsa lidt af det r@de, orange, gulgresu. lys drejes tilbage i denne vinkel, men in-
tensiteten af disse farver er lav sammenlignet detdokuserede violette lys, som dermed giver det
fremherskende synsindtryk i denne vinkel. Men @tat bemaerkes, at alle disse svage @vrige farver
er arsagen til, at regnbuen ofte opfattes lidt nherdlig i den nederste del af buen (ved den vielet
farve).
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For draberne H og | er drejningsvinklen mindre 88¢5’, og her ses alle de drejede farver — i svag
intensitet. Dette opfattes som hvidt lys — og deireagen til, at himlen undbuen ser lysere ud
end himlen ovebuen.

Det skal i forleengelse af dette fremhaeves, at deekuganske lille del af solens straler indgami de
regnbue, som en iagttager ser, er regnbuen vaggentfidre lysstaerk, end hvis der blot var holdt et
spejl op, som reflekterede alle solens stralernRagn ses derfor ogsa bedst pa en baggrund af
mgrke skyer — og selv her er lysstyrken behersket.

Vi mangler nu kun at forklare, hvorfor regnbuen ses en bue

Hvis vi f.eks. ser pa den rgde farve, sa skaklen mellem sigtelinien fra iagttagerens gjigeop til

en given regndrabe danne en vinkel pa ca.’4f¢sl solens straler for at vi ser den rgde farve.

Da alle solens straler er parallelle, findes devahte regndraber (der giver den rette vinkel)- fo
skellig hgjde i forhold til iagttagerens positiomdle findes ude til venstre naer ved jordens over-
flade, andre findes hgjere oppe, men laengerejtié hmogen findes endnu hgjre oppe og endnu
laengere til hgjre, osv. osv. indtil det begyndeganedad igen — for at ende med draber teet ved
jordoverfladen i hgjre side.

Mere matematisk kan det beskrives ved, at de ratevagndraber findes langs kanten af grundfla-
den af en kegle, hvor iagttageren star i kegleppunkt, og hvor keglens halve abningsvinkel er
42,5. (Jfr. figur 4.14 a), hvor den dér viste kegleb/da@bningsvinkel er v).

Det overlades som en gvelse til leeseren at oveoggjerklare dette naermere, herunder at tegne en
figur, der illustrerer situationen.

Men dette betyder sa ogsa, at to iagttagere, sanp&thvert sit sted og ser pa det samme regnvejr
der belyses af solens straler, ser to forskelbgmbuer Desuden betyder det, at regnbuen flytter sig,
hvis iagttageren flytter sig. (Det kan derfor ikdketale sig at lede efter guld ved regnbuens ende !)

Vi afslutter denne omtale af regnbuer med at g@reasrksom pa, at der undertiden kan ses en se-
kundaeer regnbue svarende til, at lyset reflektergar@je inde i vanddraberne inden det bryder ud
igennem drabernes overflade. Denne sekundaere regnlolerfor endnu mindre lysstaerk end den
primaere bue. Men udover at papege, at den sekumdgegue svagt kan ses pa billedet pa figur
4.18, vil vi ikke komme yderligere ind pa dette emn
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