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Appendix 1: Den basale teori for logaritmefunktiorer.

Inden vi kan give os i kast med de teoretiske florfior logaritmefunktioner, skal fglgende sesetning
bevises, idet den bruges afggrende i to af de ridigbeviser:

Seetning A.1.1.

Lad f veere en kontinuert funktion defineret irgerval |, og lad dJ | veere et vilkarligt valgt tal.
Hvis vi for alle x[J | seetter

F(X) = jqx f(t) dt

sa er funktionen F en stamfunktion til fi I.

Der geelder altsa, at

» F(X) = f(x) for alle indre punkter x i |,

« hvis a er et venstre endepunkt for I, som er meda er F(a) = f(a), og
» hvis b er et hgjre endepunkt forl, som er medaler F(b) = f(b).

Beuvis:

F(x) er defineret for alle X1 I, idet f er kontinuert og dermed integrabel emviallet[q;x] eller[x;q]

Ifalge definitionen pa differentiabilitet skal \orf et vilkarligt % O | undersgge differenskvotienten

F(x) — F(xo)
X =Xg

Ifglge indskudssaetningen for integraler har vi:

F(x) - F(X,) = jqxf(t)dt— jqx"f(t)dt = jqxf(t)dt+ jj‘of(t)dt = jxxof(t)dt

Antag ferst, at x > x Da f er kontinuert i i det lukkede, begraensederireti[x,;x] , antager f bade
et maximum K og et minimum ki [xq;x]. Vi seetter altsak, = minf(t) og K, = maxf(t).
tD[xo;x] tD[xo;x]

Vi far da K, X —X,) < jxx f(tydt < K, [x -X,)

for x gaende modyxevt. fra hgjre eller venstre i et intervalendédgumeller b).

Overvej dette, f.eks. ved arealbetragtninger (dadpositive og negative funktionsveaerdier !!).
Ifalge det ovenstaende har vi saledes, at:
ky X =Xo) < F(X) —F(X,) < Ky [X=X,)
- N ol F(x)-F
og ved division med x —{som er positiv), far vi:  k, < Fx) ~FXo) < Ky
X=Xg
Antag dernaest, at x sxDa f er kontinuert i i det lukkede, begreensederval[x; Xo] , antager f
bade et maximum Kog et minimum ki [x; xo]. Vi seetter altsdk, = minf (t) og K, = maxf(t).
tD[x;xo] tIZI[x;xo]

Vi far da (overvej !): Ky [Xo —X) < j:°f(t)dt < Ky Xy —X)

dvs. Ky [0Xo —X) < F(Xxo)—F(X) < Ky X, —X)

F(xo) —F() _
Xog =X

og ved division medo« x (som er positiv), far vik, < Ky.
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F(x) — F(Xo)
X =Xg

Vi ser dermed, at denne dobbeltulighed bade gefddear< x, og x > %

Hvis vi nu lader x ga modyXevt. fra hgjre eller venstre, hvis er et endepunkt for 1), s& giver kon-

F(x) — F(X,)
X

Ved at forlaenge brgken med — 1 far vi endekig: < < Ky.

tinuiteten af f, at badedog Ky gar mod f(x). Men da

F(x) — F(Xo)

at ogsd—————2~ gar mod f(x) for x gaende modx
X =X,

Vi far derfor, at F er differentiabel g at F(Xo) = f(Xo).
(Hvis x, er et venstre intervalendepunkt, som er medarlyif F.(X,) = f(Xo). Og tilsvarende med et
hgjre intervalendepunkt). Hermed er seetningenshawi

ligger imellem k og K, ser vi,
Ao

Vi gar herefter over til at etablere det teoretigkendlag for logaritmefunktioner.

Seetning A.1.2.
Funktionen F givet ved:F(x) = jlx%dt , X >0, er en logaritmefunktion,

dvs. der geelder:

1) Dm(F) = R og Vm(F) =
2) F er monoton

3) F(@b) = F(a) + F(b)

Der geelder desuden, at F er differentiabel, og @) = %
Funktionen F beskrevet i denne saetning kaldes demlige logaritmefunktiormg skrives: In.

Beuvis:
Vi bemaerker farst, at funktionen f(t)%—- er kontinuert i intervallef O; oo (dvs. i R). Dermed ser vi

for det farste, at F(x) er defineret for alléhR, (og ikke andre, idet funktione{a ellers er ube-

graenset og ikke defineret i intervallzt 1]). Og for det andet ser vi ifglge ovenstaende sagtni
A.1.1, at F er differentiabel for alleX R, og atF'(x) = % Da x > 0 ser vi desuden, d(>§ > 0,

hvorfor F er voksende i,R og dermed specielt monoton. Vi mangler derkami” at vise, at
Vm(F) = R, og at regnereglen i pkt. 3) er opfyMitbegynder med 3):
Lad a, b R. veere vilkarligt valgt. Ifalge indskudssaetningeniﬁtegraler har vi, at

F(a[b)=jjb%dt=jla%dt+j:b%dt F@) + [ "Lt

Vi skal derfor vise, at F(b) . 4dt= [*Ldt .

. ab ab
Da %=%E{i=%% ser vi, atj.a %dt = Ia é%dt.
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. . . . t_ -1 ° . abl _ b 1 _
Hvis vi anvender substitutionen U= du =< dufar vi: J'a E%dt = jlﬁdu = K(b),

hvormed vi har vist, at Fi® = F(a) + F(b).

| stedet for substitutionen kan vi an-
leegge falgende geometriske betragt-
ning: Intervallet fra a til ab er a gange
sa langt som intervallet fra 1 til b.
Men de tilsvarende funktionsvaerdier

er %gange sa store (se figur A.1.1).

. Fig.A.1.1

b a al ab
s
adl

)
E
1
&
dt

Vi skal herefter vise, at Vm(F) = R, altsa at ettiveelt tal er funktionsveerdi af et eller andéixta
Dette gares ved at tage et vilkarligt vaygil R, og derefter vise, at y er funktionsveerdi faffet
eller andet x. Lad derfor i R vaere vilkarligt valgt, og seet n lig med det Halesom opfylder, at

n < Y < n+1
F2)
(Altsa f.eks. hvis%= 8,16, s& seettes n = 8, eller hsy_&{g= — 1,9, s& seettes n =-2).

Vi bemeerker, at vi kan tillade os at dividere m¢#)Fda F(2) > 0, idet F(1) = 0 og F er voksende.
Ved multiplikation med F(2), som altsa er posifar,vi: nF(2) <y < (n+1)F(2).

Da F har egenskaben: Hp = F(a) + F(b) ser vi som i saetning 1.1.X, et for alle hele tal n geel-
der, at F(3 = nF(a). Anvendes dette pa den ovenstdende dobbakuljga far vi:

F) <y < F(@
Vi ser saledes, at y ligger mellem to funktionsviaartbr F. Da F er kontinuert (idet den er diffe-
rentiabel), har vi dermed, at y selv er en funlkdiaerdi af et eller andet x. (Og da F er voksende,
ligger x imellem 20g 2"1).
Vi har hermed set, at et vilkarligt valgtyR er indeholdt i Vm(F), hvormed vi far, at Vm(F)R=
Hermed er saetningen bevist.

Udtrykket Inx = le%dt kan ved anvendelse af numerisk integration lesytl at beregne funkti-

onsveerdier for In. Disse er lagt ind pa grafregneneder tastefin].

Vi har hermed vist, at der findes mindst én logaeitunktion, nemlig den naturlige logaritme In.
Men som den fglgende saetning viser, findes deralgnohange.

Seetning A.1.3.

Hvis f er en logaritmefunktion, og hvisAO er en vilkarlig reel konstant, s er kf egddtme-
funktion.
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Bevis:

Vi skal argumentere for, at kf opfylder de tre ptank definition 1.1.X, nar vi ved, f gar det.

Ad 1): Vihar: Dm(kf) = Dm(f) = R . Lad nu y{I R veere vilkarligt valgt. Vi skal vise, at der
findes et x, sa (kf)(x) = y. Vi bemeerker farst(kf)(x) = kf(x). Da Vm(f) = R findes der et x, sa
f(x) = % hvormed K{(x) =y er opfyldt.

Ad 2): Vi skal argumentere for, at kf er monoton, navedl, at f er det. Der er her fire tilfaelde:

f er voksende og k < 0, fer voksende og k > 6r dftagende og k <0, og f er aftagende og k > 0.
Vi ser pa den fgrstnaevnte situation og overladsteretil den interesserede laeser som en gvelse.
Vi antager altsa, at f er voksende og k < 0, ogjiwise, at kf er aftagende (og dermed monoton).
Lad x; , % O R. veere vilkarlig valgt, sax< x,. Da f er voksende har vi hermed: 1(x f(x2) , og

da k er negativ giver dette:[fikc1) > kif(x,), hvormed det gnskede er vist.

Ad 3): Vi skal argumentere for, at kf opfylder regnessgkf(ab) = kf(a) + kf(b), idet vi ved, at f
gar det. Dette overlades til laeeseren som en gvelse.

Hermed er saetningen bevist.

Som vi skal vise nedenfor, findes der ikke andgatamefunktioner, end dem der kan fremkomme
ved at gange konstanter pa en given logaritmefankthden vi kan bevise dette, skal vi imidlertid
farst have fat i nogle andre basale egenskabelogeditmefunktioner.

Seetning A.1.4.

1) Enhver logaritmefunktion er kontinuert
2) Enhver logaritmefunktion er differentiabel.

Bevis:

Da det vides, at en differentiabel funktion er kouért, skulle man tro, at vi kunne bevise saetnin-
gen ved at bevise pkt. 2) — og derefter blot hentiislenne regel. Men det kan vi ikke, idet betise
for 2) bygger paat vi ved at en logaritmefunktion er kontinuert. Dette sttaifor farst vises ad
andre veje.

Vi giver fgrst et intuitivt argument for pkt. 1):

Grafen for en logaritmefunktion f kan hver-

ken have "huller” eller "spring” som skitse- /
ret pa figur A.1.2, idet dette enten strider !

imod, at f er monoton eller at Vm(f) = R og !
Dm(f) = R, (Overvej dette naermere). !

o |
Grafen for f ma derfor vaere sammenhaen- "
gende, dvs. funktionen ma veere kontinuert. Xo

)

v
v

|-

0

Fig. A.1.2 b)

Et formelt bevis forlgber saledes: Lad f veere ereigilogaritmefunktion, og lad,XxJ R, vaere vil-
karligt valgt. Vi skal sa bevise, at f er kontintiex,. Da f er monoton, er den enten voksende eller
aftagende. Vi vil se pa det tilfaelde, hvor f er sekde, og overlade det tilsvarende argument for en
aftagende logaritmefunktion til den interesseredsdr.

Vi skal vise, at for enhvesmegnw(f(x,)) om f(x,) findesen omegr(x,) om % som har den egen-
skab, at hvis XJ w(X,), s& er f(x)J uX(f(Xo)).

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritreksponential- og potensfunktioner — og materkatisodeller”



- 174 -

Lad daw(f(x,)) veere en vilkarlig valgt omegn om §fxog lade veere radius i omegnen, dvs.
w(f(Xo)) = ] f(Xo) —€ ; f(Xo) +£[. Da Vm(f) = R findes x, x. O R:, s& f(x) = f(xo) —& 0g f(%) =
f(xo) + €, og da f er voksende ma der gaelde (overvej ; &tx, < X .

Vi veelger nu en omegw(xo) omkring %, som opfylder, ato(xo) [J ]x1;xo[ (Overvej, at dette er
muligt ! Lav en figur med to tallinier, en x-aksg en y-akse, der viser situationen). Vi far hermed:
XD (X)) = X1 <X <% = f(x1) <f(X) <f(x2) = f(Xo) —€ < f(X) <f(xo) +€ = f(x) U w(f(xo))
hvormed det gnskede er bevist.

Ad 2): Beviset for, at en logaritmefunktion er diffenaitel, er et udpraeget "trick”-bevis. Det for-
lzber pa falgende made:

Lad f veere en vilkarlig logaritmefunktion. Da fl.ipkt. 1) er kontinuert, far vi ifglge seetning AL1
at f har en stamfunktion givet ved:

F(X) = jle (t) dt

hvor vi har valgt g = 1.
Lad nu xO R, veere et vilkarligt valgt tal, som fastholdes i tidgende. Vi har da, at

2 2 2 2 2
jlf(x [u)du = jl (f (x) + f (u))du = jl f(x)o|u+j1 f(u)du = f(x) ql 1du + F(2)
=) fulf + F@) = () +FQ
Udregnes det samme integral, dylszf (xCL)du v.hj.a. substitutionen: t = xu, dt = xdu, der-

med: X dt = du, s& far vi (overvej de enkelte skridt ngje !):
2 2x 2x 2x X
jlf(xm)du = jx f()Ghdt = %[jx f(t)dt = %[@1 f(t)on—j1 f(t)dt) = LrfF(2x) - F(x))

Sammenholdes disse to udtryk fﬁff (x Cu)du, sa farvi: f(x) = %E(F(Zx) -F(x))-F(2).

Da x var vilkarligt valgt i R, geelder dette udtryk for allelxxR,. Da F(x) og den sammensatte
funktion F(2x) er differentiable, er udtrykket pgjte side differentiabelt, hvoraf vi ser, at f éfedt
rentiabel. Hermed er saetningen bewst.

Da vi nu ved, at en logaritmefunktion er differatel i alle xJ R, , kan vi tillade os at formulere
og bevise fglgende seetning:

Seetning A.1.5.
f'@
[0}

dvs. en logaritmefunktions differentialkvotienttivélkarligt punkt x, er fastlagt udfra differential-
kvotienten i 1.

for alle % 0 R

For en logaritmefunktion f geelder, at'(x,) =

Bevis:
Lad % O R. veere vilkarligt givet. Da f er differentiabel i xved vi, at det om differenskvotienten

fF(x) = (o)
X =X

for f med udgangspunkt i)geelder, at: - f'(Xo) for x — Xo
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Da f er en logaritmefunktion, kan differenskvotiemiomskrives v.hj.a. seetning 1.1.X:

f0-fixe) _ G _ 1 16)-TO
KXo XMED X AL

hvor vi har anvendt, at f(1) = 0.

Da vi har:L_I(l) - '@ for z - 1,0gda) -1 for x - X, far vi ifalge den ovensta-
Z— o

ende omskrivning, hvog- svarer til z, atM - i[11'(1) for X - Xo
0 X =Xq Xo

Da de to greenseveerdier for differenskvotientemsr er seetningen hermed bewst.

Pa baggrund af saetning A.1.5 kan vi nu vise fglgend

Seetning A.1.6.

1) To logaritmefunktioner f og g er identiske (df(x) = g(x) for alle X0 R.) , hvisf'() =g’ 1)
2) To vilkarlige logaritmefunktioner f og g er mortionale, dvs. der findes en konstamt @, sa

f(» kig(x) for alle xOI R.
3) For en vilkarlig logaritmefunktion f findes &onstant k, s f(x) = (x) for alle xO R,

Beuvis:
Ad 1): Vi antager altsa, at vi har to logaritmefunktioheg g, som opfylder, at'(l) =g’ (1)Be-

meerk, at vi ifglge seetning A.1.4 2) ved, at badg § er differentiable. For et vilkarligtx R, far

vi nu ifglge seetning A.1.5, at'(x) = o _ 9@ g'(x), dvs.f'(x) = g' (x), og dermed:

X X
f'(x) - g'(x) =0. Funktionen f— g har altsa differentialkvotiem O for alle xJ R., hvormed vi
ved, at der findes en konstant, sa: f(x) — g(k)fer alle x( R.. Da f og g er logaritmefunktioner
geelder specielt, at f(1) = 0 og g(1) = 0, hvorfon&tanten k ma vaere 0. Alt i alt far vi dermed, at

f(x) = g(x) for alle xO Ry, hvilket skulle bevises.

Ad 2) og 3): Da g'(x) = 9@ (ifalge saetning A.1.5), m§'(1) # ,Gdet g ellers ville veere en
X

konstant funktion (overvej !). Vi kan derfor sadtte % og Vi vil nu betragte funktionenlg
Ifalge seetning A.1.3 erldk ogsa en logaritmefunktion. Om denne logaritmkfiom geelder:
(k@) (x) = kig'(x) for alle xO R.. Specielt geelder det for x = 1, hvormed vi far, a
U ! f' ! I

(KGY(1) = KF(1) = cH @A) = (1)
Om de to logaritmefunktioner f oddkgeelder altsa, at de har samme differentialkvotignifalge
pkt. 1) geelder der derfor, at: f(x) =dkx) for alle x(J R..
Da dette specielt geelder, hvis g = In, er seetnitgemed bevisty
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Appendix 2: Omvendte funktioner.

Lad os, inden vi overhovedet far fortalt, hvad ranstar ved en omvendt funktion, starte med at
sla fast, at der intet mystisk er ved omvendte fionier! Anvendelse af ordet "omvendt” er en
relativ ting idet en funktion under visse omsteendigheder ledatels en omvendt funktion til en
anden allerede givet funktidn

Hvis vi ser pé s& fredelige funktioner som g(x}x+3 og h(x) =+/x , s& taenker man vel ikke

straks pa, at de er "omvendte”. Men som vi skakselette ikke desto mindre tilfeeldet: g er om-
vendt funktion til f(x) = 2x — 6, og h er omverfdnktion til f(x) =, x> 0.

Vi skal fgrst have begrebet en injektiv funktiorfideret:

Definition A.2.1.

En funktion f siges at veere injektiv, hvis der éhverty 0 Vm(f) findes netop éx [0 Dm(f), sa
f(x) =y.

Det overlades til leeseren at lave en figur af grdée en funktion f, som ikke er injektiv og grafen
af en funktion g, som er injektiv.

Det overlades ogsa til leeseren at overveje, atjektiv funktion f er det samme som en funktion
med faglgende egenskab: For allg x, [0 Dm(f): x1 # X2 = f(X1) # f(X2).

Endelig overlades det til lseseren at argumentareafteen monoton funktion er injektiv.

Hvis vi et gjeblik vender opmaerksomheden mod dandjeeggende definition af en funktion, sa
siger den som bekendt, at man har en funktion grirmaengde A ind i en maengde B, hvis der til
ethvert element i A ved g tilordnes netop ét elem&» Og hvis vi derefter vender blikket mod
den ovenstaende definition af en injektiv funktieé,har vi netop denne situation, idet der til et-
hvert element y1 Vm(f) (= A) svarer netop ét Xl Dm(f) (= B). (x er bestemt ved, at f(x) =y).

Vi kan derfor anfare fglgende definition:

Definition A.2.2.

Hvis f er en injektiv funktion, sa har vi samticdg funktion fra Vm(f) ind i Dm(f). Denne funktion
kaldes den omvendte funktion til f og betegfiés. Og der geelder, atf 1(y) = x = y=1(X)

&

Fig. A.2.1 Fig. A.2.2
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Indholdet i definition A.2.2 kan illustreres sonswpa figur A.2.1 og A.2.2 (se foregaende side),
hvor figur A.2.2 er af mere skematisk karaktér.

Vi bemeerker, at Dnf(!) = Vvm(@f) og Vmf ™) = Dm(f).

Selve betegnelseh'1 er vel ikke den mest heldige, idet den maske kdede nogen til at tro, at
~1 i f™1 har samme betydning som i f.els?, hvilket p& ingen made er tilfeeldet

Betegnelserf “Lstammer fra en matematisk disciplin (teoretisk latg® som vi ikke skal komme
ind p& hér. Det vigtige er imidlertid, at betegeel®r knyttet til f, idet der er tale om den omvend
funktion til f, altsd — som omtalt ovenfor — etatlt begreb til en allerede given starrelse/fumkti

(Man kunne i princippet have betegnet funktionem |Mz <f > f eller andet, der indeholder f, men

valget er altsd af forskellige arsager faldet p@dpeelsenf ).

Eksempel A.2.3.
a) Vivil finde den omvendte funktion til f(x) = 2x 6. Dette er muligt, idet f er voksende og der-
med injektiv. Ifglge definition A.2.2 har vi:

fly)=x « y=f(x) = y=2x—6 « y+6 = 2x = x=1y+3

dvs. fH(y) = 1y+3.
Som bekendt kan vi navngive de variable, som viQfite vil "man” gerne have x til at betegne
den uafheengige variable. Hvis vi gar det, er foftehr for den omvendte funktion givet ved:

f(x)=4x+3.

b) Funktionen f(x) = % x= 0, er voksende og dermed injektiv. (Bemaerk, atdseetningen & 0
ikke kan undveeres. (Hvorfor ikke ?)). Vi vil findens omvendte funktion: Forx0 har vi:

fly)=x = y=fx) = y=X = x=.y ,
alts&: fiy)= . Jy eller flx)=+x v

Eksempel A.2.4.

Den omvendte funktion til g(x) = 13 , X >-3 findes pa falgende made: For x > — 3 har vi:
X

- 1 1-3
gl y)=x = y=g() = y=—— = Y+3) =1 = Xy =1-3y - x=- 2
X+3 y
dvs. g~l(y) = 1-3y
1
X+3
Vi ser séledes, at Drg(}) = ]0; [ = R. (hvormed vi ogsa har fundet Vm(f)). Der geeldes&lt

g"l(y) - 1oy , YO R., eller hvis vi bruger x som variabeg'l(x) - 17X
y X

For at finde Dmg_l) bemaerker vi, at: x>-3= x+3>0 = >0 <« y>0

, XO Ry v
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Pvelse A.2.5.

Elveerket Strgmsvigt A/S opkraever af deres privatlenren kvartalsafgift pa 200 kr. plus 1,2 kr. pr.

kWh (en energienhed), som kunderne forbruger.

a) Opstil en forskrift for den funktion, der for eniyatkunde angiver elomkostninger pr. kvartal
som funktion af kundens energiforbrug.

b) Bestem det forbrug, som resulterer i en regning5#0 kr. — og forklar, hvad dette har med
omvendte funktioner at gare.

c) Bestem en forskrift, inkl. definitionsmaengde, f@ncomvendte funktion.

d) Las pkt. b) igen — v.hj.a. forskrifteny

| forlaengelse af gvelse A.2.5 anfares falgendeisgetn

Seetning A.2.6.

Lad f(x) = ax + b veere en lineaer funktion, hvet @. Da er f injektiv, og

iy =ty -2 0 yovme
a a

dvs. f 1 er en lineaer funktion med haeldningskoeffici%nt

Beuvis:
At f er injektiv er allerede klargjort, idet f eranoton, nar & 0. Desuden har vi, at
f'l(y)=x«:» y=f(x) « y=ax+b « y—-b= axe~ =1ﬂ/—9
a a

hvoraf vi ser, at:f _l(y) = lﬂ/ - E Hermed er saetningen bevi#t.
a a

@velse A.2.7.
| visse dele af verden (f.eks. i USA) angives terapger i°F (grader Fahrenheit), og i andre dele af
verden (f.eks. i Danmark) angives temperatufé jgrader Celcius).

Temperaturen malt°F er en funktion f af temperaturen x m&l€i, idet der geelder: f(x) ﬁgx +32.

a) Find en forskrift for den omvendte funktion, og iydtti ord, hvad den beskriver.
b) Hvilken temperatur C svarer til temperaturen 45f ? v

@velse A.2.8.
Find en funktionsforskrift for den omvendte funktiohvert af falgende tilfaelde:
a) g(a) = -2q-1 b) ht) ¥t*+2,t20
X 1
c) f(x) = —— , x<2 d) g(A) = ,A20 v
) 1) = oo x <] )W) =
Pvelse A.2.9.

Tegn i hvert af fglgende tilfeelde grafen for fuokien f og dens omvendte funktién® i samme

koordinatsystem, idet den variable for bade fféb betegnes x og afseettes ud af 1.aksen: ffra
a) gvelse A.2.7 b) gvelse A.2.5 c) eksempglRa) d) eksempel A.2.3 by
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Som det fremgar af gvelse A.2.9, er der en speai®imenhaeng mellem grafen for f og grafen for
f71 narde tegnes i samme koordinatsystem, nemlgghale ssetning:

Seetning A.2.10.

Lad f vaere en injektiv funktion. Hvis vi anvendéikeordinatsystem med samme enlpédl. og 2.
aksen, s& geelder, at grafen for fas ved at spejle grafen for f i linien y = x. (fgur A.2.3).

Bevis:

Grafen Gr(f) for f er maengden af de punkter (Xwjor y = f(x), og
tilsvarende har vi, at G’r(l) er maengden af de punkter (x,y), hvor
y = f 1(x). Vi ser alts&, at

Gr() = {uy)l y=t0} og Gt = {ey)| y=r "0},

Day=f1(x) = x=f(y), kan Grf 1) ogsa anfares séledes:
Gr(f ™) = {(xy)| x=f(y}.

Fig. A.2.3

Ved sammenligning af Gr(f) og G‘r(l), ser vi, at den eneste forskel pa de to meengdat der er
byttet rundt pa x og y efter den lodrette stregskaivningen. Da en spejling i y = x netop har-den
ne egenskab (at den for et givet punkt bytter piéa- og y-veerdien (overvej !)), er seetningen
hermed bevisty

Som det fremgar af definition A.2.2 og figur A.Zy&lder der falgende saetning (overvej !):

Seetning A.2.11.

Lad f veere en injektiv funktion. Da geelder, at

fYf(x)) = x forallexODm(f) og f(fX(y) =y foralleyd Vm(f)
hvilket ogséa kan formuleres saledes:

(fLof)x) = x forallexODm(f) og (fof )(y) =y foralleydVm(f)

Funktionerne f odg 1 er altsa hinandens omvendte funktioner.

| forbindelse med monotoni geelder fglgende saetning:

Seaetning A.2.12.

Lad f veere en given funktion.
1) Huvis f er voksende, s& ér* ogsa voksende
2) Huvis f er aftagende, sa &} ogsa aftagende.
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Bevis:

Vi beviser pkt. 1). Pkt. 2) vises p4 samme madevaglades til lseseren som en gvelse.

Lad day, y» O Vm(f) veere vilkérligt valgt, sdy< y». Vi skal da vise, atf 1(y1) < f 2(yy).

Dette gar vi ved et sakaldt indirekte bevis. Viaaygr altsa, at _1(y1) < f_l(yz) ikke geelder, og vil
sa argumentere for, at dette farer til en modstrid.

Vi antager derfor, af “1(y1) = f (y,). Da f er voksende far vi hermed at ¥ (y1)) = f(f 1(y2)) ,
dvs. yi = y,. Men dette er i strid med, at vi veat y < y».

Antagelsenf 1 (y;) = f "1(y) er alts& ikke holdbar, hvormed vi far det gnskddé (y;) < f 1(y,).
Hermed er seaetningen bevist.

Laeseren opfordres til at efterprave/kontrollerergeseetnings indhold ud fra de eksempler pa om-
vendte funktioner, som har vaeret omtalt i eksempiesvelser i det ovenstaende.

Kontinuitet og differentiabilitet af omvendte funktioner.
Vi vil nu til sidst vende os mod kontinuitet og féifentiabilitet (og differentiation) i forbindelse
med omvendte funktioner. Vi beviser fgrst fglgesestning om kontinuitet:

Seetning A.2.13.

Lad f veere en funktion, som er monoton og kontihiet interval |, og lad xvaere et vilkarligt
valgt indre punktil. Da ef 1 kontinuert i ¥ = f(Xo)

Bevis:
Vi beviser saetningen for en voksende funktion. Bet/for situationen, hvor f er aftagende, overla-
des som en gvelse til leeseren. (Der skal kun f&vesndringer i det falgende !).

Da f er voksende, er den ogsa injektiv og har ddremeomvendt funktiorf 1
Vi skal ifglge definitionen pa kontinuitet bevisg,for en vilkarlig valgt omegoy f 1 (Vo)) om

f (o) findes en omeguxyo) om ¥, s&: ylw(yo) = f7(y) O (f ™ (¥o).
Da % = f "1(yo), kan dette ogs& udtrykkes saledes: Vi skal bewistr en vilkarligt valgt omegn

w(Xo) OM X findes en omegoxy,) om ¥, sa: yodu(Yo) = f'l(y) O 0(Xo)-

Lad derforax,) veere en vilkarlig valgt omegn ong xog lade veere radius axX,), dvs.

W(Xo) =]Xo—€; X +€[. Da % er etindre punkti l, kan vi antage,wdi,) [1 I, samt at endepunk-
terne x—& 0g X+ € begge tilhgrer I, idet omegnen ellers blot ganewdre.

Lad = f(xo—¢€) og Y= f(Xo +€).

Y % =1f(X0) y
| | I > Y
fI lf'l
i | I > X
¥—¢€ % Xo T €
Fig. A.2.Z
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Da f er voksende, er1 ¥ Vo < ¥», 0g da f er kontinuert i I, er alle tal mellemaog y, funktionsveer-
dier af et eller andet x imellemx& 0g X+ €. Viser derfor, aly; ; y»] 0O Vm(f). Lad nuwxy,)
veere den omegn om,ysom har det mindste af talleng-yy; og ¥ — Yo Som radius (se figur A.2.4).

Vi har da ogsa, atXy,) 0 Vm(f), hvormedf Ler defineret i helexyo).
Lad nu yO uXY,) veere vilkarlig valgt. Ifalge konstruktionen@fy,), af y1 og Y, og afw(x,), samt
ifglge seetning A.2.12 1) far vi, at:

yOwyo) = w<y<y = fy) <fiy) <fly) =
Xo— € < fHy) < %+e = f7Hy) Owxo)

hvormed det gnskede er bevist.

Vi vil herefter se pa differentiabilitet og differgation af omvendte funktioner. Vi starter megat
pa et eksempel.

Eksempel A.2.14
Betragt funktionen f(x) =%, x > 0.

f er injektiv ogf _1(y) = \/9 ,y >0, ogder geelder, at >xy eller x :\/9.

Da (ﬁ) =1 o (xz), = 2x far vi hermed, at:

2Jy

£y = ':i:i: 1 = 1
) = () 5T % wy T

Lad %, 0g y Veere valgt, s& fx=y, 0g X% = f"l(yo) (dvs. x* =y, eller %= \/E).
Ifglge det netop viste geelder da, at:

gy = L - 1
R RO RTET)

Hvis vi f.eks. vil finde:(f "1)'(9) , Sa kan dette beregnes som:

fhyg o Lo 1 1 _ 1
0 f'tre) 9 '@ 23

hvilket stemmer fint overens med, at kvadratrodsfiemens differentialkvotient i tallet 9 % v

1
6

Inspireret af eksempel A.2.14 vil vi opstille ogvize falgende saetning:

Seetning A.2.15.

Lad f veere en funktion, som er monoton og kontihuet interval 1.
Hvis f er differentiabel i et punktXd I, og hvisf'(x,) # 0 sa erf 1 differentiabel i y = f(xo),

og der geelder, at
1 1

o) 1(F(ya))

™Mo F
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Bevis:
Pa samme made som i beviset for saetning A.2.1&sdsy findes en omegn(y,) om y , hvor

f1er defineret(yo) O Vm(f)). Vi ser nu pa differenskvotienten f6r* med udgangspunkt py
og Vi veelger i det falgende kun3w(y,), hvormed der findes tilsvarendexl, sa f(x) = y.

Da f er monoton, ef * ogsa& monoton, hvormeday, giver os, atf "1 (y) # f *(y,), og dermed:
f'l(y) —f "1(y0) # 0. Vi kan derfor tillade os at foretage fglgendes@rivning:

W -7 o) _ 1 _ 1
Y=Yo Y=Yo f(x) —f(Xo)
fy) =1 (y,) X=X

Vi skal undersgge, om differenskvotienten fott har en greenseveerdi for-y y,, 0g i givet fald
bestemme denne. Ifalge saetning A.2.13 ved Vi, Ater kontinuert i y. Dette betyder, at:
Y=Y = %) - 1) = x - %
f(x) —f(Xo)
X = Xg

og da f er differentiabel iofor vi hermed, at: - f'(xy) fory - o

Anvendes dette i den ovenstdende omskrivning &drdifiskvotienten fof servialtialt, at:
W - o)

Y~Yo f'(xo)

hvor vi udnytter, aff '(x,) # 0Da %= f"l(yo), er seetningen hermed bevist.

fory - vyo

Eksempel A.2.16.
Seetning A.2.15 kan ogsa bevises pa falgende made: (orS ')
Da f er differentiabel i  har grafen for f en tangent i punktet t

(Xo , f(X0)). Dermed har grafen fofr 0gsa en tangent i punktet

(Yo ,f 1 (Yo)), idet grafen forf 1 ifalge seetning A.2.10 fas ved
at spejle grafen for fi linien y = x. Og sadanspejling bevarer
grafens geometriske egenskaber. (se figur A.2.5).

|
I
Idet tangenten i punktet{xf(x,)) kalded , ser vi, at spejles :( ! (x0,(x0))
over i en liniem, som er tangent til grafen fért i punktet // | |
— ! |
(o, f ™ (¥o))- A
Da en linie af formen y = ax + b 720, spejles over i linien: / Fig. A.2.5

y = %x —g (jfr. seetning A.2.6), og da haeldningskoefficienter | er f'(x, ), ser vi, at heeld-
ningskoefficienten fom er lig medﬁ. Men det vil netop sige, dt™? er differentiabel i ymed

differentialkvotienten#. Hermed er saetningen igen bevist.
o

Eksempel A.2.17.

Udtrykketfor differentialkvotienten af 1 (men_ikkedifferentiabiliteten aff "1), kan bestemmes
ud fra reglen om differentiation af sammensattéfiomer, idet vi ifglge ssetning A.2.11 har, at:

y =(fof 1) (y), ogdermed: 1=(fof 1) (y) = f'(f 1(y)) Qf 1)'(y). Ved indsaettelse af,wg
Xo, 0g ved division med '(f _1(y0 )isom er ligf '(x, ) far vi udtrykket i seetning A.2.15¥
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Appendix 3: Sammensatte funktioner.

Eksempel A.3.1.

Hvis vi betragter en funktion som: h(x) ¥3x +9 , s udregnes funktionsvaerdier for denne funk-
tion ved farst at udregne veerdien af 3x + 9 , agftler tage kvadratroden af denne veerdi. Vi kan

alts& sige, at h(x) er "sammensat af’ funktiondrp= 3x + 9 0g g(x) =X .

Hvis vi omvendt ser pa funktionerne: f(x)2s/x +5 og g(x) =X + 3x, s& er det muligt at sam-
menseette disse to funktioner pa falgende made:dtniken x-vaerdi vi indsaetter i f(x), sa vil

resultatet, dvs2y/x +5, vaere indeholdt i Dm(qg), idet denne er lig medBt vil derfor vaere mu-
ligt at udregne g af f(x), dvs. g(f(x)).

Lad os f.eks. prgve med x = 9. Vi far da: f(92¢§ +5 =11. Da 11 Dm(g), kan vi udregne
g(11) = 1 +311 = 154. Vi kan derfor skrive: 154 = g(11) £(9)).

Lad os dernaest prgve med x = 7. Vi far da: f(72¢7 +5 (= 10,2915). D&/7 +50 Dm(g),

kan vi udregne gt/7 +5) = (24/7 +5)>+ 327 +5) = 68 +26J7 (= 136,79). Vi kan derfor

skrive: 68 +26\7 = g@J7 +5) = g(f(7)).
Vi ser, at nar vi fgrst har udregnet veerdien aY, #68 indseettes denne veerdi i stedet for den Variab
i funktionsforskriften for g, og der regnes ud. Ktionen g har den virkning pa den variable, at den
dels oplgfter den variable i anden potens, delggaden med 3, og disse to stgrrelser laegges sam-
men. Lad os pragve generelt med efl ®m(f). g(f(x)) kan udregnes pa to (stort set)anader:

g(f()) = (f)+ 3Rx) = (2Vx +5)? + 302Vx +5) = 4x + 26/x +40
eller

g(f(x)) = gvx +5) = (2Vx +5)*+3[2Vx +5) = 4x +26/x +40
Vi ser altsd, at funktionsudtrykket for den samnagtesfunktion er: g(f(x)) = 4x + 26x + 40
Laeseren opfordres til at udregne g(f(9)) og g(f6d)sammenligne med det ovenstaenee.

Eksempel A.3.2.

Hvis vi igen ser pa funktionerne: f(x) = 3x + 9 o) = Jx , sderdet muligt at udregne g(f(2)),
idet f(2) = 15 0, og dermed er f(Z) Dm(g). Vi far: g(f(2)) = g(15) =15 (= 3,873).

Det er derimod ikkenuligt at udregne g(f(-5)), idet f(-5) = £6Dm(Q).

Vi ser, at definitionsmaengden for g(f(x)) er meengdéxJ Dm(f) som opfylder, at f(x)J Dm(g),
dvs. f(x)= 0, hvilket betyder, at ¥ —3.

Situationen i eksempel A.3.1 og A.3.2 kan genseadis sdledes:
Lad f og g veere to givne funktioner, og lad»®m(f). Hvis f(x) O Dm(g), sa kan vi finde g(f(x)):

Dm(f) Dm(g) vm(g)

Fig. A.3.1
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| denne forbindelse anfares falgende definition:

Definition A.3.3.

Lad f og g veere to givne funktioner. Hvis der finded Dm(f), sa f(x)J Dm(g), sa defineres funk

tionen go f (leeses: "g sammensat med f” eller blot: "g bol)epfa falgende made (jfr. figur A.3.2

Dm(f) Dm(g) vm(g)

» g(f(x}]}

Fig. A.3.2

(gof)) = g(f(x)) og Dmgo § = {xODM(f)|f(x)0DM()}

Funktioneng- fkaldes sammenseaetningen af f og g,@g siges at veere en sammensat funkt

Pvelse A.3.4.
Lad f(x) =X + 6 og g(x) =x+2.

Visat: (go f)(x) = 1x*+5 og (f og)(X)= 1x? +2x +10. Bemeerk, atge # fog.

Pvelse A.3.5.
Undersgg i hvert af faglgende tilfeelde, om vi kanmag o f eller f o g, og angiv i givet fald en

funktionsforskrift for den/de sammensatte funktem(Husk definitionsmaengden:

a) fx)=x-3 og gx)=2x+1 b) f(x)¥x -7 og g(x):%x+3
C) f(x):%x 0og g(x) =3x d) f(x) :iz 0g g(x) =vJx+5
X
e) f(x)= ¥ -4 og g(x)=% f) fx)= —¥—6 o0g g(X)=Vx+5 ¥

Som det fremgar af disse gvelser, gaelder der abtigvis, men ikke altid, ago f# f o g.
| det fglgende eksempel vil vi vise, hvordan mere ® funktioner kan sammensaettes:

Eksempel A.3.6.

Lad f(x) =X, g(x) = X +2 og h(x) = 5x — 10. Hvis x 2 er det muligt at udregne f(g(h(x))):
f(g(h(x))) = f(g(5x — 10)) = f(/5x -10+2) = (V5x-10+2)3,

Resultatet betegneéf o goh)(  x38 vi har: (f ogoh)( x)= (v/5x-10+2)2® | x> 2.

Det overlades som en gvelse til leeseren at bestexhadiryk for: (gof oh)( x) w
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Pvelse A.3.7.
Angiv i hvert af fglgende tilfeelde funktionsforskeir for to funktioner f og g, som opfylder, at:
a) (fog)(q)=+q*+7 b) (f o g)(v) = (V' +3Y

Angiv funktionsforskrifter for fire funktioner f, ,ch og j, som opfylder, at:

c) (fegehoj)(x) = (Wx*+2-5% v

@velse A.3.8.
Lad f(x):%4 , gx)=X—=1, h(x) = 8x+6 og j(X)=/x+2
X

Bestem funktionsforskrifterne for funktionernege jeh , johog 0g jofogo he

Kontinuitet og differentiabilitet ved sammensatte finktioner.
Vi vil nu vende os mod kontinuitet og differentibigt (og differentiation) i forbindelse med sam-
mensatte funktioner. Vi beviser fgrst falgende sagtom kontinuitet:

Seaetning A.3.9.

Hvis g er kontinuert i xog f er kontinuert i g, sa erf o gkontinuert i %

Bevis:

Vi bemeerker farst, at ifalge definition A.3.3 dro{ )(x) = f(g(X)). For nemheds skyld indfarer vi
benaevnelserne ¥ g(%) 09 2 = f(g(x)) = f(Yo). Ifalge definitionen pa kontinuitet skal vi beejs
at for en vilkarlig valgt omegr(z,) findes en omegnxX,), s&: X uXXo) = f(g(x)) O (o).

Lad derforu(z,) veere en vilkarlig valgt omegn org. zDa f er kontinuert i yog da z = f(y,) findes
en omegryo), sa: Yy w(yo) = f(y) DuXz,). Da g er kontinuert ixog da ¥ = g(x,), ses tilsva-
rende, at der findes en omem(x,), sd: X1 w(Xo) = g(X) J w(yo). (Se figur A.3.3).

o)

= : > Z
Z
1 L (IX)I > y
I yl0 T 1
of
Pt > X
Xo X Fig. A.3.3

Vi ser dermed i alt, at: Xl w(Xo) = g(x) O uXyo) = f(g(x)) U w(z,), hvormed det gnskede er wst.

Seetning A.3.10.

Hvis g er differentiabel i xog f er differentiabel i g@, sa erf o gdifferentiabel i % , og der gael-
der fglgende regel:

(f 2 g)'(x0) = £(9(x,)) LO'(X,)
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Bevis: Vi bemeerker farst, at da f er differentiabel i g(er f defineret i en omegn omkring gx0g
dermed specielt i ggx selv, hvormed det er muligt at definere den sanmsatte funktionf o g

Da det gaelder, at hvis en funktion er differentiatet punkt, s er den ogsa kontinuert i dette

punkt, far vi ifalge saetning A.3.9 og beviset herfi der findes en omean(x,), hvor f o g er de-

fineret. | de fglgende betragtninger forudseettes,[@w(X,).

Vi vil gerne bevise, at differenskvotiente:g.]:c °9() = (T > 9)(Xo) = () ~1(9(X,)) har en
X =X, X =X,

greenseveerdi for x gdende magbyg at denne greenseveerdi éf{g(x,)) [§'(X, - )

Vi omskriver differenskvotienten pa falgende masleatende til, at vi ganger den med 1 !):

FE()) ~T@EX,)) _ TE()) ~T@E(X,)) 9() ~9(X,) _ TO(X) =T@E(o)) 9(x) ~9(X,)
X=X X =X, 9(x) —9(x,) 9(x) —9(X,) X =X,

Hvis vi seetter y = g(x) 0goy= g(X%) sa far vi, idet g er kontinuert pxat: y - Yy, for x - Xo.

Kombineres dette med, at g er differentiabe) og f er differentiabel i y= g(x,), sa far vi:

FE()) ~T@OXo,)) _ F() =T (¥o) 9(X) ~9(X,)

- Fyo) @'(x,) for x— X
X~ Xo Y=Y X~ Xo

hvormed det gnskede tilsyneladende er bevist. Enudtl er bare, at detbevis forudseetter, at der
findes en omegny(X,), hvorom der gaelder: X wi(Xo) = g(X) # g(Xo), idet vi ellers kommer til at
dividere med 0 i omskrivningen ovenfor. De flestele funktioner, vi normalt ser pa, opfylder gan-
ske vist det gnskede, men hvis g f.eks. er konsEmbmegn omx sa kan beviset ikke bruges.
Hvis g er konstant i en omegn omkringex det imidlertid let at se, at differenskvotienter
f o ger 0 i denne omegn, hvormed dens greenseveerdi@ia der samtidig geelder, a0g) = 0,
er savel differentiabiliteten som formlen ogsa gaette her. Der findes imidlertid funktioner, som
ikke er konstante, og som ikke opfylder det naeknde til beviset. For at deekke sadanne tilfeelde,
skal beviset "skrues sammen” p& en noget anden srédlgist ovenfor. Interesserede laesere henvi-
ses til nedenstaende eksempel A.3.13, hvor des gitvgenerelt bevisy

Eksempel A.3.11.
Vi vil finde differentialkvotienten for funktioneen F(x) = vx3 +2x og H(x) = (/X +§)5

Vi ser, at F er sammensat af funktionerne: f(x\)(;; og g(x) = X+ 2x. Ifglge saetning A.3.10
) , , 1 2 1 2
har vi, at Ax) = f'(g(x))[g'(x) = ((Bx“+2) = ———[3x“ +2).
2\/9(x) 20x3 + 2x

Bemeerk, at F altsa differentieres "udefra og ingla¥t vi farst differentiereg/_ I punktet "et eller

andet”, og det giver 1 divideret med 2 gar\é_e af et eller andet”. Og bagefter differentieremet
der star under kvadratrodstegnet (det som far béeaevnt "et eller andet”) og ganger resultaterne

sammen. Dette kan kort skrives séledeéx3(+ 2x) = _ [(3x% +2).
20x3 + 2x
Hvis vi gnsker veerdien af Fet tal, indseettes tallet pa x’s plads, altsisf.€(4) = 25—\/(7)_2 = 2,946.
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Vi bemeerker, at H er sammensat af tre funktionen aette kan opfattes som om H er sammensat
af to funktioner, hvoraf den ene sa selv er samateafgo funktioner. Nar vi skal finde'¢t) an-
vendes derfor samme filosofi, dvs. vi different'raudefra og indefter og far dermed:

K = 5(/x +4)* G—ﬁl )
X +
Vi differentierer altsa et eller andet” i 5. ogfégange "et eller andet” i 4., derefter diffeiergr
Vi \/_ OSV. 0SV.¥

@velse A.3.12.
Bestem HX) og derefter 1§2) for hver af falgende funktioner:

a)h(x)= 2x-3) b) h(x) =/ (03x +1)’ c) h(x) =v12-x3 x? + 4x)*

Eksempel A.3.13.

Som omtalt er der problemer med beviset for seetAiBdLO, hvis der ikke findesn omegrm(X,),
hvorom det gaelder, at:&xX wi(Xo) = g(X) # g(X,). Spargsmalet er altsa, om der findes funktiaper
som opfylder det modsatte, dvs.: For enhver omegmxgfindes der et x indeholdt i denne omegn,
sa g(x) = g(¥). Og svaret pa dette spmgsmél er: Ja. Uden dylagre ind i sagen kan det bemaer-

kes, at f.eks. g(x) £x —x,)? sm( ) (for x # X, 0g g(%) = 0) opfylder dette og er desuden dif-

0
ferentiabel i ¥ (Prov at opskrive differenskvotienten og find gsaargerdien 'gx,) = 0).
Her folger et lidt mere kompliceret bevis for satnf.3.10, hvor det naevnte problem er elimineret.

Vi seetter y = g(%,). Da f er differentiabel iy er f defineret i en omegi(y,). Der findes derfor en
omegnwy(0) om 0 med samme radius soxy,), hvor vi for hvert €1 wy(0) kan definer@f(s) =

flyo + s) — f(y) og dermed definere: T(s) AUS -f'(y,) (forsz0)og T(0)=0
S
AT (9)
S

Da f er differentiabel i yhar vi, at

- f'(y,) for s - 0, og dermed, at T(s} O for s— O.

Ifglge definitionen af T har vi for alle[s wy(0), at: f(y +s) — f(y) = Af(S) = (f'(yo) + T(S))S
Da g er differentiabel i findes der en omegi(0), hvor vi for hvert H1 w,(0) kan definere:
Ag(h) = g(% + h) — g(x) , og dermed far vi for Al w(0), at: g(% + h) = g(x) +Ag(h)
Da Ag(h) - 0 for h - O (idet g er differentiabel og dermed kontinuetg)igeelder der specielt, at
der findes en omegws(0), s&: hJ ws(0) = Ag(h) O wy(0). Ladw(0) = wp(0) n ws(0).
Lad F =f o g Vi skal undersgge differenskvotienten for F, oger farst pa taellerehF(h).
For hJ u(0) geelder derAF(h) = F(x, +h) —F(x,) = f(9(x, +h)) - f(a(x,)) , og da
9(X + h) = g(%) +Ag(h) ser vi (idet g = yo), at: AF(h) = f(y, +Ag(h)) —f(y, ) for hT «0).
Hvis vi derfor i det ovenstaende erstatter s te¢h), sa far vi for iJ w(0), at:
flyo + Ag(h)) — f(w) = (f'(Yo) + T(Ag(h)))Ag(h). For K1 w(0) geelder derfor alt i alt, at:

' +
AR () *TOANBID) _ ) gy AL

Da T(Ag(h)) - 0 forh - 0 og Agh(h) - d(Xo) forh - 0 servi, at: AFh(h) - f'(y,) o'(x,) for

h = 0, hvormed det gnskede er bevis.
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Appendix 4: Elasticitet.

Som mal for funktioners "falsomhed” overfor a&endengden uafthaengige variable anvendes ofte —
og specielt i gkonomisk orienterede sammenhaenggrebet elasticitet:

Definition A.4.1.

Hvis en positiv funktion f far tilveeksteldf, nar den uafhaengige variable far tilveeksdermed ud-
gangspunktet x, sa defineres (interyabsticitetenE; (x;Ax) pa falgende made:

A

o
Es (x;Ax) = fA(;(()
X

hvor Af = f(x+Ax) — (X). f(x+Ax)

Stmrelsen% angiver den relative
X

tilveekst i funktionsvaerdierne svarende (%) |

til den relativetilvaekst% i den uaf-
X

haengige variable.

Fig. A.4.1 |

Elasticiteten angiver altsa forholdet mellelen relative veekst i funktionsvaerdierne og deatined
veekst i den uafhaengige variable (x-veerdierne).rh&m benytter elasticitetsbegrebet, vil man altsa
hellere arbejde med relativ (procentuel) veekstraad absolutte starrelser.

Hvis der f.eks. for en funktion f geelder, a{#1;4) = 0,7 , sa betyder det, at med udgangsikt

og en tilveekst pAx = 4 er den relative veekst i funktionsvaerdief@e;]ange sa stor som den relati-

ve veekst i den variable, som bevirkede aendringenkitionen. (I det konkrete tilfaelde er den rela-
tive funktionstilveekst altsfi’r’g, dvs. ca.13 % (kontrollér dette !)).

Elasticitet af den type, der betragtes i det ovdmsde, kaldes som anfgrt for interval-elasticitktt

der er tale om en tilvaekst over et interval af desd\x.

Hvis derimodAx er ganske lille&x = 0), sa fremkommer det man kalder punkt-elasticitevil

undersgge denne lidt naermere, sa vi ser pa falgendkrivning af E(x;Ax) fra definition A.4.1:
Af X Af X

Exax) = — X =2 g X < s
f(x) AXx Ax T (X) f(x)

hvor vi har anvendt, aﬁ“; stort set er det samme sonfx), narAx = 0. | denne situation udelades

Ax i opskrivningen efter E’et, sa for punkt-elagtten E (x) far vi alt i alt:

Definition A.4.2.

Punkt-elasticiteten f&) for en funktion fi et punkt x er givet ved: E(x) = f'(x) Gf%
X
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Vi skal i denne bog kun arbejde med punkt-elagti@y vi vil kort omtale den som elasticiteten

E: (x) beskriver funktionens "opfarsel” i umiddelbaerhed af punktet x. Hvis der f.eks. geelder, at
E¢(12) = 0,3, sa betyder det, at den relative vaekstktionsvaerdierne (nar vi er i nerheden af 12),
er 0,3 gange sa stor som den relative vaekst i deéable, som fremkaldte aendringen i funktionen.

Eksempel A.4.3.

a) Hvis f(x) =ax + b, sd erE; (x) = & (kontrollér).
ax+b

- 08x
- 08x + 2000
at: (100) =-0,0417, #500) =-0,25 og #2000) = —4.
Hvis vi f.eks. ud fra x = 500 forggervaerdien med 2 %, sa giver(B00) = —0,25, at funkti-
onsveerdien aftager/faldared 0,28% = 0,5 %.

Hvis vi f.eks. har, at: f(x) =—0,8x + 2000, Sa E; (X) = , hvoraf vi f.eks. ser,

Det overlades som en gvelse til leeseren at tegmdeleaf grafen for f, der ligger i 1. kvadrant,
markere de tre omtalte punkter pa grafen og ardflasgiciteten udfor punkterne, samt kommen-
tere resultatet. (Hvad sker der med elasticitetenx - 0+ og for x» 2500— ? Kommentér.)

b) Hvis g(x) = X', sé er: E;(x) = g'(x) % = box™ Gb[XT =r , dvs. elasticiteten er

konstant lig med r uanset veerdien af x. Vi sigefuaktionen g er isoelastisk

Hvis f.eks. g(x) = 15008 >° s& er E(x) = —2,3 for alle x, hvormed vi f.eks. ser, atshvi ud

fra en vilkarlig x-veerdi forager denne veerdi me8l @, sa formindskes funktionsveerdien med
-2,30,8 % = 1,84 %.

. — akx &

©) Hvish(x)= b— &, sderk, (x) = —-akE* 3—= -—8a .
) ) n(x) b-ale™ b-ale¥
- 0,00260% [&%90%

Hvis f.eks. h(x) = 6000 — 1@%% s erE, (x) = hvoraf vi f.eks. ser,

6000- 132200
at E (500) = —0,000589, {#1000) = —0,0032, {H1800) = —0,0288 og £3600) = —2,94.

Det overlades som en gvelse til leeseren at tegndeleaf grafen for h, der ligger i 1. kvadrant,
markere de fire omtalte punkter pa grafen og ardfasticiteten udfor punkterne, samt kom-
mentere resultatety

En "lille” elasticitet betyder ringe pavirkning airiktionsveerdierne som resultat af forandring i den
uafhaengige variable, og tilsvarende kommentar gaidden "stor” elasticitet. Der anvendes ofte
falgende sprogbrug:

En funktion f siges at veere:

« fuldsteendig elastisk i X, N&E; (x)| = c

- elastiskix, nafE; (x)| >1

* neutral-elastisk i x, ndrE; (x)| = 1

« uelastisk i x, nafE; (x)| <1

- fuldsteendig uelastisk i x, ndrE; (x)| = 0.
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Opgavesamling — teoretiske opgaver.

Kapitel 1.

1.1 Bestem foglgende tal: lg6) , 10g(1024) og logy(0,00001)
1.2 Bestem veerdien af a i hver af fglgende lignindeg.5 =1, log27 =3, loga =2
1.3 Omskriv fglgende udtryk, hvor a og b er givne tal:

log,@ ®) , log,@ °) , log, (3Ab) , log, (3Ab)

1.4 Bestem In til hvert af falgende tale? , €*, Je, e, 2, £3e, (Ve)®
€

1.5 Reducér fglgende udtryk mest muligt:
2In(e’) +In(e®) b) In(48x) —In(3x?)
In%/e)-In(e?) In(256) + 2In(x %)

|og( b\/aaj |og{ bb_GaJ - 11[]]09(\/6)
loglvb-a)

1.7 Tegnisamme koordinatsystem graferne for funidiog: logs og log 1

1.6 Reducer fglgende udtryk mest muligt:

1.8 Bestem fglgende tal med fire betydende cifre.a.lgn regnemaskine:

52 ’ \/Efz 05796 2 (|n3)ln3 et (%)% ’ (\/5)8,61’ 1122

1.9 Lgs fglgende ligninger:

a) €=4 b) 3= 10 c) é=e” d) 4 =52
e) =% fy 5= 8 g) 3= 672 h)y 4= 9
1.10 Lgs fglgende ligninger:
a) Z*-62+5 =0 b) < :’2:3—%@
c) 2&‘—6e -1 =0 d)e™>-22= 0
1.11 Las felgende ligningssystemer med 2 ubekendte:
a) =9 og 3 =52 by 3 =8' og 4=¢
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1.12 Lgs falgende ligninger:
a) logx= 2,3 b) Inx + logx = 8 c) log;x=-14
d) log,(x+4)=2 e)log,(x)+4=2 f) In® + 2Inx =5
g) 3log,(x®)-2l0g,(x®) = 9 h) logWx)+log(x?) =02 i) In@x)+In®&/x) =1

1.13 Las ligningerne:
In(x?) +2

a) (Inxf+4lnx-5 =0 b)
In x

=1+In(x>)

1.14 Bestem tallet a, sé ligningef:a* —16a™ =3 har lgsningen In2.

1.15 Det kan bevises, at(Ll+%)" ~ e* for n - .

Efterprav denne formel ved pa regnemaskinen aebese veerdierne af* eg af (L+%)" for:

a) x=2, og n=5, n=50, n=5000, n#$.500
b) x=5, og n=5, n=50, n=5000, nHH00

1.16 a) Om en eksponentialfunktion f er givet, at dgraf gar igennem punktet: (%9).

Bestem den eksakte veerdi af f(12) og af f(18)
b) Om en eksponentialfunktion g er givet, at g(2,41,6435.
Bestem veerdierne: g(7) og g(11).

1.17 Lgs falgende ligninger:
2124"

a) 123* =84 b) 0,63,8 =-1,78 c) 20A00° = 4 d)-——="_ =30
13,608
1.18 Lgs falgende uligheder:
a) Inx < 1,92 b) Be> 11 c) In@+Inx > 5
d) €—4&+3 <0 e) 3* +3% < 10 f) log,(v/x) +log,(x) > 10

1.19 Bestem funktionsforskrifterne for de eksponentigekstfunktioner f, g og h, hvorom det
geelder, at:
a) f(20) =12 og f(34,6) = 100
b) g(-34) =809 og g(11) =19,6
c) h(1,23) =0,0078 og h(82,3) = 0,019
Beregn funktionsveerdien af tallet 100 for alleftrektioner.

1.20 En funktion er givet ved: g(x) =&, hvor a, i R:
a) Beregn a og b, idet vi ved, at g(2,8) =9 gi¢,2) = 3
b) Las ligningen: g(x) =5,63
c) Beregn den relative funktionstilvaekst svaretilden tilvaekst pa 4,1 i den uafheengige
variable.
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1.21 Bestem den relative funktionstilveekst svarendddii absolutte tilveekst h = 1,3 for hver af de
folgende eksponentielle veekstfunktioner:
a) f(x) = 561,82 b) f(x) = 10,9,88 c) f(x) = 23@,1
d) f(x) = 400,65 e) f(x) = 0,78,3 f) f(x) = 18& %%
Lgs samme opgave, idet den absolutte tilveekst hu=er 0,6

1.22 a) Bestem fremskrivningsfaktoren svarende til tkggen 5 for hver af funktionerne i opgave 1.21.
b) Bestem vaekstraten for hver af funktionerne iamegl.21.

1.23 Om en stagrrelse Q vides, at den aftager med 8 ®&nped, samt at Q(4) = 2300.
Bestem en forskrift for Q, og beregn Q(13).

1.24 Skitsér graferne for funktionerne: f(x) =B2°°* og g(x) = 3&°3"
Find tallene b og c som opfylder, at: f(x) =®20g g(x) = 34"
Bestem halveringskonstanten for f og fordoblingsitanten for g.
Las ligningen: f(x) = g(x).

1.25 Bestem halverings- eller fordoblingskonstanteoredlgende funktioner:
a) f(x) =2,253,87 b) f(x) = 508> c) f(x) = 0,390,84
5-x

d) f(x) = 271,68 e) f(x) = 4@ f) f(x)=0,67ZB &

1.26 Bestem forskrifterne for de eksponentielle veekdtfioner f, g, h og j, hvorom det geelder, at:
a) f(19) =0,8 og f har fordoblingskonstantén 1
b) g(-3) = 28 og g har halveringskonstanten 11,6
c) h(1000) = 23568 og h har fordoblingskonstadtés
d) j(50) = 50 og j har halveringskonstanten 0,9.
Beregn funktionsveerdien af tallet —20 for hver affide funktioner.

1.27 Fordoblingskonstanten for en eksponentielt vokedundktion g er lig med 5,5 og g(2,8) = 11
a) Find en funktionsforskrift for g
b) Las ligningen: g(x) =3
c) Las uligheden g(g 20
d) Hvor stor en tilveekst skal den uafhaengige wégihave for at give funktionen en relativ
tilvaekst pa 80 % ?

1.280m funktionen f(x) = @" er givet, at f(-1,6) = 300, at f er aftagendansat halveringskon-
stanten er 9.
a) Findaogb.
b) Las uligheden: f(x) > 105
c) Beregn den relative funktionstilvaekst svaretilden tilvaekst pa 3,7 i den uafheengige
variable.
d) Beregn den tilveekst i den uafhaengige variatde giver en relativ tilvaekst pa —17 %.

1.29 Indtegn graferne for funktionerne eg 8" et enkeltlogaritmisk koordinatsystem og be-
stem deres fordoblingskonstanter v.hj.a. grafen.

Las v.hj.a. grafen ligningen:* e 8" . Lgs dernsest den samme ligning ved beregning.
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1.30 Indtegn graferne for falgende funktioner savelaleindeligt koordinatsystem som i et en-
keltlogaritmisk koordinatsystem (udveelg passendmaingder af definitionsmaengderne ved
tegningen af graferne):

a) f(x) = 122* b) g(x) = 31@,8 ) h(x) = 7@ d) jx)=2x+1

Bestem eventuelle halverings- eller fordoblingskanter.

1.31 Find en funktionsforskrift for hver af funktionerfy , f» , f3 0og f4 pa nedenstaende figur og
bestem (aflees og beregn) halverings- eller foragiskonstanter.

20018t | t<2

18006' , t>2

a) Tegn (et passende udsnit af ) grafen for renkeltlogaritmisk koordinatsystem.
b) Las ligningen: h(t) =2

c) Bestem Vm(h).

1.32 Funktionen h er givet ved: h(t) {

1.33 Lgs falgende ligninger:
a) x'® =5 b) 288*° = 211 c) @° =g %  d) ®*®+5 ="

1.34 Lgs folgende uligheder:

1

a) ¥%< 20 b) 1®“°> 86,9 C)4[Xx 3+9 < 176

1.35 a) Bestem forskrifterne for potensfunktionerngf,og h som opfylder:
f(1,4) = 2,8379, g(5)=0,61703 ob(6,1) = 2,95936
b) Tegn graferne for de tre funktioner.
c) Bestem en forskrift for de omvendte funktiotief, g og h.
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Tegn graferne for funktionerne p(t) = ®f og q(t) = 5@8*i samme koordinatsystem.
Las savel grafisk som ved beregning ligningen) p@(t).

Bestem forskrifterne for de potentielle veekstfumker: f, g og h, hvorom det geelder, at:
a) f(6,2) =12 og f(24,6) = 100

b) g(3,4) =809 og g(11) =19,6

c) h(1,23) =0,0078 og h(82,3) = 0,019

Beregn funktionsveerdien af tallet 100 for alleftrektioner.

Grafen for en potentiel vaekstfunktion gar igennemkperne: (3,17) og (11,4).
Bestem en forskrift for funktionen og tegn dend.gra

Om funktionen f(x) = R" er givet, at f(3) = 8 og f(10) = 200

a) Bestem veerdierne af k og r.

b) Las uligheden: f(x) > 100

c) Beregn den procentuelle tilvaekst for funkticasslierne, nar den uafhaengige variable
forgges med 12 %.

Om en potentiel vaekstfunktion g geelder, at g(2608%000, samt at en forggelse af den uaf-

heengige variable pa 10 % giver en forggelse aftfongveerdien med 8 %

a) Bestem en funktionsforskrift for g

b) Hvor mange gange starre bliver funktionsveerdieis den uafhaengige variable bliver 3,5
gange stgrre ?

c) Udregn den procentuelle forandring af funktigesdien, nar den uafhaengige variable
formindskes med 20 %.

d) Hvilken procentuel tilveekst i den uafhaengiggalae giver en procentuel forggelse pa
18 % i funktionsveerdierne.

Om en potentiel veekstfunktion h geelder, at h(E0BDP00, samt at en forggelse af den uaf-

heengige variable pa 18 % giver en formindskeldardftionsveerdien med 12 %

a) Bestem en funktionsforskrift for h

b) Bestem fremskrivningsfaktoren for funktionsvaende, nar den uafhaengige variable
bliver 5 gange starre ?

c) Udregn den procentuelle forandring af funktigesdien, nar den uafhaengige variable
formindskes med 10 %.

d) Hvilken procentuel tilveekst i den uafhaengigaalde giver en procentuel formindskelse
pa 71 % i funktionsveerdierne.

Tegn grafen for hver af de fglgende funktionetr dobbeltlogaritmisk koordinatsystem:

a) f(x)= 2@ *° b) g(x) = 2x c) h(x) =&° d) jx) = 1,28

1.43Tegn graferne for de fglgende tre funktioner iletiadeligt koordinatsystem, derefter i et en-

keltlogaritmisk koordinatsystem og endelig i et beltlogaritmisk koordinatsystem.
(Brug i hver situation en passende delmaengde afiti@hsmaengden). Kommentér resultatet:

a) f(x) = 0,5x +40 b(x) = 400,5° c) h(x) = 465

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritreksponential- og potensfunktioner — og materkatisodeller”



- 195 -

1.44 Angiv en funktionsforskrift for hver af funktioneef; , f, og f; pa nedenstaende figur.
Bestem for hver af funktionerne, hvilken relativaekst i funktionsveerdierne der svarer til en
relativ tilveekst pa 25 % i den uafhaengige variable.

1.45 Fglgende malte data skal undersgges med henbiikqgstille en lineaer, en eksponentiel
eller en potentiel veekstfunktion som model for data

t 6 7 8 9 10| 11| 12| 13] 14  1-
b | 29,4] 30,1] 30,9 31,7 325 333 341 348 356,43

a) Tegn grafen for funktionen b i et almindeligtt enkeltlogaritmisk og i et dobbeltloga-
ritmisk koordinatsystem. Hvilken af de tre detier passer bedst ?

b) Anvend regression pa grafregneren til at viedivilken af de tre modeller, der passer
bedst. (OBS: Linecer regression med henbliitpi#passe givne data til en linezer funk-
tion foregar pa helt samme made som ekspari@tipotentiel regression. Den eneste
forskel er, at i stedet for ExpReg eller PogRavendes: LinReg).

1.46 Samme spgrgsmal som i opgave 1.45 pa falgende data
t 10 20 30 40 50 60 70 8ad a(
s(t) | 1,20 1,45 1,70 2,08 250 3,00 3,60 435 5,20

Kapitel 3.

3.1 Find f'(x) for hver af funktionerne:
a) f(x) = In(Wx X +1) b) f(x) = In(2X + x + 9)
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Bestem f(x) for hver af fglgende funktioner:

a) f(x) = In(5x - 1) b) f(x) = In(xp c) f(x) = (In(2xH

d) f(x) = (InGA))* e) f(x) :In(i—ii) f) f(x) =In(In(Vx + 2))
g) f(x) = log(X) h) f(x) = log(X + 4) i) f(x) =(logx)?

Bestem et funktionsudtryk for den afledede furnktit(x) for hver af falgende funktioner:

a) f(x) = log(8x) b) f(x) = (log(2x))* c) f(x) = logd3x")

4
d) f(x) = log,(IN(W2x+3))  e) f(x) = log(logs(5x + 1)) ) f(x) = [Ing(szHB

Lad funktionen f veere givet ved: f(x) gl + x

a) Hvad er Dm(f) ?

b) Angiv ligningen for tangenten til grafen for punktet (3, (3))
c) Bestem monotoniforholdene for f.

d) Bestem{f (x) ‘ L <x sl}

E_

Bestem monotoniforhold og veerdimeengde for hveuaktionerne:
a) f(x) = 5Inx-x , XD[1;8] b) g(x):ln—X , xD[l;S]
X

Bestem definitions- og vaerdimaengde for funktionb(x) = In(4 — %)

Bestem differentialkvotienterne af fglgende fumker:
2 -3
a) e [(3)" b) v2* +x c)4* -3 +7 d)4™>
X
e) 2x+|nx f) 5\/ 2x%+4 g) (XZ + 5) @XZ—S h) e -
e* +e*

Bestem den eksakte veerdi af differentialkvotienterr 2 for hver af de otte funktioner.

Angiv monotoniforhold og veerdimeaengde for funktione
f(x)= &—-4&+3 , xJ[0,5; 7

Bestem ligningen for tangenten til grafen for f+ .

Skitsér grafen for f.

Bestem monotoniforhold og veerdimeengde for hvéusiftionerne:
a) gx)= B , -lkkx<1
1
b) h(x)= x[& 2 , —2<x<5
c) f(x) = x[@&*, 1<x<6
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3.10 Bestem f(x) i hvert af fglgende tilfeelde:

X

a) f(x)=e3 b) f(x) =37 c) f(x) = €*)?
d) f) = 3 —/4% e) fx)= In(E*2+2) 1) f(x)= e On(2x + 4)
g) f(x)= In(e* +x?) h) f(x) = | 3 < ) f(x) = X2
3
. s = 10
j) fx)= x* @ k) f(x) = e5 ) f(x) = P

3.11 Bestem f(5) — med 4 betydende cifre — for hver af funktioreei opgave 3.10

—X
3.12 En funktion f er givet ved: f(x) S

a+ble™
hvor a og b er givne positive tal.

Vis, at det for alle X0 R geelder, at:f'(x) = —ae* [{f (x))?

, XOR

3.13 a) Om en differentiabel funktiap(q) geelder, aty’(q) = 0,3W(q) og Y(28) = 6000
Bestem en funktionsforskrift fqr
b) Grafen for funktionei gar igennem punktet: (8, 70).
Desuden vides, at der for allg]jt0; 10Q geelder, atA'(t) = — 0,26X(t).
Bestem en forskrift for funktionen

X-H

2
3.14 Betragt funktionen: g(x) %xp{—%( j } , hvoru ogo er givne konstanterg > 0.
Bevis, at g har maksimum i x&

3.15 Bestem f(x) for hver af fglgende funktioner:

a) f(x)= 20k % +3x*® b) f(x) = V7 x"7 c) f(x) = X2, 7
08
Q) 100= (¢ +3)*° Q) 0= 2G> ) fx)= (V2x+D?"
4x™® +3
. 5 3
f(x) = x%° [Inx h) ) = 4x -Yx® ) fX)= —=———
9) f(x) ) f(x) ) f(x) T Ve
3.16 Angiv monotoniforhold og veerdimaengde for fglgefaektioner — og skitser deres grafer:
a) f(x) = X2 & , xD[%;4] b) g(x)=x®0Onx |, xD[%;%

| opgaverne 3.17 — 3.31 forudseaettes kendskab sibdunktionsbegrebet/integralregning.

3.17 Bestem en funktionsforskrift for funktionen h, ididt er givet, at:
h'(x)=e* -1 og h(0)=1
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3.18 Bestem den stamfunktion G til funktionen
a(x) :l—x , x>0
X

der har linien med ligningen y = 3 som tangent.

3.19 Udregn fglgende ubestemte integraler:

a) jsixdx b) j In(3x) dx c) j e*™dx d) j €)*dx
X n(x3 3 X-=5

e) [4*dx f) [e"Ddx 9) j;dx h)j —dx

i) j log, Gx)dx  j) j 2 3/x dx K) j e dx 1) j e2*3qx

m) [2Vx%dx n) [¥/x*dx
3.20 Bestem integralet:j @+be™)dx, hvora, b ogk er givne konstanter, k > 0.

Udregn integralet:ji(S— G M) dx

3.21 Udregn fglgende bestemte integraler:
11 3 t? +2 8
a) jl (25Inp -2 p)dp b) j c) L log, (x2)dx

25
d) jle yedy e) js 3qu ol b (258°° - 05%°)ds

3.22 Beregn veerdien af fglgende bestemte integraler:
a) jlz 52X+ gy b) j (—+—j X 0) jj 27 dx
2 2
d) L Gx*+1e* -7Inx)dx  e) jl (GR23* -3 >%)dx f) jo 2% [(2°)%dx

9) j: (4x726 +2x%7 —x1ydx  h) j15(|og4(§)+|ogg(§))dx ) jlz (x'2 —42 )dx

3.23 Betragt funktionen h(x) =@** , xO[0; §
Bestem arealet mellem grafen for h og farsteaksen.

3.24 Skitsér grafen for funktionen g(x) = G4°.
Bestem en ligning for tangenten til grafen forgunktet (1, g(1)).
Grafen for g, tangenten og linien med ligningen & afgreenser en punktmaengde.
Bestem arealet af denne punktmaengde.

3.25 Skitsér graferne for funktionerne f(x);i—'ex og h(x) = —%+ 6x i samme koordinatsystem.

Las ligningen: f(x) = h(x) v.hj.a. grafregneren.
Beregn arealet af maengden af punkter (x,y), somlagf f(x)<y < h(x)
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| opgaverne 3.26 — 3.31 anvendes integration velssitution og/eller delvis integration.

3.26 Udregn fglgende ubestemte integraler:

1 I(\/_) |
a)j Inxdx b) jZ+x I k dx d) I nX4
IMX f) j&dn@X2+Ddx g)j5x—4dx h)j—Iﬂnﬂzdx
i) Ixslnxdx i) J-x i(;x1+2 K) J‘|095X(3X)dx ) .[Inx

m) j(ln X) 2 dx n) jx On(2x - 1) dx

3.27 Udregn fglgende ubestemte integraler

a) jx[Q*dx b)j (i/;dx
1

e) jxmxz+2dx f) J'x”(x21+8)2*7dx g)jsx On3* +3)dx  h) jx'z & dx

c)j%[?'”xdx d) Ixzexdx

3.28 Udregn fglgende bestemte integraler:

3 05v +1
a) jlt[nn(tz)dt b) jz " +4V+11

€) Iij(lnq)qu ) [(6*+2)nods  g) j_‘; @x+2)&*dx  h) jo

0 [ u? B du 0 [° 5+'”A

3m+2

3.29 Beregn veerdien af fglgende bestemte integraler:

1 x-3 5, 2 I , - )
a) [, g D [, x> dx ¢) | xinx)*dx d) [72x @ dx
f) v[13(X|FIX+X)dX g) j12XBE3X+2 dx ) .[7 — 6
2
i) LZ ox2 B dx ) LE’ log, (x)log; (x)dx k) L4 %5 [N X dx ) J’;Zlnx o dx
m) Iozxz 2%dx  n) Isze —In(lz(x)) dx 0) Ij%xln(x2 +1)dx s 1%

3.30 Bestem konstanten k, sq':6 kogs (4t+1)dt =1
331 Lad f(x) = | wdt. Lgs ligningen: f(x)=2, x>0

Resten af opgaverne til kapitel 3 handler om emifier afsnit 3.6: Beslaegtede funktioner.

3.32 Tegn graferne for funktionerne f, g og h givet ved:
f(x) = 18 -6, g(x)= 200+ 1287 og h(x)= 20 - 18°®*
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3.33 Tegn graferne for:  f(x) 23[(L-e %** x>0 og g(x)A8M{-e** )x=0

3.34 Om funktionen f er givet, at f er defineret ogwkauert i intervalle{0; 23Q , at f(50) = 1200
og at f'(x) = 27 — 0,1H(x) for alle x[1]0;23(J . Bestem en forskrift for f og tegn grafen.

3.35 Bestem forskrifter og tegn graferne for funktiamef og g, som opfylder:
a) f'(x) + 8f(x) =23 og grafen for f gar igennem pgtet (1,5)
b) 50004d'(x) — 300g(x) = 1400 og g(2)=6

3.36 Bestem en forskrift for den funktion f der opfyldat: ? =-20(x)+1 og f(3)=1.
X

3.37 Bestem en forskrift for den funktion h der opfyldat. h(x) —h(x) = 3 og %-2)=1

3.38 Om funktionen g geelder, at g(0) = 2000, at gamtinuert i [0; x| og differentiabel | 0; oo |,
samt at {{t) = 204000 — g(t)) for alle B1]0;cof .
Bestem en funktionsforskrift for g, og skitsér gmaf

3.39. Bestem en forskrift for funktioneth der opfylder: i—? = 206 - (1)) (t) , samt at gra-

fen fory gar igennem punktet (10, 0.5).

3.40. Om en funktion f geelder, at:'(k) = df(x) (500 — f(x)) for alle XJ R, samt at f(20) = 100 og
f'(20) = 4. Bestem veerdien af a, anfar en forskrift for tegn grafen for f.

3.41. Bestem en forskrift for den funktion g der opfyldigningen: ¢(t) = — 0,05g(8 + 100g(t),
og som gar igennem punktet (0,20).

3.42. Undersgg, om de fglgende data med rimelighedkahrives ved en logistisk veekstfunktion,
og bestem i bekraeftende fald en forskrift for denne

X| 5 10| 17| 30| 38] 44 53 61
y [ 123]160| 349|628 | 726| 760 | 771 | 796

3.43.Beregn fglgende integraler — og kontrollér resaha i b) og c) v.hj.a. grafregneren:

2000 200 50000 50 3000102
3] 1+ 0308209 o 2Lt 10+ 358 00042 ° ) o 34102
Kapitel 5.

5.1 Undersgg greenseforholdene for x gadende mod uermtphgr x gdende mod 0 fra hgjre for
hver af fglgende funktioner:
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a) f(x) = xlhx + x b) f(x) = ﬂ+'”—:‘ €) f(x) = +/x Onx +x~3 (3"
X X
3 2X 2 -X -1 X
d) f(x) = x"Inx+— e) f(x)= 8 —— f) fx)= x[&" +x " [&
X In x

5.2 Bestem definitionsmaengde og veerdimaengde for hvielgénde funktioner:
a) f(x) = x 3 @ b) g(x) = X (5" ¢) h(x) = x& *
5.3 Bestem definitionsmeaengde og veerdimaengde for Hvetgende funktioner:
a) f(x) = x2 & b) g(x) = x° [Inx 0) f(x) = 5&8*— 3

5.4 Som omtalt i teksten findes der tre slags asyreptofindrette, lodrette og skra.
Undersgg for hver af de fglgende funktioner, onmaleasymptote(r), og bestem i bekraeften-
de fald en ligning for hver af asymptoterne:

a) f(x) = log(x) b) f(x) = Xlbgs(x) c) f(x)= 10-2&

D ) = > e) f(x) = '”—X 0100 = ax +X
X+2 3x
lSELSX e e

9) fx)= ——— 15 h) f(x) = 3x+3+e> i) f(x) = =2

5.5 Funktionen f(x) = X er hverken en potensfunktion eller en ekspondatiktion. Men ved
hjeelp af omskrivningenx* = e*™* kan vi bestemme forskellige egenskaber ved f.

a) Bestem Dm(f) og et udtryk for ()

b) Bestem monotoniforhold og lokale ekstrema for f
c) Bestem veerdimaengden for f

d) Skitser grafen for f.

5.6 Udregn veerdien af hvert af fglgende uegentligegiatier:

o -5 o 6. 1 3Iogx
a) jz 5+ dx b) jB 2 X +F)dx )jm

2
d) jz 8147 dx e) js Bk 2 +23B7*)dx )J-gg O;it

5.7 Udregn veerdien af hvert af fglgende uegentligegiatier:

w 2+ 3InX ® 1 o
a = T dx b ——  dx c)| 5x[D3* dx
) J- x4 ) I3 x [{Inx)? )I4

_142
5.8 Bestem veerdien af konstanten k, sflg kde 2 di= 1

5.9 Lada veere en positiv konstant.

: . . % - 1
Vis ved anvendelse af delvis mtegratlon,.fag at @ “dt = =
a
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