Kap. 3: Logaritme-, eksponential- og potensfunktioer.
Differential- oq integralregning.

3.1. Differentiation af logaritmefunktioner.

Seetning 3.1.1.

1) Enhver logaritmefunktion er differentiabel

2) Den naturlige logaritmefunktion In opfyldedn’(x) = 1
X

3) En vilkarlig logaritmefunktion med grundtal ¢ opdr: log'(x) = Ii[-?:
nc x

Bevis: Pkt. 1) og 2) er bevist i Appendix 1 (seetning A.dgdsaetning A.1.2), hvortil interesserede
leesere henvises. Pkt. 3) fglger direkte af pkbg2$setning 1.1.9.»

DaIn(2) = 0,69315 og In(10) = 2,30259 ser vigizseetning 3.1.1 3), at
1 B1_ _ 144270
0,69315 x X

log'(x) =
og

1 [-l]i _ 043429

log'(x) =
gx) 2,30259 x X

| forbindelse med sammenseetning af funktioner ppendix 3) geelder der falgende saetning:

Seetning 3.1.2.

Hvis g er en positiv, differentiabel funktion, sark f(x) = In(g(x)) defineres, og

o0 = 90
% =40

Bevis: Da Dm(In) = R og da g(x) > 0 for alle Xl Dm(g) , s& kan In(g(x)) defineres. Ifglge reglen
for differentiation af sammensatte funktioner (Apgix 3, seetning A.3.10) geelder der, at:

100 = IN(g0)) g0 = ——g(x) = L&
9(x) a(x)

Hermed er seetningen bevist.

Eksempel 3.1.3.
Hvis f(x) = In(¢ +x°), sder f(x) =

(x> +x3)" _ 2x+3x® _ 2+3x
X2 +x3 X2 +x3 X + %2
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3.2. Differentiation af eksponentialfunktioner.

Seetning 3.2.1.

Funktionerne &, & og &* er differentiable, og der geelder fglgende regler:

1) (&) = & 2) @) = Inagd 3) (&) = ke~

Beuvis:

Ad 1): Ifalge definition 1.2.2 (og indledningen til afsii3) er € den omvendte funktion til funk-
tionen In(x), dvs. &= In"(x).

Ifglge seetning 3.1.1 er In differentiabel, ofh = % # 0 for alle x{O Dm(In) (= R.). Heraf ser vi

ifalge Appendix 2, seetning A.2.15, dter differentiabel, og at

1 _ 1
In"(in*(x))  In'E€*)

— _eX

€) =) = :
e
idet vi lader f i seetning A.2.15 svare til In, iogt vi bytter rundt pa de variables navne (dealdé
kan som bekendt kaldes hvad vi har lyst til). Hadtreeregel 1 bevist.

Ad 2): Ifglge seetning 1.3.2 pkt. 2) har vi att a €™? hvoraf det ses, af ar sammensat af funk-
tionerne: f(x) = & og g(x) = Xha, idet der geelder:*& ™2 = f(xha) = f(g(x)) .

Da bade f og g er differentiable, et differentiabel. Og ifalge reglen for different@t af sam-
mensatte funktioner (Appendix 3, seetning A.3.18) a&

x

@ = (feX)y = f'ENE(X) = é¥ixlhay = e"*lha = Inad"

hvor vi har anvendt regel 1), samt at Ina er erstamt.
Ad 3): Da & er sammensat af eg af kx ses p& samme made som i beviset fo2pkat:

W= kx) = &

Hermed er seetningen bevist.

Eksempel 3.2.2.
Vi vil finde differentialkvotienterne af funktionpe:

a) f(x) = @ — 52" b) g(x) = c) h(x) =3**

Ad a): Ifglge seetning 3.2.1 2) og simple regler for difgiation far vi:
f'(x) = 2Ih44" — 5Ih22* = 2,7726" — 3,465T2

Ad b): Da g er sammensat af funktionerne? -eg & ser vi ifglge reglen for differentiation af
sammensatte funktioner samt seaetning 3.2.1 1), at:

gx) = eX =) = e* [2x) = 2%
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Ad c): Da h er sammensat af funktionerne: X/ og 3 ser vi pA samme made som i b), og ifal-
ge seetning 3.2.1 2), at

' — +/x 1
h(x) = In30B* EEH—] v
2%
Pvelse 3.2.3.
Bestem differentialkvotienten af fglgende funktiane
a) f(x) = 8xX8" b) g(x) = 3+x° c) h(x) = 3,6 v

Eksempel 3.2.4.

| seetning 1.3.2 6) blev det bevist, &eavoksende, hvis a > 1, og ates aftagende, hvis 0 < a < 1.
Dette kan vi nu ogsa bevise v.hj.a. differentiatieg:

Ifalge seetning 3.2.1 2) geelder, &Y(= Inad’. Da d > O for alle a1 R, og alle x0 R, bestemmes
fortegnet for (J' af starrelsen Ina. Og denne er netop positer ekégativ, afhaengig afom a > 1
eller 0 < a < 1. Heraf fglger resultatet, idet siem bekendt geelder, at

- en funktion er voksende i et interval (hég),Rvis dens differentialkvotient er positiv i intallet

- en funktion er aftagende i et interval, hvis ddiiferentialkvotient er negativ i intervalles.

3.3. Differentiation af eksponentielle vaekstfunktioer.

Da forskellen pa en eksponentialfunktion og en eksptiel vaekstfunktion er en positiv konstant,
ses direkte af seetning 3.2.1, at der geelder falyseetning:

Seetning 3.3.1.

De eksponentielle veekstfunktioner@b, b og W er differentiable, og der geelder fglgend
regler:

[}

1) (H&) = b 2) (H&) = bilha@* 3) (B8%) = bRE™
@velse 3.3.2.
Bestem differentialkvotienten for hver af fglgerfdektioner:
a) fy) = 21,6 b) g(x) = 0B~ >* c) h(p) = 48,3 v
@velse 3.3.3.

Bevis saetning 1.4.6 v.hj.a. differentialregning.

| forleengelse af seetning 3.3.1 og gvelse 3.3.2 bbkesgeat hvis f er en eksponentiel vaekstfunktion
givet pa formen: f(x) =B, sd er f(x) = bEE™ = Kif(x). Funktionen f opfylder alts&, at dens
differentialkvotient er lig med en konstant gangektionen selv. Dette geelder i gvrigt kun for
funktioner af typen B , idet der geelder fglgende szetning:
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Seetning 3.3.4.

Hvis en funktion f opfylder, at: '{x) = k(f(x) for alle x i et interval I, hvor k er en gim konstant,
s& findes der en anden konstant b, s& funktionsfien for f er givet ved: f(x) =b&* , x O 1.

Beuvis:
Vi laver et lille "trick” og betragter funktionenf(x)[@™* . Om denne funktion geelder:
(foe™) = FO) ™™ +f ()™ Ok) = kOB -kIx) @™ = 0

hvor vi har anvendt saetningen om differentiatioetgfrodukt samt forudsaetningenfx) = ki(x).
Hvis en funktions differentialkvotient er O foralk, s er funktionen konstant. Der findes altsd en

konstant b, s& f(&@ % = b for alle x. Ved at gange pa begge sideigakdstegnet med** far

vi, at: f(x) = b &, hvormed saetningen er bevist. (Detaljer vedrgrengatuelle intervalende-
punkter og hgijre- eller venstredifferentialkvotiemér udeladt af hensyn til overskuelighedewm).

Eksempel 3.3.5.
Hvis det om en funktion H(p) er givet, at'(p) = 0,3B(p) for alle p, samt at H(5) = 12000, sa fin-
des der ifglge seetning 3.3.4 en konstant b, s§ HPe**? . Konstanten b findes ved at benytte
oplysningen H(5) = 12000 pa falgende made:

H(5) = 12000 = b[@&%*® =12000 - b =985,02
Vi ser dermed i alt, at:

H(p) = 985,02°® | pOR
Det overlades som en gvelse til leeseren at tegriergfor H(p) i et almindeligt koordinatsystem

@velse 3.3.6.
Om en differentiabel funktion f oplyses, &t(x) = —%f(x) og f(3) = 100.

Bestem en funktionsforskrift for f.»

Betingelsen: f(x) = kif(x), som ogsa kan anfgres saledA§(x) = k{(x)[Ax , narAx = 0, siger, at
funktionens veeksthastighed er proportional medadkémelle funktionsveerdi. Og det er forbavsende
ofte, at denne betingelse (tilnsermelsesvist) kgassat veere opfyldt. Vi skal senere (i kapitel 4)
give eksempler herpa.

Eksempel 3.3.7.

| afsnit 1.4 blev det omtalt, at eksponentielle stlnktioner er de eneste funktioner, der har kon-
stante relative tilveekster svarende til bestemselaitte tilveekster i den uafhaengige variable, idet
der geelder fglgende saetning (seetning 1.4.11), sowoner i stand til at bevise:

Hvis det om en positiv, ikke-konstant, differengabunktion f defineret i et interval | geelder,fat

en vilkarligt valgt veerdi af tilvaeksten h er detatve funktionstilvaeksw konstant
X

(dvs. uafheengig af x), sa er f en eksponentiel tfeakaion.
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Beviset forlgber sdledes:

For en vilkarlig valgt veerdi af tilveeksten h er kea: Tx+h)=f(x) konstant, dvs. der findes en

f(x)
konstant (et tal) K séw =Ky, hvor indexet h pa K’et betyder, at K afhaengdn,af
X
men ikke af x.
Ved division med h finder vit & F N =T _ Ky og dermed: XN T 51 Ky
f(x) Ch h h f(x) h

Hvis vi lader h ga mod 0, vil venstre side af dettiéryk ga imodf '(x) Gf% idet f er differentia-
X

bel i x. Men s vil forholdet% ogséa have en graenseveerdi for h gaende mod O.

Daﬁ imidlertid er uafhaengig af x, ser vi, at der fisdm_konstark, sa: % - kforh - 0.

| alt far vi hermed, at:f '(x) Gf% = k, dvs. f(x) = k[F(x) .

Da dette geelder for allelX | far vi ifelge saetning 3.3.4, at der findes emd@ant b, s& f(x) = &

, x[O 1. Da f er forudsat positiv, ma der gaelde, at® hvormed vi ser, at f er en eksponentiel
vaekstfunktion — og det gnskede er bevist.

3.4. Differentiation af potensfunktioner og potentelle vaekstfunktioner.

Seetning 3.4.1.

En vilkarlig potensfunktion xog en vilkarlig potentiel veekstfunktionxb er differentiable, og
der geelder, at:
o)y = ™ og X = dmx™t

Bevis:

Ifalge seetning 1.6.2 har vi, at % e'™* Vi ser derfor, at xer sammensat af de to funktioner:
f(x) = € og g(x) = hx. Da begge disse funktioner er differentialide,vi ifalge Appendix 3,
saetning A.3.10, ather differentiabel, og at:

(Xl‘)r — (el'l]hX)r — el’l]hx [(rl:[hx)r — Xr D.G]_' — r|3(I'—1
X

hvormed det gnskede er vist om potensfunktionerdddepotentielle veekstfunktion blot er en kon-
stant gange en potensfunktion, fas det anskedeeonpatentielle vaekstfunktion umiddelbart.
Hermed er saetningen bevisty

@velse 3.4.2.
Bestem differentialkvotienten for hver af fglgerfdektioner:
a) f(x) = 12»*’ b) gx) = %° ) hx) =34+ x*" d) jx) =BV w
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Pvelse 3.4.3.
1
a) Visv.hj.a. omskrivningen:\/; =x2 x>0, at (&)’ -1
2%
; ¥x

b) Vis v.hj.a. omskrivningen: UYx =xn, x>0, at (Q/;)' =— v
nx

Eksempel 3.4.4.
Vi vil bestemme nulpunkter, monotoniforhold og vasrabngde for funktionen f givet ved:

fx) = @8- 4x'?, x0O[4:3

Idet x > 0 har vi:
fxX)=0 « x*%=4x*? < x'®=4 - 16hx=Ind4d - x:exr{lz—;j - x=2,378
Tallet 2,378 er séledes det eneste nulpunkt fog fi bemaerker, at 2,37[8[1;3]
Vi finder dernaest differentialkvotienten for f:
fr(x) = 2,82"°—41,2%°% = 2,8%"°— 4,837
Heraf ser vi, at:
f') =0 « 2,8"°=4,8%" « x°=42 <~ 16hx = In4,8-In2,8

s X=ex w = X=1,401
16

Vi bemeerker, at 1,400 [1;3]. For at bestemme fortegnsvariationen foridferegnes f i et punkt
X1 < 1,401 og i et punktye 1,401 (idet x0og % naturligvis begge tilhgrer intervallgﬁ]).

Vi kan f.eks. tage x= 1 og % = 2. Vi far her (kontrollér), at: '{1) = -2 og f(2) = 4,236.

Da f' er en kontinuert funktion, kan den ikke skiftetégmn i intervallet]i ;1401[, idet den da skul-

le have et nulpunkt i dette interval — og det vedvden ikke har (vi har jo fundet dens eneste nu
punkt, nemlig tallet 1,401). Dd r negativ i tallet 1 er den altsa negativ i hetervalletF ;1401[

Pa samme made ses, aef positiv i hele intervallet]l401;3[. Vi far hermed fglgende fortegns-
variation for f':

1,401 3

") — — — — 0+ + 4+ ++ ++

v

i
2
|
I

Vi ser saledes, at f er aftagenc{e%i;]AOl] og voksende [1401;3], og at der er minimum i 1,401.
Da f er kontinuert, finder vi herefter veerdimeaengéfterf ved at beregne funktionsvaerdiernif;,i
1,401 og 3. Vi far at:f (%) =-1,598, f(1,401)=-3,424 og f(3) =6,725.

Veerdimaengden for f er derfor givet ved: Vm(f)[E 3,424;6,725].

Det overlades som en gvelse til leeseren at skitggafen for f. v
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Pvelse 3.4.5.
Bevis seetning 1.6.4 pkt.2 v.hj.a. differentialriexgn v

Eksempel 3.4.6.

P& figur 1.6.1 ses graferne for potensfunktionem@:’, x*° og X®. Disse grafers forlgb kan
bl.a. beskrives pa falgende made:

x %" er aftagende, men haeldningskoefficienten for demgenter bliver starre og starre (de er ne-
gative men naermer sig nul), hvormed grafen "krumaopad” og flader mere og mere ud.

x*° er voksende, men haeldningskoefficienten for dengenter bliver mindre og mindre, hvormed
grafen "krummer nedad”.

x'®8 er voksende, og haeldningskoefficienten for dengeater bliver stgrre og sterre, hvormed
grafen "krummer opad”.

Dette er et udtryk for et generelt princip, ideskrévelsen for x° geelder for enhver potensfunkti-

on X, hvor r < 0, idet beskrivelsen fofxgeelder for enhver potensfunktioh,ivor 0 <r < 1, og
idet beskrivelsen for’® gaelder for enhver potensfunktioh,hvor r > 1.

Argumentationen for dette bygger pa, at heeldningBlaenten for tangenten er det samme som
differentialkvotienten, dvs . Og der gaelder (overvej !), at hvis r > 1, séuektionen &'
voksende, hvis 0 < r < 1, s& er funktion&fit aftagende, og hvis r < 0, s& er funktiongf tvok-
sende, hvormed det gnskede ses.

Eksempel 3.4.7.

| slutningen af afsnit 1.6 blev det omtalt, at poielle vaekstfunktioner er de eneste funktioner, de
har konstante relative tilveekster svarende tildrast relative tilveekster i den uafhaengige variable,
idet der geelder fglgende saetning (seetning 1.6sbw),vi nu er i stand til at bevise:

Hvis det om en positiv, ikke-konstant, differeneabunktion f defineret i Rgaelder, at for en vil-
karlig valgt veerdi r af den relative tilveekstdrduafhaengige variable x, er den relative funktions
f(x

[(1: (r))) 1) wonstant (dvs. uatheengig af x), s er f en poteveikstfunktion.
X

tilvaekst

Beviset forlgber sdledes:

Hvis vi kan bevise, at der findes en konstant gIrg#(x)))’ = aD1 for alle xO R., sa er vi feerdige.
X

For dette vil give os, at der findes en konstastg(In(f(x))) = @[Inx + q)', og dermed at:
(In(f(x)) — allnx =)' =0, hvoraf vi ser, at der findes en konstanidp, la(f(x)) —allnx—q = p.
Da Vm(In) = R og Dm(In) = Rfindes der herefter et positivt tal k, sa Ink = g, hvormed vi far:
In(f(x)) — alln x = Ink, og dermed: In(f(x)) =l&x + Ink = In(x®) +Ink = In(k x*%).

Da In er en injektiv funktion ser vi endelig, d(x) = kX% hvormed det gnskede er bevist.

(Bemeerk, at vi her benytter benaevnelsen a for elesgen, idet r er "optaget” til at beskrive den
relative tilveekst i x-veerdien).

Vi skal altsa bevise, at der findes en konstasfd)n(f(x))) = a[—l1 for alle x[J R,
X

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 101 -

Ifglge seetning 3.1.2 har vi, at (In(f(X)H % hvorfor vi skal bevise, at der findes en konstant
X

o /(X
f(x) X

S

F(xt@+r) -f(x)

Vi ved, at for enhver vaerdi af den relative tilvéaksr stagrrelsen ()
X

X, men naturligvis afhaengig af r. Der findes dedbtal K, som er uafhaengig af x, men afhaengig
fxtd+r)—f(x) _
= K.
f(x)
Lad nu xO R, veere vilkarlig valgt og herefter fastholdt, og sket Xo. Ved at gange x ind i paren-
Jx+h)-f(x) _

uafhaengig af

af r, som opfylder:

tesen (1+r) kan det ovenstaende udtryk hereftévesksaledes: 0 = K.
X
Ved division med h pa begge sider af lighedstetfreti: fx :(h; Ehf (X) h , hvilket kan om-
skrives til:
0 f(x+h)- f(x) B &E—l]—'

h f(x) rox
Da h = X1, (hvor x som omtalt er vilkarligt valgt, men faetdt), har vi, at: - 0 < h - 0.

Hvis vi lader r — og dermed h — ga mod 0, sa wistee side afl{) ga imodf'(x) E—If% ,idet f er
X
differentiabel i x. Men sa vil hgjre side a)(og dermed forholdet&, ogsa have en graensevaerdi
r

. K . . K, o
for r gdende mod 0. Da-" er uafhaengig af x findes derfor en konstant a;-$a - a for r— 0.
r

p
| alt ser vi dermed, at venstre side &) gar mod——= f(( )) og hgjreside afl} gar |modaE-l1 begge

forr - 0. Disse to stagrrelser er dermed ens, %v(gs— = .
X X
Da dette geelder for et vilkarligt valgt x er deskede bevist. v

3.5. Integration af logaritme-, eksponential- og pensfunktioner.

Som bekendt siges en funktion F at veere stamfumkifien funktion f i et interval I, hvis det for
alle x| geelder, at ¥x) = f(x) (for et evt. venstre endepunkteld skal der geelde, at.fa) =
f(a) og for et evt. hgjre endepunkibl skal der geelde, at kb) = f(b)).

Hvis F er en stamfunktion til f i et interval |, s&river vi:

F(x) = j f (x)dx
0g vi siger, at F fremkommer ved af integrére
jf(x)dx, der altsa er en funktion (stamfunktionfljlkaldes et ubestemt integrale.
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At en given funktion F er en stamfunktion til f keantrolleres ved at undersgge, oheH.

Ved det bestemte integrale af f fra a tihlvor [ a; i O Dmf, forstar vi tallet F(b) — F(a) , og det
skrives saledes:

[Zf00dx = [ s = Fio) - Fa)

Hvis f er en ikke-negativ funktion, q’r:f (x)dx lig med arealet under grafen for f imellertidae a

og b, og hvis f antager bade positive og negatseedier, sa ej':f (x)dx lig med arealet under gra-

fen for f, men over 1.aksen, minasealet under 1. aksen, men over grafen — imebdlene a og b.

| forbindelse med logaritme-, eksponential- og pstenktioner geelder der falgende saetning vedrg-
rende stamfunktioner. | seetningen indgar en vilgd&bnstant ¢, som kan laegges til enhver af stam-
funktionerne, idet denne forsvinder ved differetmdia. En stamfunktion til en given funktion er

altsa ikke helt entydig fastlagt. Veerdien af konsta kan i en konkret situation fastleegges ud fra
kendskab til en funktionsveerdi for stamfunktionse ¢ksempel 3.5.2 og gvelse 3.5.3).

Seetning 3.5.1.

| de fglgende regneregler er c en vilkarlig konstan
1) J%dx = In|x| +c
2) jlnxdx =xOnx-x+c

3) jexdx = e +c

4) [edx = t&" +c (k 0)
X 1 X
5) [a*dx = —[*+c (a>0,a1)
Ina
r 1 r+l
6) jx dx = X'~ +c (£ -1)
r+1
Bevis:

For at bevise saetningen, skal vi altsa i hvegelitfe kontrollere, at nar vi differentierer hgjresid
(dvs. udtrykket for stamfunktionen), sa giver detKtionen inde i integraltegnet (dvs. funktionen
som integreres). (Jfr. den farste linie pa dende)si

Da en konstant lagt til en funktion forsvinder \differentiation, (idet den giver 0), og da en kon-
stant ganget pa en funktion blot bliver staendediffdrentiation, fremkommer regel 3), 4), 5) og
6) direkte ud fra seetning 3.2.1 og 3.4.1. (DetaBeavverlades til laeseren).

Tilbage er regel 1) og 2). Vi starter med nr. 2):
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Ad 2): Ved anvendelse af seetning 3.1.1 og reglen féerdifitiation af et produkt far vi falgende:
(XOnx-x+c¢)' = 1nx + x[—l1 -1+0 = Inx +1-1 =1Inx
X

hvormed det gnskede er vist.
Ad 1):

Funktionen In|x| +c er en stamfunktion tif bade i R og i R.
For hvis x > 0, s& erlifx| +c)’ = (In)x|) = (Inx)' = 1
X
1 , 1 1
) = D = o
-X -X X
hvor vi i den sidste omskrivning har brugt dels|,>¢t: —x for negative X, dels regnereglen for

differentiation af en sammensat funktion.
Hermed er saetningen bevisy.

Og hvisx <0,sder Iffx +c) = (Inx|) = (In(-x))" =

Bemeerk, at regnereglqrb 0 (x)dx = b[jf(x)dx for ubestemte integraler, hvor b er en konstant,

giver os, at seetning 3.5.1 ogsa kan bruges fihdefstamfunktioner til vilkarlige logaritmefunktio
ner (jfr. seetning 1.1.9), og til eksponentielle gknktioner og potentielle vaekstfunktioner.

Eksempel 3.5.2.
Vi vil finde den stamfunktion F til funktionen f(x 121,8°, hvis graf gar igennem punktet (2,200)

Vi har, at: F(x) = leDLSX dx = 12[-}% (18" + ¢, hvor konstanten ¢ endnu er ukendt. Den
n

fastlaegges ud fra kravet om, at F(2) = 200, hveirédr:
200 = 1201 (182 +c - c=13385
In18

Den sggte stamfunktion har altsa forskriften:

F(x) = %ELBX +13385 = 20416018 +13385 ¥
n

@velse 3.5.3.
Bestem til hver af de fglgende funktioner en starkfion, hvis graf gar igennem punktet: (3,10)
a) f(x) =X b) fx)= & ¢) f(x) = &  d) f(x)=18+x° e) fx) =B

Eksempel 3.5.4.
Vi vil bestemme arealet A under grafen forJogtervallet fra 1 til 10 (jfr. figur 1.1.1).
Vi har:

A= [Plog,()dx = [ “Einxdx = L Snxdx L fxOnx -x -+

= (100n10-10+c- (@On1-1+c)) = 5 @00n10-9) = 20,235
Det sagte areal er altsa 20,235. Bemeerk, at veeafliconstanten c er uden betydning, idet ¢ for-
svinder i beregningen. Dette geelder i udregnindesthevert bestemt integraley
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| forbindelse med savel ubestemte som bestemtgraiés gaelder der nogle regneregler, bl.a.
[(F00 +g00)dx = [fegdx+[godx, [(F(x)-ge)dx = [f(x)dx~ [g(x)dx og

jk 0 (x)dx = kjf (x)dx, hvor f og g er to funktioner og k er en konstarg hvor reglerne her er
formuleret for ubestemte integraler. Tilsvarendgeegeelder for bestemte integraler.

| forbindelse med produkt af funktioner og sammémedanktioner geelder falgende regneregler:

Delvis (eller Partiel) Integration: jf(x)g(x)dx = F(x) [g(x) - I F(x) @' (x)dx (ubestemt)

b b b
[ fe0geax = [F(x)g(x)]a - [ Fog'(x)dx  (bestemt)

hvor F er en stamfunktion til f.

Denne metode kaldes delvis eller partiel integratidet vi ikke far udregnet integralet helt, mén f
det udtrykt ved et nyt integrale (som sa forhalgmett lettere at regne ud).

Integration ved substitution: I f(o(x)) ' (x)dx = FO(x)) , (ubestemt)

I:f(g(X)) [§'(x)dx = F(g(b)) - F(o@) (bestemt)
hvor F er en stamfunktion til f.

Denne metode kaldes integration ved substitutiet, iegnereglerne kan omskrives til:

j f(g(x)) ' (x)dx = j f(t)dt , hvort = g(x).
. 1@e ' dx = [ 2t

Vi har saledes substitueret (indsat, erstattetptedet for g(x), og dermed bliver dt $gdx (i
overensstemmelse med reglerne for differentialer).
| reglen for det bestemte integrale ses desudergrat gar fra a til b, s& gar t fra g(a) til g(b).

Eksempel 3.5.5.
a) Ved delvis integration ser vi, e){tzx2 Onx dx = [%x3 [n x]f —Lz ix*Hdx =

%Inz—o—jlzéx = 8In2- [1 3] = 2In2-7=107061
b) Ved substitutionen t=g(x) = 1 ¥>g dt = ¢x)dx = 2x dx , (og dermed: x ==t = 2 0g:
x:3:>t:10) servi at:

[P X Sdx=1["2dt = 4[Inf]¥ = L(n10-In2) = NS>~ 080472 v
1 1+x? 2

@velse 3.5.6.
Udregn falgende fire integraler:

a) [5x&dx  b) [xOn2x?+3dx  ©) jj5x[ede d) j:’x On(2x2 +3)dx v
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3.6. Beslaegtede funktioner.

Med "besleegtede funktioner” menes funktioner, skke idirekte er logaritmefunktioner, eksponen-
tielle veekstfunktioner eller potentielle veekstfuoker, men som i deres funktionsforskrift indehol-
der saddanne funktioner. Vi vil i dette afsnit kenp® 2-3 af de mest anvendte af den omtalte type.
Det bgr naevnes, at ogsa sandsynlighedsfordelinfperef normalfordelt stokastisk variabel:
_1(x—uj2
—_ 1 2\ o
f(X) = oion =)
ngdvendigvis ma omtales som "en meget anvendt ifumktmen den vil ikke blive behandlet yder-
ligere i det falgende. Der henvises i stedet fdvdgen: "Sandsynlighedsregning for Gymnasiet”.

Funktioner af typen: f(x) = p + g@"™

Vi vil fgrst se pa et par eksempler pa sadannetfonér og deres grafer:

Eksempel 3.6.1.

Vi vil betragte funktionerne f, g og h givet ved:

f(x) = 200 — 18@°* , g(x)= 100+ 7@ %™ og h(x)= 300 — 2®"'*

Det overlades til leeseren at argumentere for avbksende, og at g og h er aftagende (f.eks.av.h;j.
differentiation). Graferne for de tre funktionessaedenstaende koordinatsystem (figur 6.3.1):

300 4
250 +

200 - f

150 -

100 - g

50 - h

0 ‘ ‘ ‘ | \ * Fig.36.1
15 20 25

1554
a1
=Y
o

-50 -

Det fremgar maske allerede her af disse grafecishé og g), hvorfor funktioner af typen

f(x) = p + d&™ finder anvendelse ved faenomener, der indeholtenaetning eller en udligning.
(bemeerk, at: f(x)-» 200 for x — o, 0g g(X) - 100 for x — ). Dette omtales yderligere i
det falgende og specielt i kapitelw}.

@velse 3.6.2.
Tegn graferne for fglgende funktioner — og kommergsultaterne:
a) fi(x) =e %% b)f(x) =90 *** ) f(x) = — 9@k ** d)f(x) = 120 - 9qk "> v
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Til beskrivelse af feenomener, der vokser op fradiear0 og efterhdnden nar en maetning, kan man
undertiden bruge funktioner af typen: f(x)M [1-e ™ , hvor M og k er positive konstanter.

Pvelse 3.6.3.
Tegn graferne for funktionerne: f(x) 80(1l-e™%** ,x 20 og g(x) =100(1-e™®* ) x =0
i samme koordinatsystem (s@rg for mindst at haves® med pa figuren). Kommentér resultaset.

| lighed med saetning 3.3.4 kan vi fremseette ogdeefaglgende saetning:

Seetning 3.6.4.
Hvis en funktion f opfylder, at: '{x) = b — Ki(x) for alle x i et interval I, hvor k og b er gie kon-
stanter (k# 0), s& findes der en anden konstant ¢, sa furdttoskriften for f er givet ved:

f(x):E+cGe'k& , xOl

Bevis: Funktionen f opfylder "neesten” forudsaetningernestriing 3.3.4, hvis det ikke var for kon-
stanten b. Vi praver derfor i stedet for at seypéfionen: b — B(x). Om den geelder der:

(b — Ki(x))" = 0—Kil'(x) = —K{b — Kif(x)) , hvor vi har brugt forudseetningerne om f.

Det ses altsd, at funktionen b #X) opfylder betingelserne i seetning 3.3.4, hvedder findes en
konstant ¢, sa: b — H(x) = AT (konstanten kaldes og ikke c, idet vi om et gjeblik skal om-
skrive lidt p& udtrykket og dér indfare en ny kamtt som sa far navnet c. Bemeerk i gvrigt, at der
skal std —k og ikke bare k i udtrykket. Hvorfor ¥i omskriver nu:

b-KiX) = a@™ < Kix)= b-ge ™ < f(x) = E{%j ek

-C . o
BrzkenTl er en konstant, som vi kalder c. Hermed er saetnihgvist. v

@velse 3.6.5.

a) Om funktionen f er givet, at f er defineret og kaoert i intervallef0; 3qQ , at f(10) = 200 og at
f'(x) = 30 — 0,#(x) for alle x[1]0;3( . Bestem en forskrift for f og tegn grafen.

b) Om funktionen g er givet, at g er defineret og kaumert i intervallef{0; 25 , at g(20) = 30 og at
g'(x) =-12 + 0,8(x) for alle x(J]0;25 . Bestem en forskrift for g og tegn grafen.
(Vejledning: Bemaerk, at —12 + 0g@x) = -12 — (—0,3§(x) ). ¥

Seetning 3.6.4 kan i specielle tilfaelde med fordeiuleres saledes:

Seetning 3.6.6.
Lad f veere en funktion, som er kontinuert i é¢imal | og differentiabel i det tilsvarende dbne

interval b, hvor det om | geelder, at[DI. Hvis funktionen f opfylder, at: '{x) = — K{f(x) — K)

for alle xO I, , hvor k og K er givne konstanter £k0), sa er funktionsforskriften for f givet ved:
f(x) = K+ (f(0)-K) & **, xO

hvor f(0) er funktionsveerdien af fi 0.
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Bevis:
Forudseetningen’tx) = — K{f(x) — K) kan omskrives til: f(x) = KK — kif(x). Vi ser hermed, at f
opfylder forudseaetningerne i seetning 3.6.4, hvorkik= Ifglge seetning 3.6.4 findes derfor en kon-

stant ¢, sa: f(x) =l% +c@™® = K+ c@ ™. Ved at indszette x = 0 far vi: f(0) = K log

dermed at ¢ = f(0) — K. Hermed er saetningen bewist

Eksempel 3.6.7:
Om en funktion T geelder, at 'Tx) = —S(T(X) — Topy, X2 0, hvor s og J,: er givne konstanter
(for x = 0 er der tale omT", (0) ). Ifalge seetning 3.6.6 har funktionen T derfanktionsforskriften:

T(X) = Topt + (T(O) — -I:)pt)@_sx , Xx=20
Dvelse:Tegn grafen for T, hvis T(0) = 200,,,I= 70 0og s = 0,3. Kommentér resultaset.

Pvelse 3.6.8.

Funktionerne f, g og h er definerede og kontinuef@e o[ og differentiable jO; oof.

Bestem en forskrift for hver af dem, tegn deredegrag kommentér resultatet, idet de opfylder, at:
a) f(0) =500, f(x) = —0,12(f(x) — 200) for alle x >0

b) g(0) =500, gx)= —0,12y(x) — 600) for alle x >0

c) h(0) =500, Hx) = 0,12(h(x) — 600) for alle x > 0w

Til sidst skal det bemaerkes, at betingelsen i sagthi6.4: f(x) = b — Kf(x), (som ogsa kan anfga-
res sadledeif(x) = (b — Kf(x))[Ax , narAx = 0) siger, at funktionens vaeksthastighed er gieelt v
forskellenmellem en konstartdg en stgrrelse, der er proportional med den H&tfimktionsveerdi
Det er forbavsende ofte, at denne betingelse (tifredsesvist) kan siges at veere opfyldt, og vi skal
senere (i kapitel 4) give eksempler herpa.

Logqistisk veekst.

| forbindelse med eksponentielle veekstfunktionestearsom naevnt tale om en vaekstform, hvor
funktionens veeksthastighed er proportional medadkdmelle funktionsveerdi, idet der geelder:

f'(x) = kif(x) eller Af(x) = kf(x)[Ax , narAx = O (jfr. seetning 3.3.4 og kommentarerne hertil).
Undertiden er der for voksende funktioner tale abfunktionen hgjst kan antage en given veerdi
M, og at funktionens vaeksthastighed bade afheerigmaaktuelle funktionsveaerdi f(x) og af af-
standen mellem f(x) og M, saledes at veeksthastayhbtiver mindre, jo teettere f(x) kommer pa M.
Vi kan i denne sammenhaeng have en ligning af typéx) = kif(x) (M — f(x)), og der geelder her
falgende saetning:

Seetning 3.6.9.

Hvis en positiv funktion f opfylder, at: 'fx) = kif(x)[(M — f(x)) for alle x i et interval |, hvor k og
M er positive konstanter, og hvor M > f(x) foral, sa findes der en anden positiv konstant c, §
funktionsforskriften for f er givet ved:

f(X) = L—kM , xUl
1+cle ™

Qo
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Seetningen bevises ikke her. Interesserede leesavieség til bogen: "Differentialligninger og ma-
tematiske modeller”.

Eksempel 3.6.10.

Om en funktion f er givet, at'€x) = 0,00004(x) (500 — f(x)), at 0< f(x) <500 for alle X R, samt
at f(120) = 400. Ifglge seetning 3.6.9 findes depesitiv konstant ¢, sa:

500 _ 500

fx) = 1+ ¢ [@0.00004500% h 1+ c[@ 00
Konstanten c findes ud fra informationen: f(120)G9 pa falgende made:
400 =— 2% o 1+ce2 =2 o c= 12 o c= 2755794
. . . 500
Funktion f har altsa forskriften: f(x) = xOR

1+ 2,7558& 00%
@velse: Tegn grafen for f(x) og kommentér dens udseemde.

Funktioner af den type, der omtales i saetning 3k&aRles logistiske veekstfunktioneqg starrelsen

M kaldes ofte for meetningsveerdietier baerekapacitete&n logistisk veekstmodel benyttes i sam-

menhaenge, hvor der "i begyndelsen” kan forega lkativefri (uhindret, uhaemmet) vaekst, men

hvor der efterhanden forekommer en slags "meetnidgt.kan f.eks. veere tale om

» alkoholprocenten i en vin under gaeringen som fomkéf tiden

» graden af solbreendthed som funktion af den tilleréigti solen

» det ugentlige salgstal af en ny ikke-saesonpraegetsaan funktion af tiden efter introduktionen
pa markedet. (Der er tale om en forgaengelig forbraetype som f.eks. en bestemt slags mad-
varer. Det forudseettes, at varen er et kvalitethyky der er i stand til at bevare en bestemt
markedsandel, samt at der er tale om en nogenkomdgant reklameindsats).

« starrelsen af en population i et givet miljg somkfion af tiden, nar der ikke er ubegraensede
ressourcer (plads, naering, mv.).

» indleeringsgraden (dvs. den brgkdel, der er indddegh given vidensmaengde (f.eks. indholdet i
en given matematikbog)) som funktion af den tid, eleanvendt pa at studere stoffet

« udbredelsen, dvs. den samlede bestand pa markéeetny vare (en sakaldt "varig forbrugs-
gode”, f.eks. DVD-maskiner, hardisk recordere, $eltler HD fladskaerms-TV) som funktion
af tiden efter introduktionen af varen pa markedet.

| kapitel 4 gives en mere indgadende omtale af neiggempler pa logistisk vaekst.

@velse 3.6.11.
Lad f veere en given logistisk veekstfunktion. Bemgtrykket: f'(x) = kf(x){(M — f(x)) =

kM [{(x) [él_fl(\/l_X)j til at argumentere for, at nar f(x) er meget mendnd M (dvs. "i begyndelsen”

af veeksten), sa er f naesten givet ved en ekspehgegkstfunktion, altsa en fri/luhaammet vaekst.

| forlaengelse af det ovenstaende skal omtalesragatlder falgende saetning om logistiske veekst-
funktioner. Beviset for og kommentarer til seetnmgeerlades til leeseren som en gvelse.
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Seetning 3.6.12.
Hvis f er den logistiske veekstfunktion fra seetn®n§.9, sa geelder der:

» Konstanten c givet ved: ¢ =M——1
f(0)

e fX) > M for X- o

« Grafen for f, der kaldes en logistisk kup¥er et udseende som vist pa falgende figur:

A
ME— - —— = — —

Figur 3.6.2

Forelagt et givet seet af registrerede dkatia det veere vanskeligt umiddelbart at afggrederkan
beskrives ved en logistisk vaekstfunktion. Der fsdegle relativt avancerede saetninger til Igsning
af dette problem. Vi vil imidlertid ikke komme naegna ind pa disse saetninger her (interesserede
leesere henvises til bogen: "Differentialligningey matematiske modeller”). Vi vil i stedet for om-
tale, hvordan grafregneren TI-83/84 kan brugesat tiijeelpe med problemstillingen.

Eksempel 3.6.13.
Vi vil prave at eftervise, at de falgende data mietklighed kan siges at ligge pa en logistisk kurve

20 30 50 60 70 100 110 115 125

X
f(x) 30800 | 37800 | 52200 | 59500] 65200 77800 80000 @11@B2700

og vi vil bestemme en funktionsforskrift for f.

Mange grafregnere (lommeregnere), bl.a. TI-83/8#&sghar en logistisk regressionsfunktion,
hvormed det bedste bud pa en logistisk veekstfunlgi@rende til givne data kan findes. Pa TI-83
geres fglgende: De registrerede veerdier leeggevedrandre regressionstyper (jfr. afsnit 1.8) ind i
listerne Ly og Ly, hvorefter der trykkeESTAT] [CALC] og B:Logistic veaelges. | displayet star nu
Logistic, og man kan hér tilfgje diverse paramdDa.der standard veelges &g Lp, hvis ikke andet

er anfgrt, kan man ngjes med at tilfgjg Nvis man vil gemme funktionsforskriften i %g bl.a.
herudfra vil se grafen i et almindeligt koordinatgm. Herefter tast¢§ENTER] og funktionsfor-
skriften vises i displayet, men desveerre uden karomskoefficienten r , og dermed uden en vurde-
ring af, hvor taet de malte data ligger pa en laglstaekstfunktion.

V.hj.a.[2nd [STAT PLOT] sat til "on” kan man imidlertid ved anvendelsd @GRAPH] og tilpas-

ning af vinduet se, hvordan punkterne ligger i €ien tilneermende graf og dermed fa en idé herom.

86902
1+ 3617000
Det overlades til lseseren at tegne savel de giun&tpr som grafen for f pa grafregnerem.

| det konkrete tilfaelde far vi funktionsforskrifteri(x) =
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Vi slutter behandlingen af logistisk vaekst medirdé en stamfunktion til veekstfunktionen:

Seetning 3.6.14.
Hvis f er en logistisk vaekstfunktion, sa er en dtarktion til f givet ved falgende formel:

M 1 kMx 1 —kMx
———dx = =0n(e +c) + = Mx+=Mh(1+cle +
jl+c®_kw . n( ) +q I ) +q

hvor ¢ R er en vilkarlig konstant.

Beuvis:

Indholdet i saetningen kan kontrolleres ved at difficiere funktionerne pa hgijre side af lighedsteg-
net og se, at det giver funktionen under integgaiés.

Et egentligt bevis for seetningen forlgber saledes:

J_ M@kMx i

Brgken inde i integraltegnet forleenges nest> . vi far: IL_kdex = i
l+cle e +c

| dette sidste integral anvender vi substitutiones:e™* + ¢ og dt= kM&™M* dx , hvormed det
kMx
(&

) o M
kan omskrives saledesj' i
e

1,1 1 o
dx = —=|=dt = =0n|t| + g, hvor g er en vilkarlig konstant .
g O e = L 0 org e en vkt

Hvis vi i dette udtryk indseetter, at teEMX 4+ ag husker, at badeMx 0g C er positive starrelser,
sa fas den farste del af formelen.
Det andet udtryk for stamfunktionen fas ved at katese, at"™™ + o= e™* [{1+c&™*™*) og

derefter anvende regneregler for In og for almiigdiedduktion. Detaljerne overlades til leeseren.
Hermed er saetningen bevist.

Det er en smagssag, om man vil anvende det fdlstalet andet udtryk for stamfunktionen, men i
en given anvendelse kan det afhaenge af bl.a.itaditindenfor faget, hvilket af de to udtryk man
veelger.
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Kap. 4: Eksempler pa modeller —
med anvendelse af differential- eller integralregmg.

4.1. Fysiske emner.

Radioaktivitet og straling:

Modelbeskrivelse:

| det felgende regnes der pa deterministiske (dvadbestemmelige, eksakte) modeller. | virkelighedr der ikke tale
om eksakte veerdier, men om statistiske udsvingg.det radioaktive henfalds og absorptionensssisie natur (der
er en vis sandsynlighddr henfald hhv. for absorption). Det vi omtalerIsvarer i virkeligheden til middelvaerdien af
de stokastiske variable involveret i problemstgkm.

Vi tillader os desuden at regne funktioner, demélgekun antager heltallige veerdier, som diffeiable eller kontinu-
erte funktioner, hvilket skyldes, at der er tale sfrstore tal, at én enhed ikke er nogen vaesdatiigdring, hvormed
der som model udmaerket kan bruges en kontinuektimi stedet for en diskret, heltallig funktioDenne problem-
stilling geelder i mange andre model-sammenhaengdengmtales igen under gkonomiske modeller séneksten).

Vedr. elementzere gvelser om radioaktivitet ogisigalSe gvelse 2.2.2, 2.2.3, 2.2.5 og 2.2.6.

Eksempel 4.1.1.

| eksempel 2.2.1 omtalte vi, at visse atomkerneidea egenskab, at de far eller siden "gar i styk-
ker” under udsendelse af radioaktiv straling (sastér af sma "partikler”), hvorefter den tilbage-
blevne del af kernen ordner sig i en ny slags asomg samt at vi i denne situation siger, at den
radioaktive kernéenfalder

Vi omtalte desuden, at den radioaktive straling keles med et Geiger-Mdiller-rar (en "Geigertael-
ler”), idet man malestralingens aktivite{dvs. antal registrerede partikler pr. sekund meee her-
om i gvelse 4.1.2)

For radioaktive atomkerner forholder det sig sédede uanset hvor lang tid en kerne har eksisteret,
sa vil der veere den samme sandsynlighed for, ackenenfalder i lgbet af det neeste sekund. (Man
sammenligner her ofte kernen med en terning: Udnagtmange gange man har kastet en terning
(svarende til: uanset hvor lang tid der er gaétyikder veere den samme sandsynlighed for at fa en
6’er i det naeste kast (hvor det at fa en 6’er suidreat kernen henfalder)).

Hvis vi til tiden t har et stort antal kerner Néf) et givet radioaktivt stof, som endnu ikke erflaén
det, sa vil antallet af kerner, der henfalder ilizif det naeste sekund, vaere proportional med N(t).
Hvis vi betragter et lilleidsrumAt (lille” i tht. den "hastighed”, hvormed kernerrenfalder), sa
vil antallet af kerner, der henfalder i Igbet astummetAt stort set vaere proportional mad
Zndringen ("tilveeksten”AN i antallet af radioaktive kerner i lgbet af dieltidsrumAt vil derfor
alt i alt tilneermelsesvist veere givet ved:

AN = — KIN(t) (At
hvor "cirka-lig-med-tegnet= mere og mere bliver til et lighedstegn, jo teetfsrer pa 0.
k er proportionalitetsfaktoren, som kaldes hentadastanterfor det givne radioaktive materiale.
(Mere preecist er k lig med sandsynligheden pretitied for at en given kerne henfalder — se ne-
denfor). Minusset foran k medtages, idet N blivéndre, dvs. ideAN er negativ, og idet vi gnsker
at k skal veere en positiv konstant. Ved divisiordefar vi differenskvotienten for N(t):
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AN k IN(t), og hvis vi ladeAt ga mod O far vi, at tegneterstattet af et lighedstegn, samtidig

At
medat differenskvotienten bliver til differentialkvienten.
Funktionen N(t), som beskriver antallet af ikke-fadaine kerner til tiden t, opfylder altsa ligningen
N°(t) = — KIN()
lfalge saetning 3.3.4 har vi derfor, at der findeskenstant K, s& N(t) = & .
Hvis antallet af kerner til tiden O (altsa nar mgkn begynder) kaldes,Nsa far vi:

No = N(0) = K& P = K, og dermed:

N{t)= N, @™  eller: N(t)= bexp(—kt)

Antallet af ikke-henfaldne kerner er eksponenaéihgende.

Som ved andre eksponentielt aftagende funktionewkéle om og regne med halveringskonstan-
ter. | dette tilfaelde er der — som ogsa omtaltsieskpel 2.2.1 — tale om halveringstiden(dvs. den
tid der gar inden halvdelen af de radioaktive keimet givne radioaktive materiale er henfaldet ),
og halveringstiden:Jog henfaldskonstanten k er knyttet sammen af falgdigninger:

Ty, = InTZ 0og :In2 .

Ya

Af udtrykket: AN = — kiB(t)[At far vi ved omskrivning, at% = k [At.
Idet -AN angiver antallet af kerner, der henfalder i |gdfedet lille tidsintervalAt, og idet N(t) an-

giver hvor mange kerner vi har ved starten af detwnterval, er brﬂken% det samme som

(den frekventielle) sandsynlighed for, at en kerh@enfalde i Igbet af tidsrumméit.
Da denne brgk er lig mediz ser vi (som omtalt ovenfor), at_henfaldskonstark er det samme
som sandsynligheden pr. tidsenhed for, at en dieeme henfalder.v

Pvelse 4.1.2.

| eksempel 4.1.1 omtalte vi, at antallet N(t) aficaktive kerner, som til tiden t er tilbage (dvs.
endnu ikke henfaldet) af et givet radioaktivt metier, kan beskrives ved funktionen N(t) =

N, e, hvor N, er antallet af ikke-henfaldne kerner til tidero@, hvor k er en for det pageelden-
de radioaktive materiale karakteristisk konstaenfaldskonstanten).

Dette fremkom, fordiAN = —kN(t)[At, narAt er lille. Nar radioaktiv straling registrereKs. af et
Geiger-Mdller-rar, s& maler vi ikki(t), men derimod de partikler, som udsenakde henfaldende
kerner (og vi registrerer endda kun en bestemtdwledd disse partikler, se figur 4.1.1).

st 1) 7NN Gg:ml\} |

Geiger-Miillerror

falsomt  forsyning ) ; T
omride  og teller Radloqktxvt\
materiale
a) b)

Fig. 4.1.1
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Ved at male (teelle) i relativt sma tidsintervaligy kan vi bestemme aktiviteteX(t) (dvs. henfalds-
hastigheden), som er lig med antal henfaldne kgmneidsenhed.
AN| _ -AN
a) Argumentér for, at A(t |— = —
) Arg (tF At At
b) Vis dernaest, at A(t) = fexp(—kt), hvor A= N,k er aktiviteten til tiden O.
Der geelder altsa:

At)= A K eller  A(t) = A@xp(—kt)
Aktiviteten fra et radioaktivt stof er eksponentigitagende
— med_sammeeerdi af konstanten k som ved kernernes henfald !

c) Argumentér for, at vi med opstillingen pa figur 4.1virkeligheden ikke maler A(t), men
en bestemt procentdel af A(t), som er fast sa laepgtllingen ikke aendres, og at vores ma-
letal derfor hele tiden er proportionale med A(t).

| nedenstaende tabel ses aktiviteten A(t) af ddivaktive straling fra et givet radioaktivt matéeia
som funktion af tiden t. t males i sekunder og) Aféiles i antal partikler pr. sekund.

t 0 15 30 45 60 75 90 109 120 135 150

A(t) | 300 270 253 232 210 20( 181 167 149 141 129

d) Indtegn disse veerdier i et semilogaritmisk koortigstem, og tegn den "bedste” rette linie
igennem disse punkter (dvs. tegn den rette limie Bedst tilnaermer alle punkterne).
At punkterne ikke ligger preecis pa en ret linieldkg statistiske "udsving” (statistiske fluk-
tuationer), som fremkommer p.gr.a. henfaldets kilighedsmeessige karaktér — eller mere
matematisk udtrykt: idet k star for sandsynlighegertidsenhed for henfald.

e) Find en funktionsforskrift for A(t) pa grundlag @én tegnede linie og/eller v.hj.a. en ekspo-
nentiel regression pa grafregneren eller i Excel.

f) Hvor stor er henfaldskonstanten (husk enheder) ?

g) Beregn pa baggrund heraf halveringstiden ®g sammenlign denne meg Bestemt v.hj.a.
grafen for A(t), (dvs. den tegnede liniey.

Eksempel 4.1.3.
| eksempel 2.2.4 omtalte vi absorption af stralimgy, den traenger ind igennem et stof/materiale.
(Der er tale om gammastraling, rantgenstraling e isekke sammenhaenge ogsa betastraling).

Stralingens intensitet et givet sted defineres aatallet af "partikler”, som pr. sekund passerer en
arealenhed (f.eks.1 @rplaceret vinkelret pa stralingsretningen det jégesle sted.

Stralingens intensitet i dybden x af materialeebaes med I(x). P& grund af absorption vil 1(x)
aftage efterhanden som stralingen treenger ind &arstoffet, dvs. efterhanden som x forgges.

Efter samme princip som anvendtes i eksempel $4 N(t) vil vi nu undersgge intensiteten 1(x).
Hvis intensiteten i dybden x er lig med I(x), shintensitetseendringehl i et smaltmaterialelag

Ax (se figur 4.1.2) tilneermelsesvist veere propodlaned I(x) og medx. (At materialelaget er
"smalt”, og atAx dermed er "lille”, skal ses i forhold til den "stighed” hvormed materialet absor-
berer stralingen pa sin vej ind igennem materialet)
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Vi har séledes, idef\l er negativ, atAl = —ul(x)[Ax, hvor proportionalitetsfaktorgm kaldes
absorptionskoefficientefor det pagaeldende materiale i relation til damgistralingp méales i nf.
Ved at dividere medx og anvende, aix er meget lille (dvs. ladax ga mod 0), far vi, at funktio-
nen I(x), der beskriver intensiteten af stralingdgbden x i et givet materiale, opfylder ligningen

I"(x) = —HIXx).

Som i eksempel 4.1.1 ser vi, at

I(x) = 1, & eller I(x)= bexp(—px)
Intensiteten af stralingen er eksponentielt aftdgen

hvor |, er stralingens intensitet ved overfladen af materi(dvs. § = 1(0) = intensiteten inden stra-
lingen begynder at treenge ind i materialet).

Vi ser desuden, at halveringstykkelsen(dvs. den tykkelse materialet skal have for abdtere
halvdelen af den pageeldende straling) er knyttensan med absorptionskoefficientgni falgen-
de ligninger:

In2 _In2

Xp,= — 09 M = .

Yo
Det bemaerkes, at absorptionskoefficienten (og detmaéseringstykkelsen) afheenger af absorpti-
onsmaterialet, af stralingstypen og af stralingsgiea. v

Eksempel 4.1.4.
a) | gvelse 4.1.2 sa vi, at aktiviteten fra en radinekilde (dvs. antal udstralede partikler pr. tids

enhed) er eksponentielt aftagende, idet der geelig): = A, @™, hvor k er henfaldskon-

stanten for det pageeldende stof. Daskb for t- o, idet k > 0, ser vi, at A(t)> O fort — co.
Aktiviteten af f.eks. radioaktivt affald fra et abdraftvaerk vil altsa efternanden forsvinde.
Problemet er bare, hvor lzenge dette varer (dvendvaktiviteten er pa et ufarligt niveau).

b) 1 eksempel 4.1.3 sa vi, at intensiteten | af raklivsstraling aftager eksponentielt, nar stralingen

passerer igennem et materiale, idet der geeldd(xpt |, [& ", hvorp er absorptionskoeffi-

cienten for det absorberende materiale i fht. denegstraling.

Vi ser derfor, at 1(x)-» 0 for X- oo,

Vi ser hermed, at det i punkt a) omtalte radioak&¥fald i princippet kan uskadeligggres ved at
indkapsle det i "uendeligt” tykke beholdere.

Da dette i praksis er umuligt, m& man veelge estititkkelig” tyk beholder (som sa forhabent-
lig kan holde i det antal ar, det tager inden mialets radioaktivitet er ufarlig)w

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 115 -

Temperatur-udligning.

Eksempel 4.1.5.

Hvis et givet legeme A har temperaturen T(t) tet t, og hvis dette legeme bringes i kontakt med
et "stort legeme” B med temperatureg, Ba vil A’s temperatur efterhanden indstille gigtempe-
raturen T. (Det "store legeme” er sa stort, at dets tempemiaktisk talt er konstant — dets tempe-
ratur er altsa i praksis upavirket af, at det adk@ller opvarmer A. Overvej dette !! Vi kan f.eks.
teenke pa en ovnplade med sméakager, som tagesied afirme ovn og anbringes pa kakkenbor-
det. Det "store legeme” er her kgkkenbordet, akluiog principielt alle gvrige objekter i lokalet).

Den temperaturtilvaek&T, som sker i lgbet af et lilledsrumAt, ma tilnaermelsesvist vaere propor-
tional med forskellen imellem temperaturerne T¢)Tg, og medAt selv. Vi har altsa, at

(O AT = —4&(T(t) — To)LAt

hvor a er en positiv konstant. (Det overladesatibéren at argumentere for, at minusset skal medta-
ges i udtrykket !). Konstanten a afhaenger atekke ting, bl.a. af A’s overfladeareal, af den ha-
stighed hvormed varmen i legemet B kan fagres aréller hen imod A, og af varmeledningsev-
nen af en eventuel greenseoverflade mellem A ogeBKtf.eks. pa forskellen i afkaling af te i en
tekande uden teheette, med tehaette og i en termekand

Udtrykket () kan, idetAt er lille, omskrives til:

T(t) = —alT(t) - To)

Dette udtryk kaldes Newton's afkglingsldgelvom den bade geelder for afkaling og opvarginin
under de beskrevne forudsaetninger om legeme Ae(fébgeme”) og B ("stort legeme”).

Ifalge seetning 3.6.6 ser vi, at hvis T(t) opfyltiewtons afkalingslov, sa geelder der:

Tt = (TO)- B +T,
Newtons afkglingslov for termisk kontakt
mellem et lille og et stort legeme.

hvor T(0) er begyndelsestemperaturen af legemeefli{tk legeme).v

@velse 4.1.6.

Antag at temperaturfunktionen T(t) opfylder Newt@fisglingslov (se eksempel 4.1.5).
a) Tegn grafen for T(t), hvis T(0) = 10C, T,=20°C og a= 0,03

b) Tegn grafen for T(t), hvis T(0) = €, T,=200°C og a= 0,1

Kommentér udseendet af graferme.

Pvelse 4.1.7.
Gor rede for, at temperaturfunktionen T(t) i eksehapl.5 opfylder det vi ma forvente, nemlig at:
T(t) - T, for t - o, og at vi dermed far temperaturudligning i moee#igningen.v
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Pvelse 4.1.8.

Familien von Hansen har en del flasker rgdvin Iigtgei deres vinkaelder, hvor der naesten konstant

aret rundt er 8C. Hr. von Hansen mener, at rgdvinen skal op p@mperatur af 17C, far vinen

ber drikkes, og at vinen straks efter at vaere héntakaelderen skal treekkes op, sa den kan sté og

ilte, medens den tempereres.

Hr. von Hansen, der er en meget omhyggelig vingastihar konstateret, at det tager 52 minutter

for vinen at n& op pa de 2€, nar den star til iltning i deres stue, hvor ee22°C.

a) Bestem konstanten a i Newtons afkglingslov for nesfiiasken.

b) Beregn den hastighed, hvormed temperaturen stigeispunktet 30 minutter efter ophentning
fra vinkeelderen.

En dag far Familien von Hansen besgg af deres vdmneg fru Schlechthausen, som helst vil have

vinen ved en temperatur pa 4.

c) Hvor lang tid far brug skal radvinen tages op akeelderen, hvis Schlechthausens gnske skal
imgdekommes ? v

Pvelse 4.1.9.

En norsk hytteudlejer har en sakaldt "hyttegrendtrfiere hytter i neerheden af hinanden. Hytterne
udlejes hele aret, og vi ser i denne opgave pa&stemt periode (vinterferien) i den kolde arstid.
Som en service overfor gaesterne har ejeren paditicsknade gjort klar til at modtage dem, bl.a.
ved at teende for varmen, sa der efQ3nde i hytterne.

Kort efter at geesterne er ankommet til hytterne diee en stramafbrydelse, idet en storm i bjergene
veelter en ustabil hgjspaendingsmast. Gaesterne fiteatat det desveerre vil tage et par dage at fa
genetableret stramforsyningen, og temperaturettetme begynder langsomt at aftage.

Familien Hansen har lejet den billige hytte "Istapfy hvor der kun er elvarme, men ingen braende-
ovn eller pejs. Vi regner med (jfr. det ovenstagneetemperaturen f(t) i huset til tiden t efter
stramafbrydelsen er givet ved udtrykket:

f(t) = —2 + 28 002
hvor t males i timer og f(t) malesSC.
a) Hvor lang tid gar der efter stramafbrydelsen intlamperaturen kommer under 43.
b) Med hvilken hastighed aendrer temperaturen sigri@rtefter stramafbrydelsen.

Familien Jensen har lejet den store hytte "Oaderdy der er en braendeovn i stuen, og hvor der er
rigeligt med braende i hyttens braendeskur. Ved radi¢sep i breendeovnen og konstant tilfare nyt
braende er de i stand til at opvarme starstepaftsiuen til en temperatur pa 10 og fastholde
denne, medens temperaturen i de tilstedende soyésiet og kekken falger funktionen:
g(t) =5 + 1887001,
c) Hvilken temperatur er der i soverummene, nar streamafter 42 timer kommer igen.
d) Forklar, hvorfor der i funktionsudtrykket (model)eior temperaturen i sovevaerelserne star 5 i
modseetning til —2 ovenfor, samt hvorfor konstanteksponentialfunktionen, dvs. 0,014, er
mindre end de 0,023 ovenfory

@velse 4.1.10.
En virksomhed har en ovn, som benyttes til haerdafrpgle materialer. Nar ovnen teendes, har
den temperaturen 2C, og den varmes efterhanden op til driftstempeeatd30°C.
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Temperaturen i ovnen kan beskrives ved en funkifdgpen: T(t) = b ~@ ¥  hvora, b og cer

positive konstanter, og hvor t er tiden der er gédn ovnen blev taendt. t males i minutter og T(t)

males i°C. Det oplyses, at temperaturen efter 8 minutt@56°C

a) Bestem konstanterne a, b og c.

b) Tegn grafen for T(t)

c) Ovnen kan tages i anvendelse, nar temperaturde\atg00°C. Beregn hvor lang tid der gar
inden ovnen er klar til brug.

Ved at anskaffe et nyt varmelegeme kan ovnens tepeforgges hurtigere fra 2G til 430°C.
(Det nye varmelegeme bevirker, at konstanten s&&dien: a = 0,51).

Ovnen er imidlertid konstrueret af nogle materiattar hgjst kan tale en temperaturforggelsesha-
stighed pa 156C pr. minut.

d) Undersgg, om det er muligt at anvende det nye Magame i ovnen uden at gdeleegge ®en.

Pvelse 4.1.11.

Nar man skal lave fladeis ma nedfrysningen ikkedarfor hurtigt, idet isen ellers krystalliserer.
En fryser af maerket I.C.E. er pa tre forskelliggsitilinger A, B og C af reguleringsknappen blevet
testet med ti portioner & 1 liter — lavet efter saropskrift, og alle med starttemperatureQ0

Der fremkom fglgende resultater:

A: Efter 1,5 timer var temperaturen af isen 2CQog sluttemperaturen var —2@
B: Efter 1 time var temperaturen af isefQ) og og sluttemperaturen var <22
C: Efter 4 timer var temperaturen —XD), og sluttemperaturen var -8

Antag at temperaturen af fladeisen som funktiotidein opfylder Newtons afkglingslov.
a) Bestem en funktionsforskrift for isens temperaturtver af de tre indstillinger A, B og C.
Tegn grafen for hver af de tre funktioner i tidemviallet O — 8 timer.

Hvis fladeisen i over ¥ time bliver udsat for emlfigsningshastighed pa 26/time eller mere,
efter at selve indfrysningen er begyndt (hvilketrskmkring °C), sa vil isen krystallisere og vil
dermed veere ubrugelig (til at seelge mm.)

b) Undersgg om isen vil krystallisere ved nogen atreléndstillinger A, B og C.

Opgave for de fysikkyndige:

c) Hvorfor star der: "Antag at temperaturen af fladeisom funktion af tiden opfylder Newtons
afkglingslov” ? Ggr den da ikke det ?
Og hvis ikke: Spiller det nogen rolle for svaretq@gaven 2

Opladning oqg afladning af en kondensator.

Eksempel 4.1.12.

| kapitel 2 s& vi bl.a. pa et forsgg, hvor en karsdeor oplades og aflades igennem en stor mod-
stand (se side 75-76). Vi vil nu foretage teoratibkregninger pa disse forsgg/processer.

Farst skal vi imidlertid have lidt mere basal temri kondensatorer mm. pa plads.
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En kondensator kaldes ogsa en kapacitor. Den b&staantydet af to fra hinanden isolerede ledere
(i sin simpleste form af to parallelle metalpladegm kan oplades med modsatte elektriske ladnin-
ger Q og —Q, som tiltreekker hinanden uden at kdiytte hinanden. Der vil derfor veere en speaen-
dingsforskel U imellem de to ledere, og denne spagstbrskel er proportional med ladningen Q.

For en_giverkondensator/kapacitor findes altsa en konstararK spfylder, at: Q = KU,

Det ses, at jo stgrre veerdi K har, desto mere hagkan kondensatoren indeholde pr. volts spaen-
dingsforskel. K kaldes kondensatorens kapacijtagslen males i enheden F (farad). Da ladning
males i C (Coulomb) og speendingsforskel i V (Ve#j vi, at F = C/V.

Kondensatoren indseettes i et kredslgb med en spgskdde (stramforsyning) og en stor mod-
stand (se figur 2.3.3 b)). | startsituationen aridgen ladning pa kondensatoren, og den er altsa
elektrisk neutral. Men efterhanden som tiden gésnsmer der positiv ladning hen mod den leder i
kondensatoren, som er neermest pa spaendingskildsitiv pol (den lange), ligesom der stram-
mer positiv ladning veek fra den leder, der er nastrsigeendingskildens negative pol (den korte).
Dette skyldes, at spaendingskilden gerne vil havetrem til at ga i kredslgbet, og det er der egent-
lig ingen mulighed for, idet de to ledere i kond&tiesen er isolerede fra hinanden. Men netop fordi
disse ledere er i stand til at indeholde en dalilegl gar der en strem, medens opladningen star pa.
Spaendingskildens positive pol frastader positidgailager og forsgger at skubbe dem rundt i kreds-
lzbet, hvormed de havner pa kondensatorens ene(tietebliver kondensatorens positivt ladede
side), og spaendingskildens negative pol tiltreeklkasitive ladninger og fijerner dem dermed fra
kondensatorens anden leder (som bliver kondensestolegativt ladede side).

Denne proces gar efterhanden i sta, idet ladnipgekondensatoren — og dermed spaendingsforskel-
len over kondensatoren — gradvist opbygges. Naedsamme elektriske spaending pa kondensato-
rens positive leder som ved spaendingskildens pegiil, kan der ikke flyttes mere ladning, idet

der ikke leengere er en spaendingsforskel imellesedisog tilsvarende med de negative sider.

Dette kan ogsa indses pa falgende made: Det saspedrdingsfald over modstander)0g over
kondensatoren (U) er lig med speendingsstigningen speendingskildengdy), dvs. Uy,= Ur + U.

Heraf ses, at: k)= Us,— U. Ifalge Ohms lov (se eksempel 2.4.7 c)) geadider at & = R} hvor R

er modstandens stgrrelse (malt i Ol))(og | er stramstyrkens starrelse (malt i Ampéxp.(
Stramstyrken i en leder (en ledning) er defineoet slen ladningsmaengde, der pr. tidsenhed passe-
rer et tvaersnit af lederen. Hvis U g fr vi, at Lk= 0V, og dermed at stramstyrken | igennem
modstanden er | = 0 A. Dette er den laveste stigkesiman kan have — og den svarer til, at der

ikke transporteres nogen ladning. (Bemaerk, at sttgrken altsa ogsa aftager i lgbet af processen).
Den maksimale spaendingsforskel over en kondenisatoopladningsproces er altsa lig med spaen-
dingsforskellen over den speendingskilde, som bevwiopladningen, dvs. kdx= Usp.

Lad os nu prgve at regne pa problemstillingen:

Hvis der til tiden t i Igbet af et lillédsintervalAt flyttes ladninge\Q igennem modstanden og
over pa kondensatorens positive plade, sa er stygtan I(t) givet ved: I(tx % og daAt er me-
get lille kan vi altsa skrive, atQ' (& I(t).

Kombineres dette med ligningenit) = Usp — U(t), hvor vi har fremhaevet at speendingsforskell
over savel modstanden som kondensatoren afhaentigemf med ligningen: Q(t) =K(t), og med
Ohms lov: k(t) = ROt) far vi i alt (kontrollér), at:
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, t

O RQW = U,,-2

Hvis Qnax betegner den maksimale ladning pa kondensatoasitve leder, sa far vi, at

Qmax= KWmax (idet vi har den maksimale ladning, nar der er mheksimale spaendingsforskel).

Qmax
K

Da vi ovenfor fandt, at khx= Usp ser vii alt, atUg, = . Indseettes dette i) far efter lidt

omskrivninger (kontrollér), at:
ey L _ 1 _
Q) = RK(Qmax Q(t)) RK (Q(t) = Qmax)

Ifalge seetning 3.6.6 far vi hermed, at
1

QM) = Qe + (Q(O) — Qo) [ RE

og da Q(0) = 0, idet der ikke er nogen ladnindg@adensatoren fra starten, far vi (kontrollér), at:
1

QM) = Qe (L6 RK')

Ved division pa begge sider af lighedstegnet mdérkii endelig resultatet:

g
u(t) = Usp [-e RK)
Opladning af kondensator.

Denne ligning beskriver spaendingsforskellen U(Bran kondensator med kapacitansen K, nar
den oplades af en spaendingskilde med spaendingsfierskk, i et kredslgb med en modstand med
resistansen R.

Nar en opladet kondensator aflades gennem en nmobisteforsgget pa figur 2.3.3 b) sker det ved
at udelukke speaendingskilden fra kredslgbet v.kpatakten K —, sa vil tiltreekningen mellem den
negative og den positive ladning pa kondensatdestese forsgge at hindre stremmen i at ga igen-
nem modstanden. Men det lykkes ikke, da der jmeapaendingsforskel mellem de to plader og
dermedover modstanden. Efterhanden som strammen gaoladérne derfor blive afladet igen og
spaendingsforskellen aftage. Ud fra ligningen: Ug=D kan der pa samme made som ved oplad-
ningen argumenteres for den fglgende ligning (letitkverlades til den interesserede leeser):

ey 1
Q) = RK [Q(1),
1

-1
hvoraf vi ifglge seetning 3.3.4 far, at der findaskenstant L, sa: Q(t) & [& RK ., Hvis ladnin-
1

gen pa kondensatoren til tiden t = 0 kaldeg{Fa far vi: L = Qar,09 dermed: Q(t) Qg (& RK
Ved division med K péa begge sider af lighedstedeti endelig resultatet:

-1

U(t) =Ugp L& RS
Afladning af kondensator.

Denne ligning beskriver spaendingsforskellen U(Brean kondensator med kapacitansen K, nar
den aflades gennem en modstand med resistansemRliexn sidder i kredslgb med.
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Kondensatorer bruges i et utal af sammenhaengétrislee og elektroniske kredslgb, og det vil

ikke yde kondensatoren retfeerdighed at naevne etrgdad frem for et andet.

Alligevel vil vi omtale et eksempel, som ikke haednmikroprocessorer, elektroniske printkort og
lignende at gare, hvor man ellers oftest mgder &nsdtorer. Det drejer sig om, at kondensatorens
evne til at opbevare ladning udnyttes som "glattelemsator” pa udgangen fra spaendingsforsynin-
ger og pa indgangen til kaleskabe, forstaerkermdja osv. Ved at placere en kondensator med
stor kapacitans imellem ud- eller indgangenes terpmdgas voldsomme variationer i stramstyr-
ken i disse apparater, nar de teendes eller slukikesmed der bl.a. undgas skader pa apparaturet og
signalstgj i naerveerende radioer, TV’er mm.

Vi vil desuden omtale, at kondensatorer brugesst#erkere til at forbedre signal/stgj-forholdet (se
eksempel 2.1.11). Dette skyldes, at kondensatkkerlader jeevnstrgm passere, hvorimod veksel-
strgm godt kan "passere”, og herved flernes emidéét der normalt kaldes "brum” fra det veksel-
stramssignal, man gnsker at forsteerke. At jeevnsiklsenkan passere skyldes ganske simpelt, at
der ikke er forbindelse igennem kondensatorendesevenstaende. At vekselstrgm godt kan "pas-
sere” skyldes populeert fortalt, at kondensatorewsleder skiftevis oplades positivt, aflades, opla-
des negativt, aflades osv. p.gr.a. vekselstram@grp.gr.a. den elektriske tiltraekningskraft bevir-
ker dette en tilsvarende skiftevis op- og afladrafgondensatorens anden leder (blot med modsat
fortegn), hvilket resulterer i, at der pa den "mattis side” af kondensatoren konstateres en veksel-
stram med samme frekvens som den oprindetige.

@velse 4.1.13.
Om figur 2.3.4 oplyses, at 1 cm pa 1.aksen svdr2isek., at 1 cm pa 2.aksen svarer til 10 V, samt

at op- og afladning foregik gennem en modstandQ@a080Q.
Bestem en (tilneermet) vaerdi for kondensatorensdite. v

@velse 4.1.14.

En kondensator med kapacitansen K oplades af endspgskilde pa 50 V igennem en modstand
med resistansen R. Bestem i hvert af falgendeldi¢favor lang tid der gar inden spaendingsfor-
skellen U(t) over kondensatoren er oppe pa 35 \hesgemlim U(t):

{0
a) K=20010"° F og R =500[10°Q b) K=2[10"° Fog R =500C10°Q
c) K=2M10° FogR=500°Q d) K=20010"° Fog R =5010°Q
Kommentér resultaterne i punkt a, b, c ogw.

@velse 4.1.15.

En kondensator med kapacitansen K er opladt tihgpagsforskellen 200 V og aflades gennem en
modstand med resistansen R. Bestem i hvert afddtgélfeelde, hvor lang tid der gar inden spaen-
dingsforskellen U(t) over kondensatoren er nedé9¥, og bestemim U(t):

to o0
a) K= 200010° F og R =500010°Q b) K=2[10"° Fog R =50010°Q
c) K=200° Fog R=5010°Q d) K=20010"° Fog R=5010°Q
Kommentér resultaterne i punkt a, b, c ogw.

Pvelse 4.1.16.

a) Vis at halveringstiden for afladningen af en korglor med kapacitansen K gennem en mod-
stand med resistansen R er givet ved:=TRK[Ih2

b) Udregn halveringstiden for tilfeeldene a) — d) ilgeet.1.15 — og kommentér resultaterne.
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Geometriske objekter (oppustning af ballon)

Eksempel 4.1.17.

En kugleformet ballon pustes op v.hj.a. en gasélask

P4 et givet tidspunkt er radius i ballonen 6 cngagsens indstremningshastighed 408/ smk.

Vi vil bestemme den hastighed, hvormed radiuslobah forgges til det pageeldende tidspunkt.

1
Ifalge eksempel 2.4.2 har vi, at: r?q% [V 3. Da bade r og V afhaenger af tiden, far vi saledes:
1
() = k DV/(t) 3 hvor k=32
Heraf finder vi (ved anvendelse af reglen for difatiation af sammensatte funktioner (se saetning

A.3.10), at:
2

r(t) = kEOV(Y) 3 0V'(1)
r'(t) er den sggte hastighed, ¥ ¢ér)den hastighed, hvormed rumfanget forggeggitit.
Ved indseettelse af de opgivne tal (og ved anveadsd|sat rumfanget af en kugle er givet ved:
V = 2n¥®) finder vi, at:

V() = 4n®° cm® = 904,8 cm og V' (t= 400 cnisek.

Vi far hermed:
2

r'(t) = 3\/% [4\};E904,8_5 cm 2 [400 cm/sek = 0,88 cm/sek.
Ballonens radius vil altsa til det pageeldende tindp forages med hastigheden 0,88 cm/9sek.

Pvelse 4.1.18.
Efter at ballonen i eksempel 4.1.17 er pustet gmpmpustningshullet er lukket, gar der et lille hul
pa ballonen.
a) Nar diameteren er 28 cm, formindskes diameterenendthstighed pa 1,2 cm/sek.
Bestem gassens udstrgmningshastighed til detisutds.
b) Find den hastighed hvormed radius formindskesetitidispunkt, hvor radius er 9 cm, nar gas-
sen da stremmer ud med en hastighed pa 36@ekn v

@velse 4.1.19.

Betragt ballonen i eksempel 4.1.17 — og se eksethped b)

Bestem overfladearealets stgrrelse og dets eenlastyghed til det tidspunkt, hvor:
a) radius er 6 cm og gassens indstremningshastigh&@0ecni/sek.

b) radius er 8 cm og gassens indstremningshastigh&secni/seky

Afstandskvadratloven

Eksempel 4.1.20.

Den kendte rumhelt Nuke Skytalker (NS) har erfaaetien undersk@nne prinsesse Lulu Banana
(LB) er i fare, idet hendes rumskib er gaet i sgikég den lede Fat O’Bob er pa vej i sit rumskib
for at tage hende til fange. Den gode Nuke Skytatkader sin matematik og ved, at den korteste
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vej imellem to punkter er en ret linie — og vil fbersa hurtigt som muligt via en ret linie flyve-di
rekte over til Lulu’s rumskib. Problemet er barehans rumskib befinder sig neesten pa den mod-
satte side af planeten R-227 i forhold til Lulusmrskib (se figur 4.1.3, som ikkengiver de korrek-
te indbyrdes starrelsesforhold). Og at flyve taghif&R-227 er forbundet med stor risiko p.gr.a.-stra
lingsfaren — selv for en helt som Nuke. R-227 eningen lille, men overopfyldt affaldsplanet for
radioaktivt affald.

NS ! A LB
= ~ \ )
X=—M 4 . Xx=M

Fig. 4.1.3.

Vi vil beregne den samlede strdlingsmaengde prsom NS's rumskib udsaettes for ved flyvningen
langs den rette linie frax =— M til x = M. Menstarter med at se pa, hvordan man generelt be-
regner den samlede stralingsmaengde psom i et tidsinterval fra til t, rammer et givet objekt.

Intensiteten | er antal stralingspartikler pr. sekypr. nf. Hvis intensiteten er konstant, s er stra-
lingsmaengden, der i Igbet af et tidsintedatammer 1 fy givet ved: It. | tidsintervallet fra til

t, er den samlede stralingsmaengde pralts& givet ved:({t; — t).

Hvis intensiteten derimod sendres med tiden, (dvis. lrer en funktion af tiden t, saledes at I(t)
angiver intensiteten til tiden t), s er stralingsngden, som rammer ¥ iMgbet af et lilletidsin-
terval At omkring tidspunktet t givet ved: I@t. (At skal veere sa lille, at intensiteten stort set kan
betragtes som konstant lig med I(t) i tidsintemBllDen samlede stralingsmaengde S, der rammer 1
m? i tidsintervallet fra tidenttil tiden & er derfor summen af stor maengde led af typeRi(tvs.

tZ
S = j 1t
Hvis vi seetter tiden t = 0, nar NS er i x = — Mtog T nar NS er i x = M, sa er den samlede stra-
: o T
lingsmaengde pr. msom rammer NS’s rumskib, givet ved: Sj.g [(t)dt

Stralingsintensiteten opfylder afstandskvadratloigeneksempel 2.4.10 !). P.gr.a. rumskibets be-
vaegelse aendres afstanden r til R-227 hele tiden rdr en funktion af tiden t.
lfalge Pythagoras far vi: rétE x(ty’ + & (se figur 4.1.3), hvoraf vi ser, at strélingsirsiteten | i
virkeligheden er en funktion af x, som er en fuoktaf t, dvs.
1

I(t) = 1(x(t)) = 1, E’m
hvor |; er intensiteten i afstanden 1 km fra R-227, ogliveog dermed x(t) og d — males i km (jfr.
eksempel 2.4.10).

Vi ser nu, at S:J'OT Ilgﬁdt
X(t)° +

Hvis Nuke’s rumskib flyver med hastigheden v, saigovervej !), at x(t) = —M + § og dermed

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 123 -

T 1
S=1 dt
1, (-M +v })? +d?
Ved substitutionen: x = —M H¥ (og dermeddx = vdit=0=x=—-Mogt=T=x=—M + VT)
og ved anvendelse af, at T—ZQM, ser vi (kontrollér !), at falgende omskrivninggelder:

| - I I
g =h M+vT %dx _ g 1 dx = 1 EJ-M de
v iMoo 244 v M x2 4 g2 vim? M (§)2+1

Hvis vi i det sidste integrale anvender substingio: s =% far vi endelig (kontrollér !), at:

| b 1
S =1 ds
qua 2 +1

hvora:—M ogb :M.
d d

(Leesere, der ikke er bekendt med funktionen tandemsspringe den fglgende beregning over og
g& ned til slutresultatet, og dér blot betragte™ som en funktion der ligger p& regnemaskinen).

For at udregne dette sidste integrale anvenddrliiee’trick” (omvendt substitution), idet vi sdet s

= tan(p). Dette er muligt, idet Vm(tan) = R, sa émhver vaerdi af s findes en veerdi p, sa s = tan(p)
og vi kan endda indskraenke os til at sep@]—g P51
Med substitutionen s = tan(p) har vi: ds = (&ar(pf)dp . Hvisa, B DJ -5 g[ veelges, sa

a=tan) og b =tarf§), sa kan integralet omskrives saledes:

| b 1 | B 1+ tan(p)? | B |
s = ds = —2 dp = —=0 "1dp = —Ldp]"
vmqa s?+1 qua tan(p)? +1 P v[d Ja P v[d[ﬁp]“

dvs. S = l—lE(B—a).
vid

Da B =tan'(b) = tan* (%) og o =tan™ (@) =tan'(-¥) = —tan (M) (overvej!), ser vi:

S= it 2 Dan‘l[Mj
v [d d

Laeseren opfordres til at overveje rimeligheden § ar proportional med,lomvendt proportional
med v — og i gvrigt vokser med voksende veertil @ig med aftagende veerdi af d.

Imedens vi har foretaget disse beregninger, hasvbelt Nuke Skytalker for leengst glemt alt om
stralingsfarer og givet sig pa vej mod LB. Sa lachagve at finde ud af, hvilken samlet stralings-
maengde han bliver udsat for pa flyveturen. Deptgende data til beregningen:

Rumskibets hastighed er v = 15 km/sek, afstanden8@0.000 km, afstanden d = 400 km og stra-
lingsintensiteten i 1 km’s afstand fra R-227 g 128[10'®stralingspartikler pr. sek. pr.2m

Vi finder da:

8

= 28107 D?Etan‘l(wj = 1,465010" strdlingspartikler pr. i

150400

Den samlede stralingsmaengde er ali48510"° stralingspartikler pr. f
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(Bemaerk, at da enheden péa x(t) og d som naevnvaia i km, idet;ler intensiteten i 1 km’s af-
stand, sa skal M ogitogsa angives i km (idet x(t) = — M ) Tiden t males i samme tidsenhed
som indgar i angivelsen af intensiteten, dvs. sakuridet tidsenheden skal "ga ud” ved udregning
af stralingsmaengden I@t. v skal altsd angives i km/sek. Nar dette eretjlspiller enhederne pav,
d og M herefter ingen rolle for beregningen af damlede stralingsmaengde S).

Ca. 70 % af stralingen passerer igennem rumskifzetgye og ind til Nuke. Da han vejer 80 kg og
vi kan regne med at hans overfladeareal i stralingetning er ca. 0,9ser vi, at han pr. kg

5
kropsveegt ca. udseettes fo].":4 65&0;0[0’7 [09

Disse stralingspartikler har en gennemsnitlig engfigl,1 MeV (mega elektronvolt), hvilket svarer
til 11010° 1,602007%° J = 1,762007*2 J. (J = Joule). Den samlede strélingsenergigkr&ps-

vaegt, dvs. den samlede stralingsdosis, er derfet ged:1154[101,762107*° = 2,03 J/kg.

Stralingsdosis males ofte i enheden "rem” (1 re®04 J/kg) Vi ser derfor, at vores helt Nuke er
blevet udsat for en stralingsdosis pa 203 rem péesiningsmission for prinsesse Lulu.

= 11540110 strélingspartikler pr. kg.

Vi kan ikke sa godt lade leeseren sidde uforldsatje, sa det skal fortaelles at — jo, Nuke naede at
redde Lulu fra den lede Fat O’'Bob. Og sandelig: &al Lulu indgik den hellige kosmiske pagt og
levede lykkeligt til hans dages ende.

Den interesserede leeser kan f.eks. via Internatig¢rsgge, om en stralingsdosis pa 203 rem er
skadelig — og i givet fald hvor skadelige

4.2. Biologiske og medicinske emner.

Eksponentiel populationsvaekst

Eksempel 4.2.1.

| eksempel 2.2.7 omtalte vi en geercellepopulatom vokser ved celledeling under optimale vil-
kar (fastlagt ved korrekt temperatur, rigelig nasimaengde og plads, o.lign.).

Vi vil nu vise det i eksempel 2.2.7 omtalte mateasie udtryk for geercellepopulationens vaekst.

Til et givet tidspunkt t har vi N(t) gaerceller pnl i en naeringsoplgsning. Forggelgdy i antallet

af geerceller, som p.gr.a. celledelingen skeriilettidsintervalAt (hvor At er "lille” set i fht. den

"hastighed” hvormed en celle deler sig), er tilnalsasvist proportional med bade N(t) og md

hvormed vi far, atAN = rMI(t)[At, hvor r er en positiv proportionalitetsfaktar beskriver sand-

synligheden for celledeling pr. celle pr. tidsenhed

Ved division medit pa begge sider af lighedstegnet far vi differensienten for N(t), og ved at

ladeAt ga mod 04t er "lille”) far vi, at tegnet= erstattet af et lighedstegn samtidig matliffe-

renskvotienten bliver til differentialkvotienten.

Funktionen N(t), som beskriver antallet af gaercegdte ml til tiden t, opfylder altsa ligningen, at
N'(t) = (1)

Ifelge seetning 3.3.4 findes en konstant K, s& NK/@". Hvis antallet af geerceller pr. ml til tiden
0 (alts& ved starten af forsgget/malingen) kaldes&lfar vi: N=N(0) = K&® = K, og dermed:
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N(t) = No[&" eller: N(t) = Bexp(rt)
Under optimale vilkar vokser antallet af geercedlksponentielt,

Som ogsa omtalt i eksempel 2.2.7 geelder denne nfimdeh gaercelle-populations vaekst kun ved
optimale vilkar. Hvis der bliver pladsmangel, naggmangel, for hgj koncentration af affaldsstoffer
eller en forkert temperatur, vil reproduktionsrafdus. det enkelte "individs” evne til reproduktion
pr. tidsenhed) begynde at aftage. Dette vil vi bellesenere (se eksempel 4.2.14).

Det skal fremhaeves, at den omtalte matematiske lnogdé kan beskrive andre populationers
veekst. Og hvis der i en given population badeleram "fadsler” og "dgdsfald”, sa angiver starrel-
sen r forskellen imellem fadselsraten (dvs. &ttaf fadsler pr. individ pr. tidsenhed) og dgdsra
ten (dvs. antallet af dgdsfald pr. individ pr. édked).v

Pvelse 4.2.2.

En bananflue-population lever under optimale vill&spulationen starrelse er eksponentielt vok-
sende og kan som gaercellerne i eksempel 4.2.1ibeskred en funktion af typen N(t) =, " .

a) Bestemr, idet Bl= 30 og N(192 timer) = 400.

b) Bestem fordoblingstiden for bananflue-populationen.

c) Hvor lang tid gar der, far N(t) = 750 2

Weber-Fechners lov.

Eksempel 4.2.3.
| eksempel 2.1.3 omtalte vi, at for auditive sandeik (dvs. hgreindtryk) og til dels for visuelle
sanseindtryk (synsindtryk) gaelder Weber-Fechnerssiom kan udtrykkes saledes:

Til lige storerelative tilveekster den fysiske pavirkning (intensiteten)

svarer lige storabsolutte tilveekstardet sansemaessige indtryk.

Vi vil nu vise, at denne lovmaessighed ngdvendigwisfare til den i eksempel 2.1.3 omtalte loga-
ritmiske beskrivelse (og vi vil som i eksempletadmpskrivelsesmaessig udgangspunkt i lyd):
Hvis intensiteten benaevnes | og det sansemaessiygkitnenaevnes L, og hvis vi har en litie

veekstAl i intensiteten, sa geelder der ifglge Weber-Fechlw, at den relative tiIvaeksA}l I inten-

siteten er proportional med den tilsvarende abtotiveekstAL i det sansemaessige indtryk.
Dette kan indses pa falgende made, hvor vi for slhmals skyld vil ngjes med at argumentere for,

Al o o L. . o
at hV|sT bliver dobbelt sa stor, sa bliver den tilsvareAdedobbelt sa stor:

1) Hvis intensiteten aendres fra | tif = 1 +Al, s& far L en tilvaekst pAL
2) Huvis intensiteten eendres fratil 1, = 1, +Al, sa far L en tilveekst pAL,
3) Huvis intensiteten sendres fra | ti| a far L en tilvaekst pAL + AL,

Den relative tilvaekst i situation 1) e#, og den relative tilvaekst i situation 2) eilALl

1

DaAl =0 har vi, at: al_ Al ﬁ, dvs. at den relative tilvaekst i situation 1) gg<2ort
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set) er lige store. Men ifalge Weber-Fechner fadermed, afL = AL ;.

Den relative tilvaekst i situation 3) GIM _ + % , 0g hertil svarerAL + AL; = AL + AL =

I
2[AL, hvormed vi ser, at naxl er lille, sé vil en dobbelt sa stor relativ tilksti | give en dobbelt s&
stor absolut tilvaekst i L. Der findes altsa en kansk, sa:

Al =0 > % = KIAL , hvilket kan omskrives til:% = k0O

DaAl =0 —ogdermedlL =0 —, sa geaelder der, %_— = |'(L), hvormed vi ser, at'(L) = k[ |

Ifalge seetning 3.3.4 findes der derfor en kondvasa: 1(L) = bk
Hvis vi lader }, veere den lavest hgrbare intensitet, sa har i=ab, nar | = } , hvormed vi far, at:

lob, = 1(0) = b&*® = b. Altialt kan vi derfor skrive: I(L) =l - eller kortere: | =I,@"

Dette kan omskrives til (kontrollér!): L %Eﬂn(%}
0]

Konstanten k kan vaelges som vi vil, idet vores \mdyg fastleegger enheden pa den sansemaessige

lydstyrkeskala (den subjektive lydstyrke).

Man har valgtat seette k =10L[ hvor ¢ er den konstant, som er givet ved, aff Jailh (jfr. seet-
C

ning 1.1.3 pkt. 2) eller saetning A.1.6 pkt. 3)krkf far vi, at:

= foft) - o] - ol

hvormed vi har det i eksempel 2.1.3 omtalte udtoykden subjektive lydstyrke. Og enheden for
subjektiv lydstyrke kaldes da som omtalt decib&)(d males i W/mMiog L =102 W/m? #

Pvelse 4.2.4.

a) Entrommeslager i et kendt heavy-metal band eruelérommesolo ved en koncert udsat for
en gennemsnitlig lyd-intensitet pa 0,126 \{/iFind den tilsvarende subjektive lydstyrke — og
kommentér resultatet.

b) Som bekendt (se eksempel 2.4.12 c)) falger lydsitenafstandskvadratloven.

Hvor stor er den subjektive lydstyrke hos scenekeken, som sidder 12 m fra trommeseettet ?
Og hvor stor er den subjektive lydstyrke hos denmeste af publikum, som er 35 m fra trom-
meseettet (der ses her bort fra den elektronislstsbskning gennem PA-anlaegget)v?

Diffusion, optagelse og udskillelse af stoffer iganisme.

Eksempel 4.2.5.
Alt levende veev er opbygget af cell®isse celler bestar bl.a. af en cellekerne, ntmgtevaeske”
(cytoplasmaog en celleveeg (cellemembrapése figur 4.2.1).
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Diffusion
igennem

e e
BS, A cellemembran

4_\\__ cytoplasia
il

celle- Xx\f
membranen™. 7 ¢

cellekerne

—— i —

Fig. 4.2.1
Der kan gennem cellemembranen diffundere stoffdelddd og ud af cellen. Det er bl.a. pa denne
made, at naering optages og affaldsstoffer udskillesllen.

Lad os nu prgve at undersgge den situation, hvoestemt stof findes i en given koncentratign c
udenfor cellen, medens koncentrationen c(t) afettaide i cellen er en funktion af tiden. Vi anta-
ger altsa, at cellens omgivelser er sa "storekpatentrationen dér kan betragtes som konstant,
uanset om cellen optager (eller udskiller) lidtlaf pageeldende stof.
Spgrgsmalet er nu: Hvordan vil koncentrationenagfpre sig efterhanden som tiden gar ?
Vi ma forvente, at stoffet vil diffundere igennemllemembranen i en retning, som udligner for-
skellen i koncentrationen.
Vi ma ligeledes forvente, at den eendrika(t) af koncentrationen af stoffet inde i celleomssker i
lgbet af et lilletidsrumAt, tilneermelsesvist er proportional métlog med forskellen i koncentrati-
onerne c(t) og«& Vi kan derfor tillade os at skrive:

Ac(t)= — K(c(t) — o)At
Her er k en positiv konstant, som forteeller nogetaellemembranens "gennemtraengelighed” for
det pagaeldende stof. Minusset medtages, idetft{tjea, hvis c(t) > & dvs. hvis c(t) —¢> 0, me-
dens c(t) vokser, hvis c(t) < ¢dvs. hvis c(t) —£< 0.
Idet At er meget lille, kan udtrykket (efter division m&t) omskrives til: c'(t) = —k(c(t) - c, )

Ifglge seetning 3.6.6 ser vi, at funktionsforsknffer c(t) er givet ved:

c(t) = (c(0) - &™ + o
Udligning af koncentration via diffusion

Funktionen c(t) angiver altsa udviklingen i kongatibnen af stoffet i cellen efterhanden som tiden
gar, idet c(0) er startkoncentrationen i cellercogr koncentrationen af stoffet udenfor cellen.

Pvelse 4.2.6.
Find lim c(t)for koncentrationen c(t) omtalt i eksempel 4.2 g kommentér/fortolk resultatew

to oo

@velse 4.2.7
Skitsér grafen for c(t) fra eksempel 4.2.5 — og kuntér dens udseende og betydningen heraf —,
idet c(0) = 2Qug pr. ml, ¢=38ug pr. ml og k=0,082 timér v

Eksempel 4.2.8.
Visse giftstoffer, tungmetaller o.1., herunder higskilles meget langsomt af organismen, bl.a.iford
de optages i knogler o.l. Vi vil i dette eksempehsermere pa bly.
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En person har igennem en kortere tidsperiode rsnem mindre end et par maneder — eller blot
ved en engangshaendelse) veeret udsat for blyfargifthlvis personen ikke optager yderligere bly,
vil blyindholdet langsomt udskilles (primaert genneymerne), idet der vil geelde fglgende ligning:
B'(t) = — WpB(t) , hvor B(t) er blymaengden i organismen tiktidt og W, er en konstant, der kal-
des udskillelseskoefficienten for bly. (Det ovedadsom en gvelse til lseseren at argumentere for
denne ligning).

Ifglge seetning 3.3.4 ser vi dermed (detaljernelades til laeseren), at blymaengden i organismen er
eksponentielt aftagende, og at

B(t) = B(0) & VP
Blymaengden i organismen efter en "engangs-
forgiftning” er eksponentielt aftagende.

hvor B(0) er blymaengden i organismen til tiden @s(char malingerne begynder), og hvas, er et
mal for udskillelseshastigheden for bly fra orgames.v

Pvelse 4.2.9.

Man ved erfaringsmeessigt, at efter en blyforgifgném halveringstiden for blyindholdet ca. 8 ar for
et voksent menneske.

a) Vis at udskillelseskoefficienterpbica. er lig med: 2,3780* dggnt

Hvis den betragtede person i blyforgiftningsperiodalt har optaget 72 mg bly i organismen, og
hvis vi seetter tiden t = 0 ved blyforgiftningspetéms ophgr, sa har vi med meget god tilnsermelse,

at: B(t) = 722374100
b) Hvor lang tid gar der inden blyindholdet i onggmen er nede pa 10 mgv?

Eksempel 4.2.10.

Dette eksempel er en fortseettelse af eksempel.4.2.8

Det forholder sig desveerre ofte saledes, at manegemimaden af forskellige arsager jeevnligt opta-
ger en smule bly. Hvis vi antager, at der pr. degtages @ mg bly, sa kan andringshastigheden
B'(t) (malt i mg pr. dagn) af organismens blyindhotitrykkes saledes (overvej dette !):

B'(t) = Go— UpB(t) ¥

Pvelse 4.2.11.
Betragt organismens blyindhold B(t) i eksempel M2Vis at der geelder fglgende ligning:

B(t) = %HB@—

Pb Pb
Blymaengden i organismen efter en "engangsforgidfhi
og en vedvarende forgiftning.

OPb) o Unl

>

(Vejledning: Se seetning 3.6.4. Brug t = O til atdie den ubekendte konstant i seetningen).
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Pvelse 4.2.12.

Vi ser pa den samme person som i gvelse 4.2.9, antager, at vedkommende efter blyforgift-
ningsperioden yderligere optager 0,01 mg bly pgrdg

a) Opskriv en funktionsforskrift for blyindholdB(t) i personen.

b) Skitsér grafen for B(t) og kommentér resultatet

c) Bestem lim B(t) og forklar, hvad denne vaerdi star for.

to oo

d) Las pkt. a)-c) igen, idet vi nu antager, at vedkande efter blyforgiftningsperioden optager
0,03 mg bly pr. dggn.v

@velse 4.2.13.

Et medicinalfirma har i samarbejde med en afdgligt universitetshospital forsket i og udviklet
et nyt preeparat, som er s@ hemmeligt, at man eikitawil forteelle, hvad det skal bruges imod.
(Der gar dog rygter — som man imidlertid ikke vélkoeefte — om, at det kan veere fugleinfluenza).

| forbindelse med doseringen af preeparatet diskstiarskellige muligheder. Preeparatet skal fore-
lzbig gives som en eller flere indsprgjtninger -noan skal have testet dette. (Man diskuterer ogsa
muligheden af at udvikle tabletter — evt. i formsakaldte depottabletter, som gradvist sender pree-
paratet ud i organismen, men vi vil her kun senapraijtning af praeparatet).

Praeparatet har en hgj gennemtreengelighed i organssoeller, og man kan derfor regne med, at
det indsprgijtede stof praktisk talt omgaende fandsig til sdvel det intracelluleere omrade (vaeske-
maengden inden i cellerne) som i den extracellulaaske. Dette betyder erfaringsmaessigt, at pree-
paratet alt i alt fordeler sig i ca. 58 % af krogsyten.

Efter en indsprgjtning begynder nedbrydning i orgae@n og udskilning via nyrerne af preeparatet.
Vi betragter en forsggsperson pa 82 kg.

a) Forsggspersonen gives en engangsindsprgijtning ga 15
Efter 18 timer tages en blodprgve, og koncentraticelf preeparatet viser sig at veere: 0,0253 %
Bestem udskillelseskoefficienten for preeparatet ¢ksempel 4.2.8) og halveringstiden.

b) Hvor lang tid gar der inden koncentrationen er naedldet skennede minimaiéveau 0,005 % ?

P.gr.a. mulige problemer med overdosering, ubehagksa stor en indsprgijtning (ca. 15 ml) og
muligheden for at personen bedre selv kan indsps#giffet, undersgges en 5 g's dosering.

c) Hvor lang tid efter indsprgjtning af 5 g gar dedén koncentrationen er nede pa 0,005 % ?

Loqgistisk populationsvaekst

Eksempel 4.2.14.

| eksempel 4.2.1 beskrev vi den situation, hvoakéettaf individer i en given population (i det kon
krete tilfaelde geerceller) vokser under optimal&anl En sddan veekst kan imidlertid ikke fortseette

i det uendelige, idet populationstaetheden efterd¥ddiver sa stor, at der begynder at veere mangel
pa fade eller plads (herunder omrader med tilstedekkav koncentration af affaldsstoffer) for de
enkelte individer. Populationens veekstrate vil dieafftage.
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Hvis vi antager, at det miljg, som populationerelely har en given beerekapaciket(dvs. en gvre
graense for antallet af individer, der kan eksistendjaet), sa kan vi opstille en teethedsafhaengig
model for populationsvaeksterd falgende made:

Den forggels@N i antallet af individer i populationen, som foéeg et lille tidsintervalAt, antages
tilneermelsesvist at veere proportional med det dletaatal individer N(t), med det antal individer
K — N(t), som der endnu er plads til i miljget, $anedAt. (Overvej rimeligheden af disse antagel-
ser !1). Vi far saledes:

AN = N (t)K — N(t))At
hvor proportionalitetskonstanten s er en positarretise, der forteeller noget om den hastighed
hvormed populationsstgrrelsen naermer sig til bapaaditeten.
Ved at dividere medt pa begge sider af lighedstegnet samt udnytit, et lille, far vi falgende
ligning, der beskriver udviklingen i antallet aflimider N(t) i det betragtede milja:

N'(t) = SN(B)IK - N(1))

Ifalge seetning 3.6.9 findes der derfor en positimstant ¢, sa: N(t) - K
1+ Cl}_SKt

Ifglge seetning 3.6.12 geelder der, at konstantergoret ved: ¢ _I\T -1 , hvor N, = N(0),

(0]
at N(t) - K for t - o (hvilket stemmer fint overens med forudsaetningermodellen (forklar!)),
samt at det grafiske billede af N(t) er en sakladistisk kurvemed falgende udseende:

Na

) BT ettt i A S 1 pa

v

Fig. 4.2.2

Vi kan opsummere resultaterne til, at den logigtiggekstmodel for populationer med beaerekapaci-
tet K og begyndelsesanta} N N(O) i et afgraenset, veldefineret miljg er gived formlen:

N(t) = K , hvorc—K -1

1+ C@_SKt NO
Logistisk veekst af en population (en teethedsafhgengi
model med en beaerekapacitet pa K individer)

Pvelse 4.2.15.
Tegn grafen for N(t), hvis K =5600,,& 700 0g s = 1,7807° 0g kommentér resultatet.
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Pvelse 4.2.16.
| et givet miljg (pa en starre gde @) udsaetteF&0Gtarrelsen N(t) af farepopulationen kan til-
naermelsesvist beskrives ved en logistisk veekstimmkt
K
N{t) = ——
( ) 1+ C @—SKt
hvor K er miljgets beerekapacitet for far.

a) Fem ar senere teelles der 800 far pa gen. Findhearthet veerdi af starrelseiisidet vi anta-
ger, at 800 er veesentlig mindre end miljgets bapeaiitet.

(Vejledning (Jfr. tilsvarende problemstilling i gvelse 3.6.11
N(t) opfylder forudsaetningen '(f) = dN(t){K — N(t)) for den logistiske vaekstmodel.

Dette udtryk kan omskrives til') = dKMN(t) _KN(t) , hvor vi bemaerker, at bragken

K=N@® er relativt teet pa 1, dvs. (¥ = SKM(t))
b) Efter 40 ar er der ca. 4900 far pa gen.
Beregn veerdien af beerekapaciteten og bestem etidnstorskrift for N(t).

(Vejledning Benyt veerdien afl fundet under pkt. a) samt at konstanten c karykkles ved:

c= %—1 , hvorefter der kan opstilles en ligning med K semeste ubekendtey.

Pvelse 4.2.17.
For en bestemt "laverestaende” dyreart er der ukaletrollerede forhold (dvs. i et laboratorieeks-
periment) malt falgende populationsstarrelser:

tid (dage) | 6 9 12 15 18 21 24 27 30 34 37

Antal 6 12 25 49 70 102 160| 221 262 286 324

Opstil en logistisk model (altsé en logistisk vaitksittion) tilpasset disse data.
(Vejledning jfr. eksempel 3.6.13y

4.3. dkonomiske, behavioristiske emner.

Indledning

De fglgende modeller kaldes som anfart "gkonomibkbavioristiske modeller”.

Den gkonomiske benaevnelse er medtaget, idet dejdasbmed starrelser, som spiller en rolle for
de betragtede virksomheders gkonomiske resul@a&gr behavioristiske benaevnelse skyldes, at de
medtagne eksempler (bortset fra evt. omkostningsjmémger) bygger pa menneskers/kunders op-
fattelse og adfaerd, hvormed der bestemt ikke kualerom gkonomi, men ogsa en raekke andre
faktorer (behavioristisk = adfeerds-/handlings-/tealsmaessigt).
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Modeller af denne type er saerdeles nyttige, safeebindelse med gkonomiske og sociologiske
uddannelser som ved arbejdet med de relevantedigeggende mekanismer i "virkeligheden".

| forbindelse med uddannelser drejer det sig orstdéerendes indleering (forstaelse og erkendelse)
af gkonomiske, behavioristiske sammenhaenge, og tiawva et kvantitativt beskrivelsesmiddel til
mekanismer, der er vanskeligt forklarlige i en kadiv formulering.

Ogsa i "virkeligheden" drejer det sig — for de mesker, der arbejder med disse emner — om at ha-
ve en grundleeggende og solid forstaelse af og kabd#l akonomiske, behavioristiske sammen-
haenge. Mulighederne for i praksis at opstille barglmodeller begraenses af en raekke faktorer.
Farst og fremmest skal de relevante medarbejdemeekbandtere dette, men hertil kommer, at no-
get af det vanskeligste ved de gkonomiske, behatigke modeller i praksier at veelge en korrekt
modeltype og at bestemme starrelsen/veerdien afudenetre, der indgar i modellerne. Desuden
spiller det behavioristiske element en sadan ralieler ofte bar arbejdes med stokastiske modeller
(dvs. modeller der tager hgjde for tilfeeldighedegisandsynligheder for f.eks. kunders reaktions-
mgnster) som supplemeiitde her praesenterede deterministiske modedles. (modeller hvor der

pa forhand og med sikkerhed kan beskrives, hvaditiske). Men de grundlaeggende mekanismer
der preesenteres her via de deterministiske modllegerer imidlertid fint i "virkeligheden".

Matematiske forudseaetninger for modellerne.

Ofte vil man i matematiske modeller ved bl.a. gkuoiske beregninger antage bade kontinuitet og
differentiabilitet af de implicerede funktioner \a@m f.eks. et kronebelgb og eller et salgstali sa
gens natur ikke kan variere helt glat og sammenkagtegpa "mikroskopisk” niveau.

Vi interesserer os altsa for matematiske modédileny der savel ved den uafhaengige variable (den
variable pa 1. aksen) som ved den afhaengige var{finktionsveerdien pa 2.aksen) med rimelig-
hed kan anlaegges en kontinuert fortolkning (optsdde og hvor der derfor med rimelighed kan
tegnes en (glat), sammenhaengende kurve.

Differentialregning handler om beregning, fortolkgiog vurdering af eendringer i funktionsvaerdier
som konsekvens af mindre aendringer i de uafheengigable. Dette harmonerer med forudsaetnin-
gen om, at der kan anlaegges en kontinuert fortotkaf de variable, og at de relevante funktioners
grafer kan beskrives ved "glatte” kurver — dvsbeééragtede funktioner er differentiable.

(Bemeerk, at der ved en "mindre aendring” forstdseadring, som hgjst er nogle fa procent af hele
variationsomradet (definitionsmaengden)).

Hvis vi f.eks. ser pa den skat, der betales afieengskattepligtig indkomst, sa gaelder der falgende
Selv om den skattepligtige indkomst angives i lketmer, sa er en forskel pa 1 kr. meget lillei set
forhold til det variationsomrade, der betragtesskattepligtige indkomster (f.eks. fra 0 kr. til
1.000.000 kr. pr. ar). Det er derfor rimeligt ahite en kontinuert model for skatten og den skatte
pligtige indkomst.

Tilsvarende kommentarer kan anfares, hvis vi f.ekspa

» afsaetningen af et givet produkt pa et marked sarktion af prisen, (og dermed ogsa pa om-
saetningen for produktet). Der skal veere sa stafgmtning, at en afsaetningsaendring pa 1 en-
hed kan betragtes som meget lille - og at der deékaa benyttes en kontinuert model, dvs. en
kontinuert variation af afsaetningen ved en gra¢kastinuert) sendring af prisen.

* produktionsomkostningerne som funktion af produtd@ntallet ved produktion af f.eks. sik-
kerhedsnale, konservesdaser eller strygejern. Misndet derimod drejer sig om produktion af
boreplatforme eller tankskibe, sa vil en "enhedtea "stor”, at en kontinuert model vil veere
urimelig.
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Afsaetning.

(Nogle fa elementer af den falgende tekst er alkedtalt i slutningen af kapitel 2, men medtagesden for helhedens skyld).

Ved en virksomhedafsaetningaf en given vare (et givet produkt) forstar viadiet af vareenheder,
som virksomheden afszetter (kan saelge) pa et giasked indenfor et bestemt tidsrum.

En virksomheds afsaetning (af en given vare pavet gharked indenfor en given tidsperiode) af-
haenger af mange ting, bl.a. af varens pris, vatealitet, den reklameindsats virksomheden ofrer
for varen pa markedet, konkurrencen pa markedekedats demografiske struktur, salgskanalerne
(hvem seelger varen) og evt. saesonforhold.

Vi vil hér primaert se pa afseetningens afhaengiglhedsen, men vi vil dog ogsa bergre reklame-
indsatsens betydning.

Lad os betragte en virksomhed, som producerenamngiare (f.eks. termokander, cigaretter, veeg-
taepper eller smakager). Antallet q af vareenhesden, virksomheden pr. tidsperiode (f.eks. pr. uge,
pr. maned eller pr. ar) kan afsaette pa markededeader af den pris p, virksomheden forlanger pr.
vareenhed. Det vil her almindeligvis geelde, atggehe pris der fastseettes, desto mindre er det an-
tal, der kan afseettes/seelges.

Vi mé saledes forvente, at den funktion f, somastlagt ved: q = f(p), er aftagende. (f er altsd de
funktion, som til en given pris p giver os det am@eenheder q, som det er muligt at afseette til
prisen p). Funktionen f kaldes virksomhedafssetningsfunktiofor den pageeldende vare.

Pa nedenstaende figur 4.3.1 ses tre mulige grafesatian en funktion f:

Antal 4 Antal A Antal A

—_—

/

> >
Pris Pris Pris

a) b) c)

Y

Fig. 4.3.1

Vi kan knytte fglgende kommentarer til graferne:

a) Denne graf illustrerer, at det afseetningsmulig@lafatder jeevnt, nar prisen stiger. En kurve
med dette udseende vil veere typisk for en vare,laamderne egentlig har behov for, men
som man dog kan undveere, hvis varen bliver "fof @yvilket jo er et relativt begreb).

Vi kan formodentlig forvente, at afsaetningen afitekander vil fglge denne kurve.

b) Denne graf illustrerer, at det afseetningsmuligalamesten ikke falder selvom prisen seettes
vaesentligt op. En kurve med dette udseende vil #gpigk for en vare, som kunderne faler
et steerkt behov for (naesten) "uanset prisen”, f.ekmretter.

c) Denne graf illustrerer, at det afssetningsmulig@laiatder relativt hurtigt, hvis prisen gges.
En kurve med dette udseende vil veere typisk foraga, som kunderne ikke har seerligt
stort behov for, og som man derfor vil undladeg@tbds hvis prisen bliver "for hgj”, f.eks.
veegtaepper eller smakager.
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Uanset om vi er i situation a), b) eller c), ersafisingsfunktionen aftagende — og dette er ogsa det
almindelige. Der findes dog specielle situationed gpecielle varer, hvor afsaetningen stiger med
en forggelse af prisen, bare prisen er hgj nokit¢Da@ldes Veblen-effekten, og man kan lidt popu-
leert sige, at denne effekt bygger pa en psykolagiskanisme af typen: jo hgjere prisen er, desto
mere attraktivt er det at vise omverdenen at mamauhtil at kebe varen).

Vi vil imidlertid holde os til almindelige aftageadafsaetningsfunktioner — som vist pa figuren.

Pa dette tidspunkt skal det omtales, at der fimdé®greb, der heddefterspgrgselEfterspargslen

af en given vare(type) i en given tidsperiode estemrelse knyttet til markedetemlig det samlede
antal vareenheder der kan afsaettes pa markedetar&r har en given pris). | modsaetning hertil
star en stgrrelse knyttet til virksomheden og maekenemlig afseetningen, dvs. antallet af vareen-
heder, som den konkrete virksomhed afseetter paadark

Som bekendt er der almindeligvis mange producdwidsomheder), som leverer den samme va-
re(type) til et givet marked — taenk. f.eks. pa laakkiller, cykler, seg, PC’er eller kattemad. Der er
m.a.o.konkurrencepd markedet, og de enkelte leverandgrer (virksoefydar kun en vis mar-
kedsandel (som man s& almindeligvis keemper fodwtle — eller i det mindste fastholde).
Undertiden findes der "storleverandgrer” til marggdom enten hamonopol(dvs. de er den ene-
ste leverandar af den givne vare til markedet) slien har de facto monopol (dvs. de har sa stor en
markedsandel, at de mere eller mindre kan opfgressm om de har monopol). Dette geelder f.eks.
forsyningen af mejeriprodukter i Danmark.

Bemaerk, at der antalsmaessigt kun er sammenfaleémellsaetning og efterspgrgsel for monopol-
virksomheder — og selv her kan det teenkes, atspiegslen er stagrre end afsaetningen, men at mo-
nopol-virksomheden ikke kan eller vil levere ydgelie varer til markedet. Vi beveeger os imidlertid
nu for langt veek fra intentionerne med disse sideg slutter emnet her.

Hvis vi igen vender tilbage til omtalen af figuB4L a), b) og c), s kan en af arsagerne til attfs
ningen falder, hvis varen bliver "for dyr” altsatap veere, at der findes konkurrerende produkter pa
markedet, og at (nogle af) kunderne derfor skiitetisse.

Der findes imidlertid en reekke "mekanismer” som tmed beskatning af varer, gennemsigtighed af
markedet, tilggengeligheden af varer mm. at ggre, lsevirker, at mange varer stort set koster det
samme uanset leverandgren — og at det sa er antiptisen, man ma konkurrere pa.

En matematisk beskrivelse af afsaetningsfunktioner

De tre modeller praesenteret pa figur 4.3.1 kanreskved fglgende fire modelforskrifter: g = f(p)
a) moderat prisafheengighed / moderat udvikling (fig18.1. a)):

gpaq, hvora <0 og.¢ O
b) lille prisafhaengighed / ufglsom udvikling (figur341. b)). En mulignodel er her fglgende:

qw-se® hvorw>0,s>0,r>00gr er "lille”.

c) stor prisafheengighed / falsom udvikling (figur 4.8)). En_muligmodel bygger pa, at en given
priseendring giver en bestemt relativ/procentuelréagd afsaetningen, dvs. at afsaetningen er
givet ved en eksponentiel vaekstfunktion (ekspoeérdaitagende):

qgc&bP, hvorc>00g O<b<1

d) stor prisafheengighed / falsom udvikling (figur 4.8)). En anden mulignodel bygger pa, at en
given procentuel priseendring giver en bestemt prined sendring i afsesetningen, dvs. at afseet-
ningen er givet ved en (aftagende) potentiel vaakktfon:

qkip? hvor k>0o0g d>1

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 135 -

Forudseetningen d > 1 (i stedet for blot d > O)nfmrdellen i pkt. d) forklares i eksempel 4.3.14.
Det er i gvrigt — uanset hvilken model man ser pégtigt at bemeaerke, at modellen (forskriften)
kun geelder i et mere eller mindre begraenset int¢dedinitionsmaengden for forskriften). Be-
greensninger fastleegges af en lang raekke faktordradened forudsaetningerne for modellen og
dens parametres stgrrelse at gare.

Bemeerk i forlaeengelse af dette, at det er klatiya p= 0, men dog p > 0 (dvs. hvis prisen er gan-
ske lille), sa vil g blive meget stor i alle tilfdel uanset model (hvorfor mon ?), ligesom det at kla
at vi f.eks. ikke kan have q < 0, hvilket mateniatiet er muligt i model a) og b) bare p er stor.nok

@velse 4.3.1.

Tegn grafen for g = f(p) i hver sit koordinatsysteamhver af falgende afsaetningsfunktioner:
a) g= 35.000-260 , p0O[47;9Q

b) q = 55.000-8000&%°* | p O[12;5Q

c) g = 65500000958, p [80;14Q

d) q= 300000p™™® , pO[0,5:;4

Kommentér resultaterne.

Selvom lineaere modeller ikke lige hgrer hjemmen ae@tematiske sammenhaeng, der er temaet for
denne bog, s& medtages de for at komplettere beldan. De er de simpleste og ofte brugbare til
forklaring inden for begreensede variationsomrablien veegten vil i det falgende blive lagt pa de

tre gvrige modeller.

Omseetning.
Ved en virksomhedsmsaetningms for en given vare pa et givet marked indeafogiven tidspe-

riode forstas afsaetningen g gange prisen p, dvsaaningen er antallet af kroner (eller anden
mantenhed) som virksomheden far ind ved salgeaaihvpa markedet indenfor det givne tidsrum.
Virksomhedens omsaetning Oms vil altsd med de itelfmtegnelser veere givet ved:

Oms(p) =& = f(p)p
Hvis virksomheden f.eks. seelger 8000 enhederitiepr140 kr. pr. enhed, sa er omsaetningen
8000140 = 1.120.000 kr.
Vi har her set pa omsaetningen som funktion af priseen som vi straks skal se, kan vi ogsa angive
omseaetningen som funktion af den afsatte maengde.

Da q = f(p) og da f er injektiv (idet f er aftages)dhar vi: p =f ™ (q)
Funktionenf ™ (g)kaldes ofte foprisfunktionenog den angiver den (maksimale) pris p som virk-

somheden kan forlange, for at virksomheden i deragede tidsperiode kan fa afsat g enheder.
Vi ser hermed, at omsaetningen som funktion af aisggtn (den afsatte maengde) g er givet ved:

Oms(q) = § = q ™ (9)

@velse 4.3.2.

a) Bestem den omvendte funktion til hver af de firekiioner omtalt i gvelse 4.3.1 (husk definiti-
onsmangden) (Jfr. Appendix 2).

b) Bestem et funktionsudtryk for Oms(q) i hvert affule tilfaelde.

c) Find omsaetningen ved et salg pa 44.000 vareenheumtellen fra gvelse 4.3.1 b) v
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| forlaengelse af gvelse 4.3.2 anfarer vi falgeradeiitater:

Omseetningsfunktionen Oms(q) som funktion af dedttdsantal vareenheder q er for hver af de fire
anfarte afssetningsmodeller q = f(p) givet ved:

a) OmS(q)=§E(q-qo)m, hvorqg=g+a,(a<0 og &> 0)

b) Oms(q) 1 [Qn(w-q)-Ins)f, hvorq =w-s&™, (w>0,s>0,r>0o0gr er"lile”)
r

c) Oms(q):%m , hvor q =cb”, (c>00g 0<b<1)

niechg Ink —In
d) Oms(q) =qle ¢ = q@xp(qu , hvorq = p?, (k>00g d>1)
Beuvis:

Vi beviser b) og d), og overlader a) og c) til |lsese Metoden er for alle fire funktioner, at da
Ooms(q) = @ =q " (q), skal vi finde et udtryk fof ™ (qpg derefter gange dette med q.

Adb): gq=w-sk® erm:g - 1P = Inw-g)-Ins = p:%EQIn(w—q)—Ins)

Ink-Ing

hvoraf det anfgrte udtryk fremkommer ved at gangé o
_Ink=ing

Add): q=Kk® < Ing-Ink=-dlinp = Inp .

hvoraf det anfgrte udtryk fremkommer ved at gange iop Desuden kart skrives som exp(x»

Som bekendt (ellers se Appendix 2) er definitionsig@en for en omvendt funktion lig med veer-
dimaengden for den oprindelige funktion. Da alle fafssetningsfunktioner er aftagende og kontinu-
erte, er definitionsmaengden for prisfunktionerneotsaetningsfunktionerne (som funktion af antal
afsatte vareenheder) givet ve[d{pmay) ; f(Pmin) ] , hvor pnax 0g pnin€r hhv. den stagrste og den
mindste pris i definitionsmaengden for afsaetningstionen f. (Jfr. gvelse 4.3.1 og 4.3.2).

Greenseomsaetning
Hvis antallet af afsatte varer eendres fydilgy, sa far vi tilveeksten: Oms(q) — Omg(gomseetnin-
gen, hvormed den gennemsnitlige omsaetningstilvegkskstra vareenhed er lig med:

Omg() -Oms(q,)
d-d,
Hvis g — g er "lille”, s& er denne brgk ca. lig m&ms (q, -)jfr. de indledende kommentarer om

de matematiske forudsasetninger om modellerne.

StarrelsenOms (q, kaldesgraenseomsaetning&roms(g) (eller marginalomsaetningen).

Hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes for "li(i&” igen de indledende kommentarer om de ma-
tematiske forudsaetninger for modellerne), sa kasigd, at greenseomsaetningen angiver tilveeksten
i omseaetningen ved at afseette en ekstra enhed.

Pvelse 4.3.3.
Bestem Groms(44000) for afssetningsmodellen frasev&l3.1 b) (Se gvelse 4.3.9).
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Elasticitet.
Det anbefales, at laeseren starter med at gennerjuirdgpendix 4 om elasticitet.
Alternativt kan man leese det fglgende korte, bgdeoe uddrag af Appendix 4:

Som mal for funktioners "falsomhed” overfor eendengden uafheengige variable anvendes ofte — ogjelpegko-
nomisk orienterede sammenhaenge — begrebet elgsticit
Elasticiteten angiver forholdet mellesien relative veekst i funktionsveaerdierne og deatingd veekst i den uathaengige
variable (x-vaerdierne). Nar man benytter elastisitegrebet, vil man alts& hellere arbejde mediveflatocentuel)
veekst end med absolutte starrelser. Hvis en pdaitiktion f far tilveekste\f, nar den uafhaengige variable far tilveek-
stenAx med udgangspunktet x, sa defineres elasticit@dr;Ax) altsa pa falgende made:

Af

f(x)
AX

X
Hvis Ax er ganske lille&x = 0), sa kan dette udtryk omskrives til:
Ef (X;Ax) = A—fgx_zA_f X - =
f(x) Ax  Ax f(x) f(x)

hvor vi har anvendt, aﬁf stort set er det samme son(x), narAx = 0.

E(x;AX) =

| denne situation udeladé&s i opskrivningen efter E’et, sa vi i alt for elasteten E (x) far:

Elasticiteten Ex) for en funktion f i et punkt x er givet ved: E(x) = f'(x) E—If%
X

En "lille” elasticitet betyder ringe pavirkning &fnktionsvaerdierne som resultat af forandring i dafheengige variab-
le, og tilsvarende kommentar geelder for en "stéas#citet. Der anvendes ofte falgende sprogbrug:
En funktion f siges at veere:

« fuldsteendig elastisk i x, N&Es (X)| = o
« elastiskix, nafE¢ (x) >1

« neutral-elastisk i x, N3¢ (x)| = 1

*  uelastisk i x, n&fE¢ (x)| <1

« fuldsteendig uelastisk i x, ndrEs (x)| = 0.

| gkonomiske sammenhaenge anvendes (bl.a.) begeshisaetningselasticitet, omsaetningselastici-
tet, priselasticitet og efterspgrgselselasticiiésse begreber fremkommer rent matematisk ved at
indsaette hhv. afsaetningsfunktionen, omsaetningstuméa, prisfunktionen og efterspgrgselsfunkti-

onen i stedet for f i udtrykket:&) = f'(x) E—If% 0og samtidig anvende den rigtige variable: prisen
X

p eller maengden q.

Hvis vi f.eks. har en afsaetningselasticitet p& B;) = —0,6 sa betyder det, at hvis vi ud fra prisen
p, f.eks. forggeprisen med 1,7 %, sa aftagdsaetningen med Q167 % = 1,02 %. Og hvis
Ear(P,) =—1,2, sd betyder det, at hvis vi ud fra priggnf.eks._nedsaetterisen med 1,8 %, sa
stigerafsaetningen med 1IR8 % = 2,16 %.

Hvis vi f.eks. har en omsaetningselasticitet padl§) = 2,3 sa betyder det, at hvis vi ud fra afseet-

ningsstarrelsen g foragafsaetningen med 1,4 %, sa stiger omsaetningen A% = 3,22 %.
Tilsvarende kommentarer kan knyttes til priselatgien og efterspgrgselselasticiteten.
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Pvelse 4.3.4.

a) Bestem et udtryk for afseetningselasticitetgij) for hver af de fire funktioner i gvelse 4.3.1.
b) Bestem E{(50) og E:{(80) for afseetningsfunktionen fra gvelse 4.3.1 a).

c) Bestem E:(15) og E:(40) for afseetningsfunktionen fra gvelse 4.3.1 b).

d) Bestem E:(90) og E:(130) for afsaetningsfunktionen fra gvelse 4.3.1 c).

e) Bestem Ei(1) og Es5) for afsaetningsfunktionen fra gvelse 4.3.1 d).

f) Kommentér resultaterne og deres betydning i hfespargsmalene b), c), d) og ®).

@velse 4.3.5.

a) Bestem et udtryk for omsaetningselasticitetgndl§) for hver af de fire omsaetningsfunktioner
omtalt i gvelse 4.3.2 b). (Se evt. rammen gvesige 136).

b) Bestem E,422000) og Bnd14000) svarende til afseetningsfunktionen fra avélS.1 a).

c) Bestem EBn{44200) og En{38000) svarende til afseetningsfunktionen fra @él8.1 b).

d) Bestem E,d13700) og Bnd2000) svarende til afseetningsfunktionen fra gvéI8el c).

e) Bestem EB,{30000) og Bn{5000) svarende til afssetningsfunktionen fra gvéIS8el d).

f) Kommentér resultaterne og deres betydning i hfespargsmalene b), c), d) og ®).

Pvelse 4.3.6.
Diskuter begrebet elasticitet i relation til grafempa figur 4.3.1.v

Omkostninger

En virksomhed®mkostningered at producere en given vare kan detdsfiaste omkostninger
(FC), som for en eksisterende produktion ikke afpeeaf produktionsstgrrelsen, dg variable
omkostninge(VC), som afhaenger af hvor mange vareenhederrdduperes.

De faste omkostninger deekker f.eks. el, vand omeail virksomheden, forrentning af den inve-
sterede kapital i bygninger, lgn til en ikke-prodrende direktion osv., medens de variable omkost-
ninger er knyttet direkte til produktion og distitipn af varerne (f.eks. ravarer og lgnninger).

VC er en voksende funktion af antallet q af prodede vareenheder (jo flere varer der produceres,
desto mere koster det!).

Bemeerk, at savel ved FC som VC er der tale om omikmger knyttet til produktionen i en given

tidsperiode

Hvis virksomheden kun producerer én vare, sa &seinhedensotale omkostningefC (som un-
dertiden ogsa benaevnes Tomk) givet ved: TC = VC#+efler mere udferligt:

TC(q) =VC(q) + FC
idet de faste omkostninger ikke afhaenger af pradng&stgrrelsen q.
Hvis virksomheden derimod producerer flere forsgelvare(typer), sa er det kun i sjaeldne tilfeelde
muligt at fastleegge, hvor stor en del af de fastéastninger, der hgrer til hver enkelt vare. (Man
kan selvfglgelig forsgge sig med en procentuel leafdge faste omkostninger, svarende til den
konkrete vares procentuelle andel af f.eks. omsag#ni. Men som man nok let kan forestille sig, sa
vil ogsa dette kun undtagelsesvist veere rimelldgn ma derfor i de samlederegninger for virk-
somheden medtage VC(q) for den givne vare, ogdidalkulere de samlede faste omkostninger til
sidst (se begrebet deekningsbidrag senere i teksten)
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Ved analyse og beregning af VC(q) er man ofte asseret i at se ke variable enhedsomkostninger
VU(q) (dvs. de variable omkostninger pr. enhed,deirproduceres q enheder). Disse er givet ved:

vu@ =<2

Hvis de variable omkostninger ved at producereétiteder af en given vare er 13.200 kr., sa er

VU(800) = 13230 kr, pr. stk. = 16,50 kr. pr. stk.

Undertiden er VU konstant, dvs. den har den santareetse uanset hvor mange enheder man pro-
ducerer (indenfor visse graenser — svarende til atnkegsfunktionens definitionsmaengde). | dette
tilfeelde er VC(q) = VUG og TC(q) = VUG + FC. Hvis f.eks. VU er konstant 28 kr., og detéa
omkostninger er 230.000 kr., sa er VC(q) #2®g TC(q) = 28 + 230.000.

Vi ser altsa, at omkostningsfunktionerne VC(q) &&(q) bliver linesere funktioner, nar VU er kon-
stant.

Bortset fra de sidste 6 linier om graenseomseetkimgresten af afsnittet om omkostninger springes dwés laeseren
gnsker det, idet der efterfalgende stort set kbpjdes med linesere omkostningsmodeller. Denndirigatkning til
linesere modeller er dels for nemheds skyld, dets éien matematiske beskrivelse af omkostningsturdine dybest
set falder udenfor bogens overordnede emnekredaritme-, eksponential- og potensfunktioner — aggrigt kan en
lineser model ved relativt sma variationer i prodaksantallet med rimelighed approximere omkostrfinggionen.
Men emnet omkostninger gives for fuldsteendigheslarid en mere fyldestggrende behandling i det falge

Det er vigtigt at bemaerke, at VU ofte ikke er kams$f men derimod afhaenger af, hvor mange en-
heder g man producerer. VU bliver altsa en funk&bg, dvs. VU(q).

Der er visse faktorer, der bevirker at VU aftaged wget produktion, og der er andre faktorer der
bevirker, at VU vokser ved gger produktion.

Faktorer, der kan fa VU til at voksed @gget produktion (leeseren opfordres til at praivfinde an-

dre faktorer end de faglgende):

* gget produktion kan forgge spildprocenten for nalertil produktionen

» gget produktion medfarer gget slidtage pa maskénern

* gget produktion kan medfgre anvendelse af ovemdsbejaling eller skifteholdsbetaling

« gget produktion kan kraeve flere ansatte og maskeestidskiftningshastighed af personalet,
hvilket resulterer i nedsat produktivitet pr. an@dét der bl.a. bliver behov for en forgget oplae-
ring af de ansatte)

« hvis den virksomhed, der leverer ramateriale tiduktionen, dominerer markedet, sa kan en
gget produktion medfare en forggelse af indkgbspriglet efterspgrgslen forgges

Modelteknisk kan saddanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant plus et
led, der vokser med gget produktionsstgrrelse kxane f.eks. teenkes, at VU(q) = 28 + 0,[@06

kr. pr. enhed, hvormed vi far:  VC(q) = VU{G)= 284 + 0,0066° — og hvis de faste omkostnin-
ger svarende hertil er 230.000 kr., s& far vi: @)G( 0,006&° + 284 + 230.000.

Pvelse 4.3.7.
Tegn grafen for TC(q) = 0,0@ + 284 + 230.000, ¢J[0; 12000 v

Vi ser, at hvis VU(q) bliver starre ved forggelég@eduktionstallet g, sa vil omkostningsfunktio-
nerne VC(q) og TC(g) krumme opad (fa en gget taigelining). Vi siger da, at der er tale om en
progressivomkostningsfunktion.
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Faktorer, der kan fa VU til at aftaged @get produktion (lseseren opfordres til at pratvfinde

andre faktorer end de faglgende):

» gget produktion kan give kvantumsrabatter ved ibdifaravarer

» gget produktion kan give rationalisering af prodohkén

» gget produktion kan give lavere klarggringsomkasger pr. produceret enhed (ved skift fra
produktion af en varetype til en anden pa det sapméuktionsapparat)

* gget produktion kan give lavere administrationsostlkimger pr. produceret enhed

Modelteknisk kan sadanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant minus
et led, der bliver numerisk stgrre med gget pradukstgrrelse g. Det kunne f.eks. teenkes, at
VU(q) = 98 — 0,008 kr. pr. enhed, hvormed vi far: VC(q) = VUGF 984 — 0,00%° — og

hvis de faste omkostninger er 380.000 kr., s&ifaTC(q) = —0,008 + 984 + 380.000.

@velse 4.3.8.
Tegn grafen for TC(g) = —0,0@8 + 984 + 380.000, dJ[0; 1400Q v

Vi ser, at hvis VU(q) bliver mindre ved forggeldepaoduktionstallet g, sa vil omkostningsfunktio-
nerne VC(q) og TC(g) krumme nedad (fa en aftagéangenthaeldning). Vi siger da, at der er tale
om endegressivomkostningsfunktion.

Hvis vi analyserer de beskrevne arsager til, atastingsfunktionerne VC og TC kan veere pro-
gressive hhv. degressive, sa ser vi, at den degegendens typisk vil forekomme ved "lave” pro-
duktionstal medens den progressive tendens vikéonene ved "hgje” produktionstal. (Dette kan
ogsa udtrykkes pa fglgende made: VC og TC vokseraftagende styrke ved relativt sma produk-
tionstal og med voksende styrke ved stgrre prodoktal).

En graf for TC, som deekker et stgrre variationsaei@efinitionsmaengde), kan altsa forventes at
have et udseende i stil med det der er vist panstélende figur 4.3.2, hvor g er produktionsantallet

TCA

Fig. 4.3.2

En muligmodelfor TC(q) ses da at veere et voksende tredjegrigspaium:
TC(q) = &’ + b’ + dq + d

Men der ma stilles en reekke krav til koefficientem) b, ¢ og d for at give en kurve som den viste
(se gvelse 4.3.12).
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Eksempel 4.3.9.
Det har for en given produktion i en given virksaedtvist sig, at der er fglgende sammenhgrende
veerdier for de totale omkostninger TC og produldtattet q:

q (sik. 0 5000 | 10.000]  20.000
TC (kr.)| 100.000] 160.000 180.000 235.000

Vi vil undersgge, om det er muligt at beskrive Té&2l\et tredjegradspolynomium, dvs. om vi kan fa
opfyldt, at: TC(q) = &° + bg’ + cq + d.
Da de faste omkostninger FC = TC(0) = d ses, all@iG=000. Herefter bruges de tre andre sam-
menhgrende veerdier af q og TC til at opstilleigaihger med tre ubekendt: a, b og c. Vi far:

I 160.000 = BOOC + bBOOF + cB000 + 100.000

Il 180.000 = A0.00G + b10.00G + ¢10.000 + 100.000

lll: 235.000 = &0.00C + b20.00G + ¢20.000 + 100.000
Disse tre ligninger med tre ubekendt lgses vethdefc udtrykt ved a og b i ligning I, og derefter
indseette dette udtryk (c = 12 28.000.000 — B000) i ligning Il og Ill, som herved bliver til to
ligninger med to ubekendt (a og b). Disse to ligeinlases pa saedvanlig facon, hvilket overlades til
leeseren. Vi finder: a 4500° og b=-14750107. Indseettes disse vaerdier i udtrykket for ¢
finder vi (kontrollér), at: ¢ =18,25.
Alt i alt ser vi, at:

TC(q) =4500°8G° -1,475(10° % + 18,254 + 100.000 v

@velse 4.3.10.

Betragt omkostningsfunktionen TC fra eksempel 4.88d definitionsmaengden: [0 ; 22.000

a) Bestem monotoniforholdene for TC.
(Hvad forventer vi af monotoniforholdene for TCr?détte opfyldt ?)

b) Bestem monotoniforholdene for T@lvs. for tangenthaeldningen).
(TC’skulle gerne veere aftagende (dvs. TC skulle gemsre degressiv) i "den lave ende” af de-
finitionsmaengden, og TGkulle gerne veere voksende (dvs. TC skulle geene progressiv) i
"den hgje ende” af definitionsmaengden. Er detfeditlet ?)

c) Den veerdi af g, hvor TC skifter fra at veere degvetiisat veere progressiv kaldes inflexions-
punktet g for TC. Hvilken veerdi harg?

d) Tegn grafen for TC(q), ! [0 ; 22.000 - og kommentér resultatety

@velse 4.3.11.
Et firma producerer en given vare, og har i debifutelse arlige faste omkostninger pa 600.000 kr.
Det oplyses, at de totale omkostninger Tomk(q) lolefiy at:
Tomk(1000) = 2.550.000, Tomk(2080.000.000 , Tomk(4000) = 5.400.000
a) Bestem en forskrift for et tredjegradspolynomiurer; Kan bruges som model for Tomk(q) sva-
rende til de kendte omkostningsveerdier.
(Svaret skulle gerne blive: Tomk(g) = 0,00@¢5- 1,5G° + 3200q + 600.000).
b) Bestem monotoniforhold for Tomk og Tomkog gar rede for, at Tomk opfylder de forvent-
ninger vi har til en omkostningsmodel af denne type
c) Bestem inflexionspunktet for Tomk (Se evt. gvels®10, pkt. c)
d) Tegn grafen for Tomk(q), g [0 ; 400Q - og kommentér resultatey.
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@velse 4.3.12.

Hvis et tredjegradspolynomiumida + big? + ¢ + d skal kunne bruges som en model for en om-
kostningsfunktion, sé er der nogle krav til koa#fiterne a, b, c og d, som skal veere opfyldt.

Vi ser, at hvis TC(q) = [ + big> + cq + d , s& er d = TC(0) = FC (de faste omkostnindmor-

med vi m& have, at d > 0, samt at VC(q) &° & bld® + cq .

2
Argumentér for, at der desuden skal geelde, atOa » <0 ogc= 2—
a

(Vejledning: Benyt, at TQq) = 0 for alle g, idet TC skal veere voksende, samdeamma findes et
positivt tal ¢, (inflexionspunktet), hvor TC er degressiv for ggsog TC er progressiv for q ».q
(Bemeerk at TC'’s degressivitet og progressivitets@mud fra fortegnet for TQ).

@velse 4.3.13.
Vis, at koefficienterne i modellerne i eksempel.94.8g gvelse 4.3.11 opfylde kravene, der omtales
i pvelse 4.3.12»

Som ved omseaetningen defineregréenseomkostningerii&romk(q) ved:

Gromk(q) =TC' ()= VC'(q)
Bemaerk, affTC' (grVC'(qg), idet FC er en konstant, som forsvinder ved difféiationen.
Hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes for "li(i&" igen de indledende kommentarer om de ma-
tematiske forudseaetninger for modellerne), sa kasigd, at greenseomkostningerne angiver tilvaek-
sten i de totale eller i de variable omkostningedt &t producere en ekstra enhed.

Profit og deekningsbidrag

Vi antager nu, at virksomheden pa baggrund af Keatulsil sin afsaetningsfunktion producerer lige
sa mange vareenheder ¢, som den kan afseette. Minkestengrofit (fortjeneste, gevinsBr(q) er

da givet ved:

Pr(g) = Oms(q) — TC(q)
VirksomhedenslaekningsbidradB(q) ved produktion og salg af g vareenhedernestyed:
DB(q) = Oms(q) — VC(q)

Daekningsbidraget er, som navnet siger, den pagesdenmes bidrag til at daekke virksomhedens
faste omkostninger, men den ggr det ikke alene aN&daekningsbidragene fra virksomhedens
produkter la&egges sammen viser det sig forhabeatligimmen er stgrre end FC og at der dermed
skabes et overskud for virksomheden.

Det kan betale sig for virksomheden at gge produkti af en given vare sa laenge profitten eller
daekningsbidraget bliver starre, dvs. sa laeengdé@Pz 0 eller DB(qg) = 0 — under forudsaetning af,
at vi ikke hermed ryger udenfor definitionsmaengfterafseetnings- eller omkostningsfunktionen.
(Det hjeelper ikke meget, at det matematisk setrtdkadende viser sig at kunne betale sig at gge
produktionen til f.eks. det 4-dobbelte, hvis virkdredens produktionskapacitet ikke kan handtere
dette, og der derfor skal investeres i nye bygningaskineri, medarbejdere mm., hvormed om-
kostningsfunktionen ikke leengere er geeldende).
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En produktionsforagelse er altsa givtig, sa laer@eoms(q)=> Gromk(q).

Séledes ma det naturligvis ogsa vaere, idet detunaekbetale sig for virksomheden at gge produk-
tionen, sa leenge omsaetningsforagelsen pr. ekseantzed er starre end omkostningsforggelsen
pr. ekstra vareenhed.

Afslutningsvist skal det omtales, at man almindeigpog naturligvis er interesseret i at sikre, at
Pr(g)= 0. Den mindste veerdi af q, for hvilke dette erytqiif kaldes break-even punktét

Ofte er der ogsa en starste veerdi af q som opfyéddr(g)> 0. Denne veerdi kaldgsofitgreensen.

| stedet for break-even-punktet og profitgreensereades undertiden ogsa benaevnelserne: nedre
deekningspunkt og gvre daekningspunkt.

Modeleksempler med afsaetning, omsaetning, elasticaenkostning og gevinst

Eksempel 4.3.14.
Vi vil starte med at fortaelle, hvorfor det i dentgatielle afssetningsmodel g(p) §k° er ngdven-
digt — ud fra en modelteoretisiynsvinkel — at forudseette, at d > 1, og hvilkadekvenser det har
for modeldannelsen.
Hvis en omsaetningsfunktion Oms(q) ikke er voksgmilaoget tidspunkt, s kan det bedst betale
sig at have en afseetning pa 0 stk. , dvs. lade needeat afszette produktet p4 markedet — og der-
med selvfglgelig ogsa lade veere med at producere(@eervej dette I1).
Hvis q(p) = Kp™®, s& ma vi have, at k > 0 og d > 0, idet q(p) epesitiv, aftagende funktion.
Ifalge pkt. d) i rammen pa side 136 har vi, at otngagsfunktionen er givet ved:

Oms(q) =q @x;{@j
Vi vil nu bestemme Groms(q) og undersgge hvad idegrs at Groms(q) > 0, og dermed at Oms(q)

er voksende — i hvert fald for visse veerdier ddg.Groms(q) = Om&) finder vi ved anvendelse
af reglerne for differentiation af et produkt ogesf sammensat funktion, at:

Ink -1 Ink—1 Ink -1
Groms(q) %xp{%) + q@xp(%) [E—ég(lij = (1-%)@@{%]

Da eksponentialfunktionen kun antager positive weertdestemmes fortegnet for Groms(q) af fak-
toren (1—%). For at have en muligodel ma vi derfor forlange, at-5 >0, og dermed: d > 1.

En afseetningsmodel af typen q(p) BK! kan bruges, nar vi tror p4, at afsaetningen aftamgset en
bestemt brﬂkddr2| , hvis prisen ggesied en bestemt bragkdgl Ifglge seetning 1.6.14 3) gaelder

der, at: —d :% , 0g hvis vi kombinerer dette med d > 1, samt med0 og s < 0, sa far vi:
1
_Ind+r,) >1 = —In(l+r,)>In+1r) < In(@+r,)™)>In(l+r) = @+r,) " >1+n

In@+r;)
Viseraltsa, at: d>1= @+r)[{@+r,)<1 < r +r,+r [, <0.
Dette krav vil i hvert fald veere opfyldt, hvig<|r,|, idet dette giver, at, +r, <0 og dermed (idet
r, 0, <0), atr, +r, +1, [}, <0. En potentiel afsaetningsfunktion kan altsa veenmelig model,
hvis afsaetningen aftagered en stgrre procentdel end prisen aged (se eksempel 4.3.19).
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Eksempel 4.3.15.
| eksempel 2.4.23 og gvelse 2.4.24 beskaeftigede med virksomheden Brgd & Kager og deres
produkt "Sgde Smating”. Vi fandt, at den halvarlafesetning kunne beskrives ved afsaetningsfunk-

tionen: q(p) = 77042% -**'. Som beskrevet s. 135 gverst skal vi i modellddéenos indenfor et
begraenset prisinterval, som vi her antager €if5; 24. Vi har altsa:
q(p) = 770426p™*** , pO[5; 2

Vi vil bestemme afsaetningselasticitet, greenseomseggtdaekningsbidrag og optimering heraf.

Afsaetningselasticiteten findes ifl. rammen pa §. 88m: B(p) = q'(p) E—l% , hvoraf vi ser, at:
ap

— P _ -2,431 P _
E = 0—— = 770426(-143 Sl = -1,431

Afsaetningselasticiteten er altsa uafhaengig af gigér, at afseetningsfunktionen er iso-elastisff), o
ifglge den gaengse sprogbrug for elasticiteter dratdl37 ma afseetningen betegnes som elastisk.

Ifalge pkt. d) i rammen pa side 136 har vi, at otngagsfunktionen er givet ved:
In(770429 -Inq
Oms Lex
(@) = ;{ e
hvor definitionsmaengden er bestemt af veerdierng=& 002,51 og q(20) = 10592,48.

j , g0 [10593 ; 7700p

Vi vil bestemme graenseomsaetningen ved en afsagifi@g.000 stk., dvs. Groms(22000).
Vi finder farst Groms(q):

Groms(q) = Omiéq) = ex{ln(770426—lan +quprn(7704za—|an[€_ 1 Gl_j
1431 1431 1431 q
:(1_L23J@X4|n(770426—|nqj _ 01301®X;{|n(7704za—|an
1431 1431
dvs. Groms(q) = 0,30mp{ln(770426—|nqj
1431

Ved indseettelse af g = 22000 ser vi (kontrolléat),Groms(22000) = 3,61 kr. pr. stk.

Brad & Kager's enhedsomkostning ved produktion®dde Smating” er 3,30 kr., hvormed vi ser,
at de variable omkostninger VC(q) er givet ved: ¥ 3,34.
Idet vi gar ud fra, at virksomheden producerer pei® meget, som den kan afsaette, far vi, at daek-

ningsbidraget DB(Qq) er givet ved:
In(770426 —In
DB(q) = Oms(q) - VC(a) =q mx;{ e qj -3,

Vi vil nu bestemme den produktions- og afseetnimysstse g, som giver maksimalt DB.

Dette ggres enten ved at seetteé([@B= 0 og bestemme DB(q)’s monotoniforhold, edem omtalt
ovenfor ved at Igse uligheden: Gromstgpromk(q). Vi veelger her den sidstnaevnte metode.
Groms(q) er udregnet ovenfor, og Gromk(q) ="t¢&= 3,3 , sa vi skal lgse uligheden:

0.3012:x In(770426 —Inq >33 - ex In(770426 —Inq > 10,9562
1431 1431
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In(770426 —Inq
1431

hvor vi undervejs har benyttet, at bade In bgrevoksende funktioner.
Uligheden Groms(aq¢ Gromk(q) har altsa lgsningen:<25059,9.

> 2,39390 ~ In(770426)-3425682Inq - %> g

Den optimale produktions- og afseetningsstarrelsbavar er altsa: 25.059 stk.

Vi ser (kontrollér!), at det optimale/maksimale deelgysbidrag er: DB(25059) = 191.862, 81 kr.
0g at salgsprisen,p svarende til den optimale afsaetning er givet viagi = 10,96 kr. pr. stk.

50000 | DB 7 Kr.
200000 -
150000 - /—\
100000 -
50000 -
0 | | | . Istk.
0 20000 40000 60000 80000

Fig. 4.3.3
Pa figuren ses grafen for funktionen DB(q),1§10593 ; 7700R. ¥

Pvelse 4.3.16.

| denne gvelse arbejdes med en linezer afsaetningdmgen progressiv omkostningsmodel.

@velsen medtages for fuldstaendighedens skyldéskrivelsen af afsaetningsfunktioner og den "udiéddeskrivelse
af omkostningsfunktioner) selvom sadanne modddker direkte hgrer under bogens matemattskea.

Pa baggrund af en forbrugerundersggelse og pauradjgf tidligere erfaringer har man i en virk-
somhed estimeret, at sa leenge prisen er stgrré(kd pr. stk. og mindre end 115 kr. pr. stk., s
vil det afseetningsmulige antal termokander falde 5@0, for hver krone prisen pa termokander
seettes op. Man har desuden fundet ud af, at masakfge 20.000 termokander pr. kvartal, hvis

prisen er 100 kr. pr. stk.

Ved den produktionsstarrelse, der arbejdes medeh&itksomhedens omkostningsfunktion pro-
gressiv, og man har skgnnet, at de variable enhddssininger VU(q) kan beskrives ved udtryk-

ket: VU(q) = 40 +ﬁooq, hvor de 40 kr. star for de konstante udgifter peatiuktion af én termo-

kande (normal arbejdslgn, udgifter til ravarer, lmedens Ieddefsl—mq star for den forggelse i

omkostningerne pr. termokande, der skyldes forpgetuktion (progressiviteten).
Man skgnner desuden, at de faste omkostningerGe@@J kr. pr. kvartal.
Det antages, at der produceres lige sa mange tarmdek som der kan salges.

a) Bestem et udtryk for Pr(q) — og tegn grafen foqPr(

b) Beregn den optimale produktions- og afsaetningsssaripr. kvartal

c) Beregn den tilsvarende pris og den tilsvarendetprof

d) Beregn break-even-punktet og profitgreensen. Koméneasultaterne.v
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Pvelse 4.3.17.

| gvelse 2.4.25 omtales det ugentlige antal busgg@ssr med det kommunale trafikselskab i en
starre by. Afsaetningsfunktionen er her lig med pgssantallet A(p) som funktion af billetprisen p.
a) Bestem afszetningselasticiteten, nar billetpresel 2 kr.

b) Bestem omsaetningselasticiteten nar det ugentigsagerantal er 650.000.

c) Kommentér resultaterne, herunder hvad de dgdretyder. v

Pvelse 4.3.18.

Virksomheden Jammy-Jammy A/S fremstiller bl.a. pimarmelade, og det er afssetningsforhol-

dene for dette produkt , der undersgges i denniseave

Det har vist sig, at ved salgsprisen 24 kr. prk&yg virksomheden afszette 14.000 kg pr ar, samt at

afsaetningen falder med 8 % for hver krone, prisefkgforagges med.

a) Bestem en funktionsforskrift for afseetningsfunkgar(afsaetningen som funktion af prisen).
(Afszetningen males i kg pr. ar og prisen i kr.koy).

b) Hvor meget eendres omsaetningen, hvis prisen aendrd kr. pr. kg til 29,75 kr. pr. kg ?

c) Bestem afsaetningselasticiteten, nar prisen er 2drkkg.

d) Bestem en funktionsforskrift for prisfunktionenigen som funktion af afsaetningen).

e) Bestem en funktionsforskrift for greenseomseetnirggen funktion af afseetningens starrelse.

f) Bestem den optimale produktions- og afseetningsdsarridet det oplyses, at de variable en-
hedsomkostninger er konstant lig med 11 kr. pr(dggvi antager, at der produceres lige s& me-
get som der kan afseettes).

g) Bestem den optimale salgspris og det optimale dagkhidrag.v

@velse 4.3.19.
For en bestemt type slik har det vist sig, at aigagen falder med 3 % for hver krone prisen seettes
op, samt at ved en pris pa 11,50 kr. pr. pakkdseetmingen 12.500 pakker pr. uge.

a) Vis at afsaetningsfunktionen er givet ved forskriftey(p) = 177433097
b) Bestem prisen p som funktion af den afsatte maeqgde

c) Bestem omsaetningen som funktion af q
d) Bestem den veerdi af g — og den dertil hgrende—pdisr giver maksimal omsaetning.

Virksomhedens omkostninger ved slikproduktioneB@000 kr. i faste omkostninger plus 2 kr. pr.
pakke. Vi antager, at der afsaettes lige s& meget,der produceres.

e) Bestem profitten (fortjenesten) som funktion af g

f) Bestem starrelsen af den optimale produktion, @tillsvarende pris, og den maksimale profit.
g) Sammenlign svarene i pkt. d) og f) — og kommerdsultatet.v

@velse 4.3.20.
| denne opgave betragtes efterspgrgslen af kaffefgoktion af prisen.
Hvis prisen ligger imellem 36 kr. pr. kg og 70 fr. kg, kan der for det jyske marked regnes med
falgende sammenhaeng mellem efterspgrgslen q agnpois
qp) = K- &
hvor K, a og b er positive konstanter, og hvor gpagales i hhv. kg pr. uge og kr. pr. kg.
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Veerdierne af K og a er estimeret til at veere: K08.000 og a = 250, og desuden har det vist sig, at

der eftersparges 93.000 kg pr. uge, nar prise &r.5r. kg.

a) Bestem veerdien af konstanten b.

b) Skitsér grafen for q(p)pd [36;70].

c) Diskutér/Beskriv med ord rimeligheden eller urigbeden af grafens udseende, dvs. af efter-
spgrgselsmodellen for kaffe pa det jyske marked.

d) Bestem efterspgrgselselasticiteten, nar prise &r.4or. kg

e) Forklar (med ord), hvad den beregnede starrelke dp star for/betyder/beskrivem

Pvelse 4.3.21.
Virksomheden "Det gamle Bageri” fremstiller pebedder. Det har vist sig, at afseetningen falder
med 4,5 % for hver krone, prisen pr. kg. foragasytsat der kan afszettes 8000 kg (pr. ar), nar pri-
sen er 42 kr. pr. kg.
a) Bestem en funktionsforskrift for afseetningen q ganktion af prisen p
(g malesikgpr. & og p ikr. pr.kg)
b) Bestem afsaetningselasticiteten, nar prisen er 4frkkg
c) Bestem omseetningselasticiteten, nar prisen er.3rkkg.
d) Forklar, hvad de fundne veerdier i b) og c) betyder.

@velse 4.3.22.

Den manedlige afsaetning g af en given vare antaigasne beskrives ved funktionen: q §,
hvor p er varens pris.

Man har fundet ud af, at hvis p = 28 kr., s er&p60 stk., og hvis p = 40 kr., sa er q = 4000 stk.
a) Bestem veerdien af parametrene a og b

b) Bestem den procentvise stigning i afseetningen, prigsen pa varen nedsaettes med 7 %.

c) Bestem omsaetningen Oms(q) som funktion af afsaatning

Virksomhedens omkostninger ved produktionen erd@Ks. i faste omkostninger plus 15 kr. pr.
enhed. Vi antager, at der afseettes lige sa mewatdsr produceres.
d) Bestem den optimale produktionsstagrrelse, deratisswde pris og den maksimale fortjeneste.

Pvelse 4.3.23.

Virksomheden GUF A/S fremstiller en bestemt typaliketschokolade, hvorom det har vist sig, at

afseetningen falder med 6 % for hver krone, priseades, samt at nar prisen er 22 kr., sa kan der

afseettes 28.000 stk. pr. maned.

a) Bestem en funktionsforskrift for afseetningen q ganktion af prisen p — og tegn dens graf.

b) Bestem en funktionsforskrift for den tilsvarendevemdte funktion, dvs. for prisen p som funk-
tion af afsaetningen g

Det antages, at virksomheden afszetter lige sa pmmetden producerer, samt at de totale produk-
tionsomkostninger er givet ved: Tomk(qg) = 8q 92000 kr. pr. maned
c) Bestem en funktionsforskrift for gevinsten (pradit) som funktion af det producerede og afsat-
te antal vareenheder g
d) Bestem den optimale produktionsstgrrelse og detil herende pris
(Husk at argumentere for, at der er tale om deimabe¢ produktionsstarrelsey.
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@velse 4.3.24.

Tobaksfirmaet SMOG arbejder i deres interne afsggsainalyser med en afssetningsmodel med lav
prisfglsomhed, idet de for cigaretmaerket STYLE slanat der er falgende sammenhang mellem
afseetningen x (malt i antal afsatte pakker pr. talpog prisen p (malt i kr.):

x = 200.000 -35000&**?
a) Skitsér grafen for x som funktion af p, hvarp10 ; 35 kr.
b) Bestem en funktionsforskrift for omsaetningensDh som funktion af afsaetningen x.

Firmaets omkostninger pr. kvartal er 900.000 kd ga produktion pa 150.000 pakker og 780.000
kr. ved en produktion pa 120.000 pakker. Det argageder er en lineser sammenhaeng mellem
produktionsomkostningerne og det producerede aatdter, samt at der afszettes lige s& meget,
som der produceres.
c) Bestem en forskrift for virksomhedens gevinstfuakt{profitfunktion) Ge(x), hvor x er det
producerede og afsatte antal pakker pr. kvartal.
d) Bestem den gevinstoptimale produktionsstgrrelsg dem hertil hgrende gevinst.
Vejledning:
» Start med at vise, &€'(x) =0 < h(x) = g(x), hvor

10x
h(x) =10[In(200000- Xx) o X) =—— + 85605
(x) =101 In( )og g0 =

» Vis, at h er aftagende og g er voksende
» Argumentér for, at der kun kan veere én lgsnintl ¥gningen Ge'(x) = 0, at Ge'(x) > 0

for x < X, 0og atGe'(x) < Ofor x > % — og at funktionen Ge derfor har maksimurg i X

> Bestem y - f.eks. ved anvendelse af "solver” pa grafregmere
> BeregnGe(® v

Eksempel 4.3.25.

| dette eksempel vil vi se pa reklamens indvirknirdgafsaetningen q(p) af en given vare.

Almindeligvis bevirker en reklameindsats, at deeti given pris kan afssettes mere, hvormed af-

seetningskurven i en given model forrykkes opad fifiur 4.3.4).

Det er her rimeligt at forvente, at den forggelsg£M) i afseetningen, der forekommer p.gr.a. re-

klameindsatsen til veerdien M, er en voksende fonkaf M, hvilket ogsa er antydet pa figuren.

Det er desuden rimeligt at forvente, at.gM)

A (nar M er blevet starre end en vis veerdi) vokser
Afsaetning med aftagende veeksthastighed (hvorfor ?).

Der er her flere mulige modeller, men den mest

realistiske skannes at svare til fglgende kurve:

q exira

Fig. 4.3.4 Fig. 4.3.5

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 149 -

Pa figur 4.3.5 ses en model faig som funktion af M, der minder om en logistisk ftiok. Denne
model bygger pa den formodning, at reklameindsatekal op pa en vis starrelse far der kan re-
gistreres en effekt pa afseetningen, samt at deseolgr en "maetning” i reklamens betydning for
afsaetningen.

| denne model antages det (jfr. figur 4.3.4), at«er den sammg@or en given reklameindsats)
uanset prisens stgrrelse, dvs.

Gat = d(P) + QAxrdM).

Hvis man derimod mener, at afssetningen forggesendsbstemt faktoisom afhaenger af reklame-
indsatsen, sa ma man gange q(p) med et led af fypgiM), hvormed vi far:

Gat = q(p)FextrdM)
hvor der om multiplikationsfaktorer,f, gaelder, at:w40) = 1 0g &« M) kan beskrives ved en
logistisk veekstfunktion.
Naeste skridt i modelleringen er at fa sat vaerdiealfe de indgdende parametre/stgrrelser i beskri-
velsen, men vi vil stoppe her med denne mere ogieemte beskrivelse af modeldannelsen.

Andre gkonomisk, behavioristiske emner.

Eksempel 4.3.26.

| dette eksempel betragtes effektiviteten af enartegjder i en virksomhed. Medarbejderen frem-
stiller produktet P. Vi vil teenke 0s, at der enéerniale om en ny medarbejder eller et nyt produkt —
eller evt. begge dele. Til at begynde med er affgkten mindre god, men p.gr.a. indleering forages
effektiviteten, hvormed den anvendte tid T pr. ehhEP aftager. Ved den optimalt opnéaelige effek-
tivitet er tidsforbruget J: pr. enhed. (Tiderne kan f.eks. males i minutter)

Almindeligvis vil det veere sadan, at jo teettere arbdjderen kommer pa den optimale tid, desto
vanskeligere bliver det at forbedre effektivitet¥inlader x betegne det antal enheder af P, som
medarbejderen i alt har produceret, og T(x) betelgmetid, der anvendes til produktion af den nae-
ste enhed, nar medarbejderen allerede har producendeder.

For en lilletilvaekst i antallef\x kan vi med rimelighed antage, at tilveeksédni T(x) tilneermel-
sesvist er proportional med savel T(x) opt T dvs. med forskellen mellem den faktisk anvertidte

og den optimale tid, som mék.

At vi kan tale om en lillgilveekst i antallef\x skyldes — som omtalt i indledningen til afsnitet
gkonomisk, behavioristiske emner —, at vi vil tléeos at arbejde med en kontinuert opfattelse af de
variable og med en differentiabel ("glat”) funktion

Der geelder saledes:

AT = — <0 T(x) — TopyAX
hvor s er en positiv konstant, der forteeller nagetmedarbejderens indlaeringshastighed. Minusset
foran s’et er medtaget, id&T er negativ, idet T(x) aftager. (Bemeerk, at T(X)op: 0gAX > 0).
Ved at dividere medx, og ved at bemaerke, &x er lille (dvs. ved at ladAx ga mod 0), far vi:
T'(x) = = SIT(X) — Topy)
Ifglge seetning 3.6.6 og eksempel 3.6.7 har vi tiu, a

T(X) = Topt+ (T(0) — Topt )&

hvor T(0) er den tid medarbejderen bruger ved pkodoen af den fgrste enhed.
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Grafen for T(x) ser ud som vist pa falgende figi8.&:

tid pr enhed

T (O)'X

opt

antal enheder

Fig. 4.3.6

Af savel funktionsforskriften som grafen for T(xgMmgar, at: T(X)> Topr for x - oo.
(Kommentér dette !)

Det har for en gennemsnitssyerske pa en tgjfatieiklaver kvaliteteskjorter, vist sig, at T(0) = 45
minutter pr. enhed, at T(20) = 38 minutter pr.eshbamt at J,: = 30 minutter pr. enhed.

Herud fra finder vi, at: T(x) = 30 + & 00314

Det overlades som en gvelse til lseseren at koateotlenne udregning, og at tegne grafen for T(x).
Hvis vi vil beregne den samlede tdvendt til produktionen af de 25 farste skjorsérkan bereg-
ningen gennemfgres saledes (kontrollér) (idet tridpger T(x) som en kontinuert model):

25 25 _
Tialt,25 stk. = _[0 T(x)dx = J-o (30.,.15@ 0,031432)dx

25
—|30x+15@003x g 1 = 1010
-0,03143|,

Den samlede tid ved produktion af de 25 fgrsterij@r altsa ca. 1010 minutter.

@velse 4.3.27.

Beregn hvor mange skjorter syersken i eksempe2@ skal have produceret, far nedgangen i tiden
pr. enhed er mindre end 1/3 minut.

(Vejledning Benyt differentialkvotienten af T(x) til beregnieig/vurderingen, men kontrollér resul-
tatet ved beregning af relevante funktionsveerddlemmentér metoden)y

@velse 4.3.28.
Produktionstiden PT pr. enhed for en ny medarbejdervirksomheds samleafdeling kan beskrives
ved en funktion af typen:

PT(x) = c +b[& ™
hvor a, b og c er positive konstanter, og hvor argal enheder, som medarbejderen har produceret.
Produktionstiden for den farste enhed er 36 mmproduktionstiden for den 21. enhed (dvs. efter
20 enheder) er 30 min. Efter lang tids treeningdates medarbejderens produktionstid at falde til
20 min. pr. enhed.
a) Bestem veerdierne af a, b og ¢
b) Skitsér grafen for PT
c) Efter hvor mange enheder kommer produktionstideenined under 25 minutter ?
d) Bestem den samlede produktionstid for de 50 fanskeder. v
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Eksempel 4.3.29.

Virksomheden "Cleanpaper” markedsfagrer en ny tygpuenlige kakkenruller. Virksomheden
regner med at kunne erobre en vis del af markedtsdes at det solgte antal kakkenruller s(t) pr.
dag efter en kortere eller laengere indtreengningsgenar op pa veerdien M, hvor markedet ma
siges at veere meettet. Det er klart, at salgetgy vokser mest "frit” (uhindret) i begyndelsen (i
tiden efter lanceringen pa markedet), men at vaekstalget pr. dag efterhanden bremses op, jo
taettere salget kommer pa meetningsveerdien M.

Vi kan derfor med rimelighed antage, at hatser et "lille” tidsinterval, sa er forggelsés i salget

pr. dag tilneermelsesvist proportional med badeakttelle salgstal pr. dag, med afstanden til maet-
ningen, og medt, dvs.

As= cB(t) (M — s(t)) [At
hvor c er proportionalitetsfaktoren. (Overvej rigbkeden af disse antagelser !!).
Ved at dividere medt pa begge sider af lighedstegnet og udnyttAt at lille, far vi i alt, at salgs-
tallet pr. dag opfylder falgende ligning:
s(t) =d5(t) M —s(t)
Ifalge seetning 3.6.9 findes en positiv konstanty sohér kalder b, idet ¢ er "optaget”, sdledes at:

Salget s(t) pr. dag, hvor t er tiden efter intraitaken pa markedet, opfylder ligningen:

S(t) :L
1+ b@_CMt
hvor M er den forventede maetningsvaerdi for produysdemarkedet, og hvor ¢ er en konstant som
fortaeller noget om produktets indtreengningshastigiéemarkedet.
Salgstallet pr. dag kan altsa beskrives ved erstisgiveekstfunktion.
| en sddan model taler man ofte om en introdukfamesen veekstfaseg en meetningsfaswarende

til hhv. den farste, den midterste og den sidstafleurven. v

@velse 4.3.30.

Beleert af erfaringer med indtreengningshastigheéenarkedet for andre produkter estimerer virk-
somheden Cleanpaper i eksempel 4.3.29, at cM = D@viste sig desuden, at der i begyndelsen
blev solgt 1000 stk. pr. dag, samt at der efted&ge blev solgt ca. 3300 stk. pr. dag.

a) Bestem veerdierne af konstanterne M og b i modellen.

b) Skitsér grafen for s(t), [ [0;15@

Cleanpaper definerer deres introduktionsfase tibag indtil det daglige salg er foraget med 50% af
begyndelsesvaerdien, og de definerer deres meetagsegsf at starte, nar det daglige salg er oppe pa
90 % af maetningsveerdien.

c) Beregn hvor lang tid introduktionsfasen og veekstliagrer for de betragtede kakkenru#er.

Eksempel 4.3.31.
En virksomhed markedsfarer en ny type vaskepulveegger med, at det solgte antal kg S(t) pr.
dag tilneermelsesvist kan beskrives ved en logis@skstfunktion:

a
S(t) =
© 1+be™
hvor a, b og c er de konstanter, der fastleeggeetierd (Bemeaerk, ata=M, b=cogc= —kMi

seetning 3.6.9, men som bekendt kan man navngieesimstanter og variable, som man vil).
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Virksomheden estimerer pa baggrund af en marketisanag tidligere erfaringer, at det nye pro-
dukt efterhanden kan erobre en markedsandel, sarersi en afszetning pa ca. 5000 kg pr. dag.

| begyndelsen blev der solgt ca. 1000 kg pr. dggefter 40 dage blev der solgt ca. 2100 kg pr. dag.
Ud fra disse informationer kan parametrene a, b dastleegges pa falgende made:

Da S(t) er en logistisk veekstfunktion har vi (geetning 3.6.12), at S(t) a for t— oo.
Dette giver os, at a = 5000. Og da S(0) = 100is@ir. seetning 3.6.12), at b = 4. Endelig kan ¢

bestemmes af s(40) = 2100, idet c er den enestenbdt i ligningen: 2100 ﬂ
1+46°40

Vi finder (kontrollér), at ¢ =—0,02659, hvormeid alt ser, at:
_ 5000
s = 1+ 4@ 002659t
Grafen for S er vist pa falgende figur:

k 5/ kg pr.dag

4000+

3000+

2000+

20 40 B0 80 100 120 140 180 180 200 t/dage

Fig. 4.3.7
Hvis vi gnsker at finde det samlede salg i lebeteafarste 60 dage, s& beregner vi:
60 dt = 60 5000 d
.[0 St)dt = Io 1+ 4 [o-0.0265% t

For at udregne dette integrale anvendes saetnintd3¥i skal imidlertid fgrst bestemme stgrrelsen

k, som indgar i seetning 3.6.14. Men da kM = 0,026 = a = 5000 ser vi, at k = 5,318°°.
Ifalge seetning 3.6.14 far vi nu (kontrollér):
60

60 60 5000 1 0,0265%
t)dt = dt = | —T[In(e™ +4 = 109.066

Ifalge modellen szelges der altsa ca. 109.000 #hetlaf de farste 60 dage.

@velse 4.3.32.

Betragt salget af vaskepulver i eksempel 4.3.31

a) Forklar, at §t) er den hastighed, hvormed det daglige salggesg

b) Vis, at efter 40 dage forgges det daglige salg cae®2,4 kg pr. dagv

@velse 4.3.33.
Bestem det samlede salg i lgbet af de farste 86 dagelse 4.3.30 (Jfr. eksempel 4.3.3%).
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Kap. 5: Graensebetragtninger og asymptotiske forholdor
logaritme-, eksponential- og potengfldtioner.

5.1. Grundleeqggende egenskaber.

| kapitel 1 har vi allerede omtalt en reekke grurgtjemde egenskaber i forbindelse med greensebe-
tragtninger. Disse opsummeres og suppleres i dgarfde saetning.

Laeseren opfordres indtraengende til at lave "snwilréir, der skitserer de beskrevne situationer.
(Der kan hentes inspiration ved figurerne i kapltehfsnit 1, 3, 4 og 6)

Seetning 5.1.1.

1) For en vilkarlig voksende logaritmefunktiomdazelder, at:
loge(X) —» —o for x - O+ 0g logx) — o for X - o
Dette gaelder saledes ogsa for In og for log

2) For en eksponentiel vaekstfunktio‘thar vi:
Hvis a > 1, dvs. hvis [B er voksende, sa geelder der at:

bA - o for x- o og B -0 for xo —o
Hvis 0 < a < 1, dvs. hvisl# er aftagende, sa geelder der at:
bE - 0 for x- o og B - o for x- —

3) For en eksponentiel veekstfunktioféd har vi:
Hvis k > 0, dvs. hvis B* er voksende, s& geelder der at:

be” _ o for Xx- o 0g B . 0 for x— —o
Hvis k < 0, dvs. hvis B er aftagende, s& geelder der at:
be* - 0 for x- 0g B . o for x- —o

4) For en potentiel vaekstfunktiorxbhar vi:
Hvis r > 0, dvs. hvis &' er voksende, sa geelder der:

M — o for Xx- o 0g B - 0 for x- O+
Hvis r < 0, dvs. hvis B' er aftagende, sa geelder der:
X" - 0 for Xx- o 0g R - o for x- O+

Bevis:

Ad 1): Ifglge seetning 1.1.5 har vi, at Dm(ipg R. og Vm(log) = R. Kombineres denne informa-
tion med forudseetningen om, at &y voksende (dvs. at ¢ > 1, jfr. seetning 1.1r@nkommer det
anfarte resultat (overvej dette naermere !).

Ad 2): Da en eksponentiel vaekstfunktion blot er en eksptialfunktion med en positiv konstant b
ganget pa, fremkommer det anfarte resultat dirakssetning 1.3.2 pkt. 7).

Ad 3): Da e blot er en anden méade at skrivig*lpa, fremkommer det anfarte resultat direkte af
pkt. 2, samt af seetning 1.4.6.
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Ad 4): Ifglge definition 1.6.1 og seetning 1.6.4 1) hiamt Dm(X) = R, og Vm(X) = R, . Kombine-
res denne information med saetning 1.6.4 2) og neeéalitum, at b blot er en positiv konstant gan-
get pa, fremkommer det anfgrte resultat. (Ovemvgj !

Hermed er seetningen bevist.

Pvelse 5.1.2.

Undersgag falgende funktioners graenseforhold (esgiatgsmalstegnet med det korrekte svar):
a) 126™ . 2 forx— o b) 12¢”* - ? for x— —oo

c) Inx&* - ? forx— O+ d) InXe® - ? forx— oo

e) X*—e* . ? for xo f) X*—e* o ?for x- O+

g) W?%OH ? forx- o h) 3000-24 - ? for x— o

) =3, ? for x» o ¥

| forlaengelse af gvelse 5.1.2 kan det bemaerkéwjisiwi f.eks. vil undersgge, hvad der sker med
2,3

funktionen f(x) = for x gdende mod uendelig, s& har vi et probletet, ¥° - © for x - o

9X
09 1,89 - o for x - o, dvs. bade teeller og neevner i braken gar modaligndg hvad gar sa
hele brgken imod. For at illustrere, at der ikk@@get generelt svar pa dette spgrgsmal, anfates de

falgende eksempel 5.1.3. Og i det naeste afsnipredfnogle begreber og vises nogle saetninger,
som bl.a. kan give svaret i den konkrete situation.

Eksempel 5.1.3.

Formalet med dette eksempel er at demonstrerey gtk findes nogen generel regel for, hvad en
brgk gar imod, nar dens teeller og neevner hverifong samtidig gar mod uendelig:

a) Lad f(x) =X og g(x) = X. Viserda, at f(x)»  for x- o 0g g(X)— « for X - o.

5
Dam:x—szx2 serviat 1) | for x - o
9(x)  x 9(x)
b) Lad f(x) =X og g(x) = X. Vi ser da, at f(x)» © for x— o o0g g(X)— « for Xx- o,
2
Damzx—:i ser vi at: L) - 0 for X - o,
gx) x°® «x* 9(x)
c) Lad f(x) = 5% og g(x) = 17%. Viserda, at f(x)»  for x— o o0og g(X)- « for X - o.
3
Dam:‘r’i=£ ser vi at: L) - > for x - .
g(x) 17x® 17 9(x)

Vi har altsa i alle tre tilfeelde to funktioner, s@ar imod uendelig for x gaende mod uendelig, men
brgken imellem de to funktioner gar henholdvis meddelig, nul 0%57 v
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5.2. At ga hurtigst mod uendelig.

Definition 5.2.1.

Lad f og g veere to funktioner, som opfylder, &) f( o for X — o 0og g(X)—» o for x - o

1) Vi siger, at f(x) gar hurtigere mod uendeligley{x), hvis
m —~ o for Xx- o
9(x)

2) Visiger, at f(x) og g(x) gar lige hurtigt moendelig hvis der findes en konstant c, s
f(x)
9(x)

3) Vi siger, at f(x) gar langsommere mod uendetid g(x) hvis
f(x)
9(x)

-~ Cc for x- o

-~ 0 for Xx-

Vedrgrende logaritmefunktioners indbydes forhokgp®nentialfunktioners indbyrdes forhold og
potensfunktioners indbyrdes forhold geelder fglgesaéning:

Seetning 5.2.2.

1) To vilkarlige voksende logaritmefunktioner {amg log gar lige hurtigt mod uendeligt.

2) Om to vilkarlige, voksende eksponentialfunkéod og d' geelder:
« Hyvis a>d, sa gar‘durtigere mod uendelig end d

« Hvisa=d, sagaragd lige hurtigt mod uendelig

« Hvis a<d, sa gar‘dangsommere mod uendelig erfd d

3) Om to vilkarlige, voksende potensfunktioneog X' geelder:
» Hvis r > q, s& garHhurtigere mod uendelig end x

* Hvisr=q, sdgar>g X lige hurtigt mod uendelig

« Hvisr < q, sa gar'’dangsommere mod uendelig erfd x

Beviset for denne saetning bygger direkte pa kontioinaf saetning 1.1.8, seetning 1.2.7 2) og 5),
seetning 5.1.1 og definition 5.2.1, og det overladdseseren som en gvelse.

Nar vi derimod blander de tre funktionstyper, btigguationen straks vanskeligere. Vi far her brug
for fglgende hjeelpesaetning, inden vi kan beviseg#elilende saetning.

Seetning 5.2.3. (Hjeelpeseetning til beviset for seetning 5.2.4)

For alle x[O R, geelder der, at:ln—x < 1

X Jx

. nx
, hvoraf vi ser, aL -~ 0 for x - »
X
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Bevis:
1 /x = Inx EIi

Inx . , X 2x
——, Viser,at Dm(f) = R, samt atf'(x) = :
Jx (x)?

hvilket kan reduceres tilf '(x) = . Af fortegnsvariationen for'f ses (kontrollér), at f har

Betragt funktionen f(x) =

2-Inx

2x/X

maximum i x = & samt at dette maximum er e % = 0,7358. Specielt ser vi altsa, at f(x) < 1 for

alle x > 0, dvs.mTX < 1 for alle x > 0. Ved at dividere medix (som er positiv) pa begge sider af
X
ulighedstegnet far vi det gnskede.

Da\/; - o forx = oo, servi,ati - 0 forx - . Da O<In_x <iforallex>1

Vx x  Wx

o . In x . .
far vi hermed, at— - 0 for x - o, hvormed saetningen er bevise.
X

Seetning 5.2.4.

X

1) Forallea>1ogaller>OgaeIde?%aoo for X - o
X

dvs. enhver voksende eksponentialfunktionhgdétigere mod uendelig end enhver voksende
potensfunktion.

r

2) Foraller>OogaIIec>1gaeIde|+:L - o0 for x - o
0g. X

dvs. enhver voksende potensfunktion gar hemgignod uendelig end enhver voksende logarit
mefunktion.

X

3) Forallea>1oga||ec>1gaelde|+:a; o0 for X » o
0g, X

dvs. enhver voksende eksponentialfunktionhgdétigere mod uendelig end enhver voksende
logaritmefunktion.

Bevis:
Vi starter med at bevise pkt. 2), og vi starter raede pa logaritmefunktionen In.

Ifglge seetning 5.2.3 geelder der,l%\i;E - 0 for t - oo, hvor vi kalder den variable t i stedet for x.

. . . . In(x'
Hvis vi seettert =%, sd har vi: t- © < X — o, hvormed vi ser, at# - 0 for x - .
X

r

Da bade %og Inx er positive, nar x gar mod uendelig (faktigr x > 1), er dette det samme som at

XI’

In X

r
Da In(X) = rlhx , erln—rx -1 M , hvormed vi i alt far (overvej!), at:ln—rx - 0 for x - o
X X X

- o for x - o, hvormed det gnskede er bevist for In.
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Hvis vi nu ser pa log stedet for In, sa har vi ifglge seetning 1.1t9, fog, x = Ii (n x, hvor-
nc

r XI’
= IncEF—.

med vi far, at:
log. x In x

r
—»00f0I’X—>00.

. . . X"
DaInc > 0, idet ¢ > 1, far vi direkte afl:—_>ooforx_>oo, at
nx

Ad 1):

X
Af bevistekniske arsager saetter vi: g(x7€r=, og Vi ser farst pa In(g(x)). Vi har:
X

log, x

In(g(x)) = In(&) —In(xX) = xilha - flhx = Xtﬁlna—rd%j

Ifglge saetning 5.2.3 gar parentesen i dette udtrglt Ina, og da a > 1 — og dermed Ina > 0 — ser vi,
at In(g(x)) - o for x — .,

Da e° - o for s— o servived at satte s = In(g(x)), ef®*) _ « for x - o.
a* . a* .
Og dae"™ = g(x) = = servi,at = - o for x — e, hvormed det gnskede er bevist.
X

X
Ad 3):

Denne regel er en direkte konsekvens af pkt. D)oBet er indlysende , at hvi§ gér hurtigere
mod uendelig endog X gar hurtigere mod uendelig end fogsd méa aga hurtigere mod uendelig
end logx. Beviset er da ogsa ganske simpelt og bygge) p§ 2) idet vi f.ekshar, at:

a* _a* _ x? a® x?

— ,ogda—2_>00forx_>oo 0og
log.x x“ log. X X log, X

Hermed er seetningen bevist.

- o for x - o, f&s det gnskede.

Bemeerk, at der altsa er en slags "hierarki” i dedggede funktioner, idet eksponentialfunktioner
gar hurtigere mod uendelig end potensfunktionam &®n gar hurtigere mod uendelig end logarit-

mefunktioner.
r

Bemeaerk desuden, at hvis vi i seetning 5.2.4 "vebdekerne om” sa far vi, at- - 0 for x - o,
a

dvs. at enhver voksende potensfunktion gar langseneamod uendeligt end enhver voksende eks-
ponentialfunktion — og tilsvarende med de gvrige.

@velse 5.2.5.
a) Skitser graferne for funktionerne f(x) = 03" og g(x) = 500&° i samme koordinatsystem.

Undersgg brﬁkenf% for x gaende mod uendelig, og kommentér resultatet
g(x

b) Skitser graferne for funktionerne f(x) = 3B& og g(x) = 0,00&%°%

i samme koordinatsystem.

Undersgg brﬂkenf% for x gaende mod uendelig, og kommentér resultavet
g(x
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| forlaengelse af saetning 5.2.4 anfgres fglgendeisgedm nogle specielle graenseveerdier, hvis
bevis anvender reglerne i saetning 5.2.4:

Seetning 5.2.6.

1) Hvisr>0ogc > 1, geelder der, at:
x" dog,x - 0 for x - 0+ og specielt x"Onx - 0 for x - 0+

2) Hvis 0 < a<1,sagelder for ethvert R, at: x"[@* - 0 for x -

Beuvis:

log, t
tr

den variable kaldes t i stedet for x). Hvis vi sgett=1, s& har vi, at: % 0+ < t - oo

Ad 1): Som omtalt kan pkt. 2) i seetning 5.2.4 ogsa asfgétedes: - 0 for t - o, (hvor

log. (2
Kombineres dette far vi:g+(rx) L0 for x> 0+,
X
log.(}) _log,1-log, x .
a flc)(rx) =2 1 Je X = _xr [og, X, servi altialt, atx" dog. x - 0 for x - 0+
' X"

X r
Ad 2): Seetq A og dermed a =1— Vi har da, at: x" [&* = x' [EEJ = X—X
a q q q
r
Da g > 1 (idet O< a<1) far vi ifglge saetning 5.2.% at hvis r > 0, s& gaeldef% -0 for X -» o
q

. . . . x'
Hvisr=0,sd er'x1,og dafj— « forx — o har vi ogsa her, at— - 0 for x - o

Hvis endelig r < 0, sa har vi, at: x 0 for X » o, samtidig med atg- o for x — o, sd ogsa i
e X'
denne situation far vi, at:— - 0 for x - c.
q

X' : :
Da x" [&* = — er szetningen hermed bevise.
q

Pvelse 5.2.7.

a) Skitser graferne for funktionerne: f(x) = 10008° og g(x) = 4000M,9° .
Undersgg f(x3i(x) for x gdende mod uendelig — og kommentér tatatl

b) Skitser graferne for funktionerne: f(x) =& og g(x) = 0,5x
Undersgag (@ (x) for x gadende mod nul fra hgjre — og kommenrgdultatet. v

Pvelse 5.2.8.
Argumentér for, at der for ethverflR og ethvert KIR, geelder, at:x" @™ - Ofor x - o
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5.3. Asymptotiske forhold.

En asymptote for en funktion er en linie, som fimhkéns graf nsermer sig til, nar man "bevaeger sig
uendeligt langt vaek”. Vi siger, at linien er asyotpttil grafen for feller kort: at linien er asympto-
te for £ Der er tre typer af asymptoter: vandrette, éttérog skra.

En vandret asymptote er en linie med ligninger: ky Da vi f.eks. har, at*e- 0 for x - —o, er
linien med ligningen: y = 0 (dvs. 1.aksen) asymgpfor €.

Generelt geelder der, at 1.aksen er vandret asyenfatioenhver ekspontialfunktion og dermed en-
hver eksponentiel vaekstfunktion, samt for enhvixgeinde potensfunktion og dermed aftagende
potentiel vaekstfunktion (dvsDBb, hvor r < 0), hvorimod ingen logaritmefunktion ear vandret
asymptotet (forklar disse ting naermere !).

En lodret asymptote er en linie med ligningen: k #forbindelse med logaritme-, eksponential- og
potensfunktioner har vi en lodret asymptote meditigen x = 0 (dvs. 2.aksen) for alle logaritme-
funktioner og for alle aftagende potensfunktiortbrs( X, hvor r < 0), hvorimod ingen eksponenti-
elle veekstfunktioner har en lodret asymptote. (Rortisse ting naermere !).

En skra asymptote er en linie med ligningen: y =ak(c+# 0). Betingelsen for, at en funktion f har
en skrd asymptote med ligningen y = cx + d er, at:

f(x) —(cx+d)-» 0 forx » o eller f(x) — (cx + d)» O for x - —o
(Det kan altsa enten veere en skra asymptote imeemde eller i den anden ende — eller evt. i beg-
ge ender, men i sidstneevnte tilfeelde har de ikidv@mdigvis samme ligning).

Eksempel 5.3.1.

Jx

Betragt funktionen f(x) = 2x -5 'Exl Da f(x) — (2x = 5) =\2/—x; ser vi ifglge seetning 5.2.4 1), at

f(x) — (2x — 5) - 0 for x - o, hvormed linien med ligningen y = 2x — 5 er sksymptote for f.v

| forbindelse med skra asymptoter gaelder der falgesgetning, som i denne sammenharned-
taget som en "hjeelpesaetning” for den efterfalgesadning.

Seetning 5.3.2.

1) Hvis en funktion f har en skra asymptote for x», sa gaelder der:
f(X) > o for x - o eller f(x) - —o0 for x - o

Hvis en funktion f har en skra asymptote for x-0, sa geelder der:
f(X) > o for x - —oo eller f(x) > —o for x - —o0

2) Hvis en funktion f har en skra asymptote mgditigen: y = cx + d, sa er fglgende opfyldt:

Hvis f(x) — (cx +d)— O forx — o sa geelder der: Rl -1 for x - o
cx+d

og tilsvarende:
f(x)

Hvis f(x) — (cx +d)— O forx — —o sa geelder der: -1 for x - —

cx+d
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Bevis: Ad1): Lady=cx +d (¢ 0) veere asymptote for funktionen f.

Der er da fire muligheder: a) c > 0 og asyngnadr for Xx— o, b) ¢ <0 og asymptoten er for
X — 00, c) ¢ >0 og asymptoten er for-x—o, d) c <0 asymptoten er forx —oo,

Beviset forlgber ens i alle fire tilfeelde, s& viessmed at se pa et af dem, f.eks. d).

Day = cx + d er asymptote for f, ved vi, at f&xjex + d)— 0 for x — —0, og da ¢ < 0 ved vi ogsa
(overvej!), atcx + ds o for x » —oo. Heraf fglger, at f(x)» o for x - —oo .

Ad 2): Beviset for x gdende mod uendelig og bevisekfgaende mod minus uendelig forlaber
helt ens, sa vi ngjes med at vise den fgrste af Bamcx +d — « for x - « har vi falgende:

f(x) = (ex +d) » 0 for x » - F)=@X*D 5 for x = w N

cx+d
M—1_>O for x —» o )
cx+d cx+d

Hermed er saetningen bevisy.

-1 for x -

Vi er nu i stand til at opstille og bevise fglgersdetning (overvej betydningen af seetningen !!)

Seetning 5.3.3.

Ingen logaritme-, eksponential- eller potensfumkijbortset fra: f(x) = x) har en skra asymptote

Beuvis:

Beviset fares indirekte ved anvendelse af seetnid@ 9g saetning 5.2.4. Vi ser kun pa voksende
logaritmefunktioner, men saetningen geelder ogsaffagende logaritmefunktioner (jfr. figur 1.1.3)
Hvis en logaritmefunktion lagmed grundtal a (a > 1) skulle have en skra asytmphed ligningen
y =cx +d (c#0), sa skulle det, idet Dm(lgg= R., veere for x gaende mod uendelig.

Da 109G X _ IogaxD 1 , da CHN }for X - o 0gda 109 x
cx +d x c+4 c+d ¢ X

~0for x -

(jfr. seetning 5.2.4 pkt. 2)) far vi, at:ogiiz - 0 for x - o, hvilket strider imod, at vi ifglge seet-
CX

. . I . .
ning 5.3.2 skulle vi have, at&iz -1 for x - o. log, kan derfor ikke have en skra asymptote.
CX

Da en eksponentialfunktiorf éa > 1) opfylder, at "a~ 0 for x - — (jfr. saetning 5.1.1 2)), kan
der ikke veere en skra asymptote for x gdende madsniendelig (jfr. seetning 5.3.2 1)).

Hvis & skulle have en skra asymptote med ligningen: y¥ = d (c# 0), skulle det altsa vaere for x
gaende mod uendelig.

a* _a‘'_ 1 1 1 cY
Da =—0—, da g — —forx-w ogda — - for x -
cx+d X c+5 C+ c X
a.X

(jfr. seetning 5.2.4 pkt. 1)) far vi, at: il o for X —» oo . Men ifglge seetning 5.3.2 2)

CX +

X

skulle vi have, ataTd -1 for x - . & (a>1)kan derfor ikke have en skra asymptote.
CX

Resten af saetningen bevises efter samme prinaggpeverlades til laeseren som en gvelse.
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5.4. Uegentlige integraler.
Der findes tre forskellige typer uegentlige intdgra J.: f(x)dx J-_b g(x)dx og J'jo h(x)dx .

Vi vil her kun beskaeftige os med den farstnaevnte tgom defineres saledes:
En funktion f, som er defineret i et interval apén[a ;o [ siges at veere uegentlig integrabjel; bo[

hvis J': f(x)dx har en greenseveerdi for K . Denne greenseveaerdi betegnes mﬁ?:f (x)dx.

Vi har alts&: j: f()dx = lim (j:f(x)dx)

Ofte anvendes sprogbrugen, ﬁf f (x)dx er konvergentnar den omtalte greensevaerdi eksisterer.

| modsat fald siger vi, at det er divergent

Eksempel 5.4.1.

Funktionen f(x) :iz er integrabel j1 ;00 [, idet
X

K 1 171"
J' —dx = |-=| = —%+1, hvoraf vi ser, at:
1 X2 X4 1

jKidx - 1 forK - o , dvs: jwidx =1.
1 x2 1 x2

Vi kan hermed tillade os at sige, at det "uendelige
omrade” under grafen for f svarendgtil o [ kan e

tilskrives det endeligareal 1. (Se figur 5.4.1)w 1

1

Fig. 5.4.1
@Dvelse 5.4.2.

Argumentér for, at funktionen g(x)=1— ikke er integrabel i1 ;o [, dvs. J'lw idx er divergent.
X

Jx

Tegn en skitse af grafen for g, skravér det relevamrade, og kommentér resultatet.

| forbindelse med logaritme-, eksponential- og pstenktioner geelder falgende saetning:

Seetning 5.4.3.

1) For enhver logaritmefunktion lg@g ethvert tal a > 0 e[f: log. (x)dx divergent.

2) For enhver eksponentiel vaekstfunktidebog ethvert tal & R er J': b dx konvergent,

b

hvis k <0, og divergent, hvis k > 0. Hvis k < 0, er:J': b dx = s [gka

3) For enhver potentiel veekstfunktiorixb og ethvert tal a > 0 ej.: bx"dx konvergent, hvis

r<-1, ogdivergent, hvis-1 . Hvis r < -1, ej':: bk"dx = —%1
r

@I’ +1
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Bevis:
Ad 1): Da forskellen mellem legpg In er en konstant, er det nok at vise saetnifgyeln.

Vi har: j: Inxdx = [xlnx—x]§ = KiInK-1) —dlna—1) - o forK - o

K

Ad 2): Vi har: IK b dx = [b[—lltekx} = Ee"K —Ee"a.
a ko . ko k
Hvis k < 0, s har vi%e"K - 0 for K- o, hvormed vi ser, at:j: b dx = —E [e@

Hvis k > 0, sa har vi, aEekK - o for K - oo, hvormed der er divergens.

Ad 3): Beviset fglger samme metode som i Ad 2) — oglaues til leeseren som en gvelse.
Bemeerk, at ved divergensen ma der skelnes imelkerdlr og r > —1. (Hvorfor mon ?) v

Ifalge det foregdende ser det ud til, at vi maéote om en funktion f, at f(x). 0 for x — oo, hvis
det uegenlige integrale skal veere konvergent. (Men gvelse 5.4.2 viser, er dette ikke tilstraekke-
ligt til at sikre konvergensen). Hvis vi ser pasiseg 5.2.4, kunne det derfor veere interessant at

. X' log, x

undersgge funktionerne— og ©9c X
a* x'

hvor vi for den fgrstes vedkommende af bevistelaisager indskraenker os til at se pa =M

. I denne sammenhaeng kan vi bevise fglgende sgetnin

Seetning 5.4.4.

n
1) For ethvert iJ N, ethvert a > 1 og ethvertldR geelder, atJ'd X—de er konvergent.
a

dx er konvergent.

© log, X
2) For ethvertr > 1, ethvert c > 1 og ethvert @ geelder, atJ‘d g(r,
X

hvorimod det er divergent, hvism.

Bevis:

Ad 1): Ved anvendelse af delvis integration og af,l—atjl a* er en stamfunktion tia™ (kontrol-
na

e . koX" K _ -1 _ : K =1 _ _
lér!) far vi: I ~—dx = j a*x"dx = —1a " —j —1a X thx"tdx , dvs.
d g~ d Ina ¢ "9 1Ina
K Xn -1 n 1 n K Xn—l
[ X 1, g, 0 dx
d g Ina gk Ina a¢ Ina Jd g~
: o ko x" K"
Vi ser altsa, at_" —dx indeholder tre led: en konstant gange-, et konstant led og en kon-
d a% a
K Xn—l
stant gange et nyt integralfao:| —dx, dvs. et integrale af samme type som det vi starteed,
a
bortset fra at eksponenten til x nu er 1 mindred Mdregning af dette nye integrale far vi igen tre
. K Xn—2
led af samme type som fgr, hvor det sidste lechdwoastant gang§d —dx.
a
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Efter n sddanne omskrivninger ender vi med en $ariige led udeimntegraltegn samt en konstant
K 1 .
gangeJ'd —_dx. Leddene uden integraltegn er enten konstanter &flitypen: en konstant gange
a

m

K—K, hvor m er et helt tal mellem 1 og n. Ifglge sayrB.2.4 1) gar alle disse ikke konstante led
a

o . K :
mod 0 for K- oo, sa tilbage er kun at undersefge ixdx for K - c. Vihar:
a

K
K K - —
j idx :.[ aXdx = _1a_x :_1E|i+i[.)i N i 1 for K o o
d g d Ina q Ina a¥ Ina a¢ Ina a¢
o K n .
| alt ser vi da, at for K5 o gar Id X—de imod en sum af en reekke konstante led, hvormed det
a

gnskede er bevist.
Ad 2): Se nedenstdende gvelse 5.4.@.

@velse 5.4.5.
Gennemfgr detaljerne i beviset for seetning 5.4#dd n =3, a=20gd =5 - og bestem veerdien

3
. o X
af det konvergente uegentlige mtegra“'es: 2—de v

@velse 5.4.6.
Bemaerk, at da forskellen mellem {amg In er en konstant, er det nok at vise seetnihg 2) for In,

K K . .. .
samt at der gaeldej‘:d In—rxdx = J'd x " Inx dx. Vis herefter ved delvis integration, at fot d.:
X

2 2
IK Inde = 1 k™onk -—1 g™ nd - ! K[|
d X' -r+1 -r+1 -r+1 -r+1

Anvend herefter seetning 5.2.4 2) og saetning 5.)til @ argumentere for konvergensen, narr > 1
og divergensen, nar r < 1.
Anvend endelig integration ved substitution tiveste divergensen i saetning 5.4.4 2) for r =v1.

. . log, X
Bemaerk, at vi ifglge seetning 5.2.4 har,—agf— - 0 for X - oo blot det forudseettes, at r > 0. Men
X

o | .
for at sikre konvergensen af det uegentlige intlegfg\ og(: X dx skal vi altsa have, at r > 1.
X
Pvelse 5.4.7.
Udregn veerdien af hvert af falgende uegentligegnatier:
2
© -0,4x o -14 © X = log, X
a) L-, 2008 %% dx b) jz 8k dx c) j7 = dx ol)j1 = dx
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Kap. 6: Noget om matematik og matematiske modeller

Som helhed betragtet kan matematikken groft tagkteles i tre kategorier, selv om graeenserne
imellem disse kategorier er ret flydende:

Kat. 1: Matematik, som har umiddelbar "bruge¥iga andre fag. Denne mate-
matik benyttes ved beskrivelsen af de matematiskaefter.

Kat. 2: Matematik, som ikke har umiddelbar "lsugerdi” i andre fag, men som
er forudseetningen for den matematik, der er omidt. 1.
Kat. 2 kan saledes siges at udggre fundament&tafiot -matematikken.

Kat. 3: Matematik, som i seerlig grad har testetfilosofisk og erkendelses-
maessig interesse.

Det skal bemeerkes, at de under Kat. 1 og Kat. 2lberitandre fag” omfatter fysik, kemi, astrono-
mi, datalogi, "teknik”, medicin, biologi, geologyeografi, gkonomi, osv. osv. Ved "andre fag” for-
stas altsa emneomrader, som i vor tid almindelitigigeer udenfor matematikkens omrade.

Indplaceringen af et matematisk emne i en af dkategorier er en ret kompliceret affeere, idet en
korrekt indplacering ikke alene kreever fyldestggeematematiske kundskaber, men ogsa en om-
fattende indsigt i andre fag. | gvrigt kan et maaésk emnes indplacering i Kat. 2 eller i Kat. 3
udmaerket teenkes at veere midlertidig, idet derdnioinu ikke er nogen, der har fundet direkte til-
knytning for det pagaeldende emne til andre fag.

Det kan derfor konkluderes, at den omtalte inddeihmatematikken i de tre kategorier mere er af
principiel karaktér, og at den saledes naermest skal op&attest forsgg pa en vis systematisering.

Der kan anfares falgende skematiske oversigt skiveelse af det ovenstaende:

Matematik, som Matematik, som
bruges direkte ikke bruges direkte
ved modellerne ved modellerne
< Kat. 2
"Andre fag” [* > Kat. 1
Kat. 3

Det samspil, der foregar mellem et emne fra Kaig Het tilknyttede fagomrade, kan principielt
opdeles i to typer:

a) En "fagmand” (med kendskab til matematik) sadler henter hjeelp i et matematisk emne.
b) En matematiker (med kendskab til et fag) tidydller giver hjeelp til det givne fagomrade.
Der kan i begge tilfeelde enten veere tale om, at féget viser sig givtigt at anvende allerede €ksi

sterende matematiske teorier, eller at der opstanatematik specielt beregnet pa lgsning af et fag-
ligt problem.
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Den netop omtalte opdeling er imidlertid uden batgd for det principielle i en matematisk mo-
dels indplacering i et fag, og jeg vil ikke kommdeyligere ind pa den. Men i forlaengelse heraf skal
det bemeaerkes, at det fgrste problem, man steded@p#&an skal beskeeftige sig med matematiske
modeller, er manglende faglige forudsaetninger hatematikeren og manglende matematiske for-
udsaetninger hos fagmanden. For at opna frugtbaienmasiske modeller er det derfor af afggrende
betydning, at matematikeren saetter sig grundigt fagmandens "problemer”, og at fagmanden far
indgaende kendskab til det matematiske begrebsappaitil matematikkens muligheder og be-
graensninger, samt naturligvis at fagmanden og nattkenen arbejder godt sammen om emnet pa
baggrund af hver deres speciale.

| forbindelse med overvejelser om matematiske emimeiplacering i andre fag stader man ofte pa
begrebet: "En anvendelsé et matematisk emne i et andet fag”. Jeg vitllertid — som det allere-
de er gjort nogle gange, herunder i denne bods-tibenytte betegnelsen "matematisk modeim

for at tale om "anvendelser”. Dette skyldes bbayisse matematiske teorier kan anvendes i andre
matematiske teorier, og det er ikke den type "adeése”, jeg vil beskaeftige mig med her.

Hertil kommer, at ordet model er mere beskriveniehold til det, man rent faktisk foretager sig,
nar et matematisk emne "anvendes” i et andet fagn&del medtager nemlig kun visse "udvalgte”
egenskaber ved den virkelighed (det emne), som hheoadskal beskrive. Og denne udveelgelse er
fastlagt dels ud fra modelbyggerens mulighedenoge dels ud fra den gnskede grad af preecisi-
on. F.eks. er en globus, et landkort, et modelfjyebmarionetteater modeller af hhv. jordkloden, en
del af jordkloden, et "rigtigt” fly og et "rigtigtteater. Og det er her i alle tilfeelde oplagt, @t ken

del af det virkelige objekts egenskaber er medtagetdellen. (Det overlades til lseseren at praeci-
sere, hvilke egenskaber der er medtaget, og haikesr udeladt i de omtalte modeller. Leeseren
bedes ligeledes overveje, hvordan modelbyggeretigimeder og evner, samt den gnskede grad af
praecision, har indvirket pa modelbygningen).

Som det ses af det ovenstaende, forekommer deznfecer modeldannelse et vist informationstab
Men betydningen af dette informationstab afheengts aff, hvilke egenskaber ved den betragtede
virkelighed, vi gnsker at beskrive, og dels af, hstor indflydelse de egenskaber, som ikkedta-

ges i modellen har pa de medtagne egenskaberkBldtdenne forbindelse fremhaeves, at informa-
tionstabet kan have starre eller mindre indflyd@idele konklusioneman_ud fra modellekan

drage om den del af virkeligheden, som modelletkrines.

Betragt f.eks. et diagram for et givet elektriskdslab, hvori der bl.a. indgar et amperemeter og en
resistor (en modstand). Hvis man kun er interessetda at vide, hvordan de i kredslgbet indga-
ende komponenter er forbungdet resistansens starrelse uden betydning. Hwsdeamod gnsker

at foretage beregninged fra diagrammet, skal resistansens stgrrelseligais medtages i den
model, som diagrammet udggar. (Det overlades tiétezsat overveje, om — og i givet fald under
hvilke omsteendigheder — tidspunktet, temperatuaeiperemeterets resistans, amperemeterets ud-
seende, barometerstanden eller ledningernes faatbar indga i forbindelse med diagrammet).

Analogt til de ovenstaende betragtninger kan dekkmleres, at der ogsa ved opstilling og behand-
ling af matematiskenodeller forekommer et informationstab, samt ateteen heraf fglgende ind-
skraenkning i konsekvenserne af modelberegningerne.

Principielt og skematisk kan en matematisk modedplacering i forbindelse med et andet fag be-
skrives pa falgende made:
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Fag Matematik
Fagqmréde. o | Matematisk
Fagligt pro- [T | model

blem

Faglig for- Matematisk
tolkning af model-lgsning
matematisk ! af fagproblem
lgsning |

Den dobbeltpegende pil mellem "Fagomrade” og "Mattisk model” angiver "opstillingen” af den
matematiske model, som foregar pa baggrund afitigare omtalte to typer samspil mellem fag og
matematik. Det er altsa her, at (en del af ) deiatiminformationstabs forekommer. Og informa-
tionstabet opstar altsd, fordi der foretages ermalgelse, eller fordi man tillaegger det betragtede
objekt nogle idealiserede egenskaber, som det nkaskél en vis grad besidder.

Pilen fra "Matematisk model” til "Matematisk modetining” angiver de matematiske operationer
og argumenter. Dels for overhovedet at kunne "firetelgsning, dels for maske at opna en starre
overskuelighed, kan det undertiden veere ngdveatligiretage forenklinger i en del af forudseet-
ningerne, eller det kan veere ngdvendigt at anvelmdermelser (approksimationer) i beregninger-
ne. | begge tilfeelde er der tale om, at der i datemnatiske model indbygges et yderligere informa-
tionstab.

Den stiplede linie fra "Faglig fortolkning” til "Mi@matisk model” angiver, at den faglige fortolk-
ning af modellgsningen ikke gav tilfredsstillendsultater, og at den matematiske model derfor
skal revideres. Dette foregar typisk ved at "fi¢megle af de foretagne idealiseringer og forenk-
linger — enten i modelopstillingen eller i modelh@gyen. Men det skal i forleengelse heraf endnu
engang fremheeves, at en matematisk model kun argiviénaermet beskrivelse af "virkelighe-
den”, og at der derfor kan forekomme forskelligedeiter for det sammtagomrade afhaengig af

den gnskede praecision, samt at der normalt sletfikkles nogen endegyldig model

| gvrigt kan det bemaerkes, at der findes eksenp@leat sammenatematiske model kan bruges i
flere forskellige fagligt uafheengigmmmenhaenge (f.eksed beskrivelse af eksponentielt voksende
eller aftagende starrelser).

Det ma nu veere rimeligt at stille falgende spardsma
1. | hvilke sammenhaenge kan matematiske modellgaird
2. Hvad kan man forvente at opna ved en matematixietheskrivelse af et givet fagomrade ?

Svaret pa spgrgsmal 1 ma stort set vaere, at maskmatodeller kan indga i fagomrader, der
a) har (eller kan gives) et kvantitativt indhold, desm indeholder starrelser, der pa en eller
anden made kan vejes, males, teelles osv.
b) indeholder nogle implicit givne lovmaessighederrdidgiske sammenhaenge af determini-
stisk (dvs. forudbestemmelig) eller stokastisk (difseldig) natur.
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Svaret pa spgrgsmal 2 ma bl.a. vaere, at man
a) oftest kan opna en mere praecis, systematisk ogdigrkortere beskrivelse af fagomradet
b) v.hj.a. de matematiske modeller kan udlede resultabm ellers ikke (eller i hvert fald
naeppe) lod sig frembringe
c) ofte kan_forudsigébegivenheder” (evt. med visse sandsynlighedée) &an_forklaretidli-
gere "haendelsesforlgb” (hvorved man kan opna erefedstaelse af de pageeldende fag-
omrade).

Det skal i denne sammenhaeng omtales, at nogldléadagomrader — og her nok farst og frem-
mest det, der under en samlende betegnelse kaklks-fdirekte er opbygget v.hj.a. matematiske
begreber, og at matematikken saledes ofte er uutigver fremsaettelsen af brugbare teorier in-
denfor de pageeldende fag. (Der teenkes her natisriigvfagene og fagomraderne i "moderne”
fremtoning). For disse fagomraders vedkommendedkanlerfor maske veere irrelevant at skelne
imellem faget selv og den tilhgrende matematiky(sen det principielt er muligt at gare i de fleste
tilfeelde).

Det skal endvidere bemeerkes, at hvis matematiklkasrblbuges som beskrivelsegidel i et fag for
at opna en kortere og mere preecis formuleaihet givet fagomrade, sa er der egentlig ikke tah

et fagligt problem med en tilhgrende modellgsningrmed de to nederste "kasser” i ovenstaende
figur stort set mister deres betydning.

Nar man beskeeftiger sig med matematiske modeber nkan ikke undga at komme ind pa betragt-
ninger om "virkeligheden”, og jeg har da ogsa @itk flere gange i det ovenstaende benyttet mig af
ordet virkelighed.

Begrebet virkelighed kan defineres som alle de emmmader, mennesker pa en eller anden made og
i en eller anden sammenhaeng beskaeftiger sig medidistene definition er naesten alt "gjort til”
virkelighed, f.eks. ogsa dremmes indhold og trasoid, og dette kan — naturligvis afhaengig af ens
livsindstilling — veere problematisk.

Som en anden yderlighed ligger den materialiststeslighedsopfattelse, hvor virkeligheden kun
omfatter materiell®bjekter, dvs. ting, som kan "males og vejes”. Meis denne virkelighedsop-
fattelse — som til en vis grad (iszer efter midteded 19. arhundrede) er blevet fremherskende i den
vesterlandske kultur — betragtes i sin yderste ékwvens, kan man blive udsat for nogle efter min
mening ret absurde anskuelser som f.eks. falgdheluktionaf kunstige blomster er mere virke-

lig end en biologs overvejelsem veekstforholdene for naturlige blomster.

Som laeseren nok har geettet, mener jeg, at sandbedeitkeligheden skal findes "et sted imel-
lem” de to omtalte virkelighedsopfattelser. Dettdébaerer saledes, at det begrebsap(taiGi-
grundlag), der ligger bag en given beskrivelsecafle objekter, er "lige sa virkelig” som de materi-
elle faktorer, beskrivelsen omhandler.

| forbindelse med eksemplet vedrgrende kunstigeabgrlige blomster skal det retfeerdigvis omta-
les, at der bagroduktionen af kunstige blomster ligger en lasglke teorier og lovmaessigheder af
savel teknisk som gkonomisk art. Og samtidig skafidmhaeves, at biologens overvejelser om
naturlige blomster kan vaere medvirkende til en eddrstaelse og dermed bedre bevarelse af den
natur, som vi alle er fundamentalt atheengige af,uden hvilken vi bl.a. ikke havde behov for (mu-
lighed for) at diskutere, hvordan "virkelighederkas opfattes).
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En anden synsvinkel pa matematiske modeller ehinidei den made, hvorpa de matematiske mo-
deller groft taget kan inddeles, nemlig i fglgemaeforskellige typer:

Type A: Matematiske modeller med reelt — men somamuligvis approksi-
mativt — kvantitativt indhold.

Type B: Matematiske modeller med fiktivt — mergdealistisk beskrivende
kvantitativt indhold.

Type C: Matematiske modeller med kvalitativtkresende indhold.

Nar et givet fag betragtes i en "praktisk” sammenddelet vil f.eks. sige i en "dagligdags”, "forsk-
ningsundersggelsesmaessig” eller "produktionsrel®s@ammenhaeng), sa er det oftest modeller af
type A, som forekommer. Det skal i denne forbindemtales, at mange fag har forskellige "tom-
melfingerregler”, som benyttes dagligt, og som dligehar deres oprindelse i matematiske model-
lgsninger af de relevante faglige problemer.

Nar et fag betragtes i en erkendelsesmaessig, uddasmaessig og/eller forstaelsesmaessig sam-
menhaeng, optraeder der imidlertid modeller af adlaytper. Man kan f.eks. udmeerket laere at forsta
et bestemt fagomrades mekanismer ved at betragtell@oaf type B. At der i type B er tale om et
fiktivt kvantitativt indhold, betyder séledes kun, atalerhan benytter sig af i modelundersggelsen,
ikke er registrerede data, men derimod sk@nnedefell opfundne veerdier. Det betyder derimod
ikke, at de i modellen anfgrte indre faglige sammenlgsengirealistiske.

Ved modeller af type C er et fagligt kvalitativolimold blevet kvantificeret. (Der er altsa pa eerell
anden made "sat tal pa” nogle begrebsstarrelseikkie umiddelbart kan "males, vejes, teelles
osv.”). Det bliver pa denne made undertiden mutgive en kortere og mere preecis beskrivelse af
fagomradet. (Som eksempel kan naevnes anvendelsgtteffinktioner i gkonomisk-behavioristi-
ske sammenhaenge).

Der er en — maske forstaelig — tendens til, ahm@bematikere beskaeftiger sig med matematiske
modeller, sa fokuseres der pa den hgjre del afst&ende figur, altsa pa den "rent” matematiske
side af sagen, og i saerdeleshed pa pilen fra "Matisknmodel” til "Matematisk modellgsning”,

idet netop denne pil som omtalt angiver de matesk@tiperationer og argumenter, (og denne bog
laegger nok ogsa en veesentlig del af sin veegt @ér)er imidlertid i forbindelse med den omtalte
tendens opstaet en raekke konstruerede "modellpse(fdoanvendelser”), som blot er matematisk
teori pakket ind i et urealistisk tageslar af tilsynelade fagrelevante begreber. (Der er altsa i denne
sammenhaeng heller ikke tale om modeller af type B).

Jeg vil her anfare to eksempler (opgaver) til bailyg af synspunktet.

Opgave 1: Et fysikhold pa en skole har byggetadet. Denne raket har til tiden t efter affyiemg
tilbagelagt straeekningen s(t) givetved: s{t)f + 0,5 , 0< t < 20
hvor t males i sekunder og s i meter.
Angiv den tilbagelagte streekning, samt hastighexdpaccelerationen, nar t =5 sek.

Den matematisk "model” i denne opgave siger, &gymdelsen (de farste 20 sekunder) kan raket-
tens tilbagelagte straekning beskrives ved udtrykké@) = £ + 0,5 , men der er ingen begrun-
delse for denne model (dvs. ingen udledning afylétat for s(t)). Og selv om det maske er rigtigt,
(hvilket jeg betvivler), at s(t) er af formeniffa+ biff + cfl er det naeppe sandsynligt, at koefficien-
ternea,bogc erhhv. 1, 0,5 og 0.
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Opgave 1 ma derfor blot betegnes som en opgavteiatitiation, idet '§t) angiver hastigheden
v(t), og idet §(t) angiver accelerationen a(t), (hvormed der iektie bruges en matematisk model
fra faget fysik).

Opgave 2: En indendgrsarkitekt har designet nogigréb, der har form som et omdrejnings-
legeme. Dette legeme fremkommer ved at rotereigfar funktionen

f(x)=1Mix+2)[3/36-x*> , 0<x<6
omkring farsteaksen, hvor enheden pa aksen méfes i
a) Tegn v.hj.a. en funktionsundersggelse grafeh f@derved far man et indtryk af,
hvorfor netop den anfarte funktion er brubfarmalet).
b) Hvor stor er dgrgrebets stgrste diameter ?
c) Dargrebet fremstilles pa en drejebzenk af ersingsylinder. Hvor meget vejer det,
nar messings massefylde er 8,3 d/crdvs. 1 cmvejer 8,3 gram) ?

Selv om omdrejningslegemet maske ligner et dardreitket fremgar af spgrgsmal a) i opgaven, sa
vil en indendgrsarkitekt (eller andre, der beslgeftsig med formgivning), almindeligvis ikke kon-
struere en matematisk model som den omtalte fdesigne et dargreb eller lignende. (Der findes
naturligvis undtagelser fra denne pastand. Et keksiémpel herpa er Piet Hein’s konstruktion af
superellipsen). | gvrigt vil materialeforbruget rtdruanne bestemmes ved at veje et prgveeksemplar,
som indendgrsarkitekten formodentlig alligevel la@pgave 2 er derfor blot at betragte som en
opgave i funktionsundersggelse og integralregning.

Jeg vil afslutte dette kapitel med i forleengelsdetk indhold at formulere falgende to aforismer om
matematik og matematiske modeller:

1. En matematisk model er en eksplicit preecisemingplicit givne praecise
sammenhaenge i et fag.

2. Matematik har ikke kun veerdi som et redskaln ogsa som et filosofisk
livsindhold og veerdigrundlag baseret pa logigtendelse.
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