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Appendix 1: Logistisk vaekst og integralregning.

| forbindelse med eksponentielle veekstfunktionetaartale om en veekstform, hvor funktionens
vaeksthastighed er proportional med den aktuellktfomsvaerdi, idet der geelder:i(k) = kf(x)

eller Af(x) = kif(x)[Ax , ndrAx =0 .

Undertiden er der for voksende funktioner tale abfunktionen hgjst kan antage en given veerdi
M, og at funktionens vaeksthastighed bade afhzerigmmaaktuelle funktionsvaerdi f(x) og af af-
standen mellem f(x) og M, saledes at veeksthastayhbtiver mindre, jo teettere f(x) kommer pa M.
Vi kan i denne sammenhaeng have en ligning af typéx) = kif(x) (M — f(x)), og der geelder her
falgende saetning:

Seetning A.1.1.

Hvis en positiv funktion f opfylder, at: 'fx) = kif(x) (M — f(x)) for alle x i et interval |, hvor k og
M er positive konstanter, og hvor M > f(x) foral, sa findes der en anden positiv konstant c, §
funktionsforskriften for f er givet ved:

Qo

Seetningen bevises ikke her. Interesserede leesavség til bogen: "Differentialligninger og ma-
tematiske modeller”.

Eksempel A.1.2.
Om en funktion f er givet, at'€x) = 0,00004(x) {500 — f(x)), at 0< f(x) <500 for alle ¥ R, samt
at f(120) = 400. Ifglge saetning A.1.1 findes depesitiv konstant ¢, sa:
- 500 _ 500
f(x) = 0,0000 -
1+ Cl}_ A A4500x% 1+ CBE—O,OZX

Konstanten c findes ud fra informationen: f(120%)G9 pa falgende made:

400 = 900 o l+cE24= 2 o o= 124 . c= 2755794
1+ ¢ [p 002120 4 4

Funktion f har altsa forskriften: f(x) = =00 xOR

1+2,7558@ 0%
@velse: Tegn grafen for f(x) og besteriim f (x) — og kommentér resultaternee

X — 00

Funktioner af den type, der omtales i saetning AKaldes logistiske veekstfunktionerg starrelsen

M kaldes ofte for meetningsveerdielier baerekapacitete&n logistisk veekstmodel benyttes i sam-

menhaenge, hvor der "i begyndelsen” kan forega lkativefri (uhindret, uhaemmet) vaekst, men

hvor der efterhanden forekommer en slags "meetnidgt.kan f.eks. veere tale om

» alkoholprocenten i en vin under gaeringen som fomkéf tiden

» graden af solbreendthed som funktion af den tilleréigti solen

» det ugentlige salgstal af en ny ikke-saesonpraegetsaan funktion af tiden efter introduktionen
pa markedet. (Der er tale om en forgaengelig forbraetype som f.eks. en bestemt slags mad-
vare. Det forudseaettes, at varen er et kvalitetsghpdier er i stand til at bevare en bestemt mar-
kedsandel, samt at der er tale om en nogenlunde&areklameindsats).
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« starrelsen af en population i et givet miljg somkfion af tiden, nar der ikke er ubegraensede
ressourcer (plads, naering, mv.).

» indleeringsgraden (dvs. den brgkdel, der er indddegh given vidensmaengde (f.eks. indholdet i
en given matematikbog)) som funktion af den tid, eleanvendt pa at studere stoffet

« udbredelsen, dvs. den samlede bestand pa markééetny vare (en sakaldt "varig forbrugs-
gode”, f.eks. GPS’er til biler eller DVD-maskinesdm funktion af tiden efter introduktionen af
varen pa markedet.

@velse A.1.3.
Lad f veere en given logistisk veekstfunktion. Bemgtrykket: f'(x) = kif(x)[(M — f(x)) =
kM [{(x) [él_fl(\/l_X)j til at argumentere for, at nar f(x) er meget mendnd M (dvs. "i begyndelsen”

af veeksten), sa er f naesten givet ved en ekspehgetkstfunktion, altsa en fri/luhaemmet veekst.

Vi slutter denne korte behandling af logistisk veeked (naturligvis) at finde en stamfunktion til
vaekstfunktionen:

Seetning A.1.4.
Hvis f er en logistisk vaekstfunktion, sa er en dtarktion til f givet ved falgende formel:

M l kMx 1 —kMx
————dx = =0n(e +c) + = Mx+=Mh(1+cle +
jl+c®_kw . n( ) +q I ) +q

hvor g R er en vilkarlig konstant.

Beuvis:

Indholdet i saetningen kan kontrolleres ved at diffidiere funktionerne pa hgijre side af lighedsteg-
net og se, at det giver funktionen under integgalé (integrationsprgven).

Et egentligt bevis for seetningen forlgber saledes:

Brgken inde i integraltegnet forleenges nest> . vi far: I—dx = j —————dx

| dette sidste integral anvender vi substitutiones:e™* + ¢ og dt= kM&™M* dx , hvormed det
kMx
(&

) o M
kan omskrives saledesj —
e

1,1 1 o
dx = =|=dt = =0n|t| + g, hvor g er en vilkarlig konstant .
Mx 4 ¢ kjt k | | g g g

Hvis vi i dette udtryk indseetter, at teEMX 4 ag husker, at badeMx 0g C er positive starrelser,
sa fas den farste del af formelen.

Det andet udtryk for stamfunktionen fs ved at katese, att“™ + o= e™* 1+ c@ ™) og
derefter anvende regneregler for In og for almiigdedduktion. Detaljerne overlades til leeseren.
Hermed er saetningen bevist.

Det er en smagssag, om man vil anvende det fdlstalet andet udtryk for stamfunktionen, men i
en given anvendelse kan valget af formel bl.a. affesaf traditioner indenfor faget.
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Appendix 2: Udregning af et bestemt integrale pa @fregneren TI-83/T1-84

b
Vi gnsker at udregne det bestemte integj'aﬂe()dxfor en given funktion f.

Lad os som eksempel se p& f(x)=>4 iintervalleta=1 til b=4 .
Dette problem kan lgses pa to forskellige mader:

1. metode:

e Tryk pa [MATH] og veelg 9: fnint( - hvilket stdor "numerisk integration af funktionen”.

« Der star nu " fnint( " i displayet, og heri indtastfunktionsforskriften, den variable X, og de to
graenser a og b, idet disse fire stgrrelser adskitied et komma, altsé: fnint(f(x) , X ,a, b)
| det konkrete eksempel skal der altsd std: fKf#{(4 , X, 1, 4)

« Nu trykkes der pa [ENTER] og lommeregneren beregesultatet , som i det konkrete eksem-
pel er tallet 9.

« Bemaerk, at hvis funktionsforskriften allerede $faf=]-menuen, f.eks. under;)Ysa kan man i
stedet for skrive: fnint(¥, X ,a,b)

2. metode:
 Indtast funktionsforskriften[iY=]-menuen og tilpas vinduet, sa det gnskede integsititerval
er med i skeermbilledet, og sé grafen i dette imlergsa er med.

« Tryk [2ND] [CALC] og veelg 7: j f (x)dx

* Man spgrges nu om hhv. "Lower limit” (nedre greenbedr veerdien a anfgres, og om "Upper
Limit” (gvre greense) hvor veerdien b anfares. | leetijfpelde efterfalges de af [ENTER].

* Nu beregner grafregneren det gnskede bestemtealdeglt imens at den grafisk viser, hvilket
omrade der arbejdes i.
Bemeerk: Hvis funktionen antager negative veerdier i inkignsintervallet, sa er den beregne-
de veerdiKKE arealet af den punktmaengde, som grafregneren skravi
| det konkrete tilfeelde ovenfor fas igen veerdiem@n noget af grafen ligger under fgrsteaksen,
sa tallet 9 er arealet af det skraverede omradeloaksen minus arealet af det skraverede om-
rade under 1.aksen. Prav selv at udregne intedral@ttil 4 og bemaerk, at veerdien bliver star-
re (10, 666667), og pregv at udregne integralel fiih2 og bemaerk, at resultatet bliver negativt
(-1,666667). Hvis skraveringen gnskes fiermetliem de forskellige beregninger tastes blot
[2nd][DRAW] efterfulgt af 1: ClrDraw.

Arealet under grafen for en ikke negativ funktion.
Beregnes som det bestemte integrale pa en afaletdor omtalte mader, idet det bestemte inte-
grale netop giver arealet, nar funktionen er ikkegativ.

Bemeerk, at PC-programmer sdminteractive ogDerive m.fl. ogsa kan behandle integraler.

En naermere beskrivelse af dette emne ligger udeiefone bogs rammer, men det gar ikke emnet
mindre interessant eller relevant.
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Appendix 3: Summationstegn

Ofte har man brug for at kunne anfare en reekkenindeligvis forskellige — veerdier med samme
slags symbol. Vi kan f.eks. teenke pa en bestensbpsrindtaegt igennem en periode pa 10 ar. Hvis
vi ikke gnsker direkte at anfgre de konkrete besdbkan de betragtede indtaegter passende benaev-
nes:

li, b, 3, la,l5,16,17,1s, 19, lo

hvilket ofte vil blive anfart forkortet pa f.eksslfjende made:; | I, Is, ...., ko
Tallene 1, 2, 3, ... ,10 kaldes i denne forbindéssitegn eller indexog de benyttes altsa til at "ud-
pege” en bestemt af de indicerede veer(ties. af I'erne).

| forbindelse med talrsekker (reekker af indicereddvderdier) har man ofte brug for at angive
summenaf (en del af) de betragtede veerdier. Der er In@indeligvis tale om veerdier med fortlg-
bende index.

Hvis vi f.eks. vil angive summen af de 15 fgrsidilen talreekke: @&, ....., @, .... S& kan dette
geres kort v.hj.a. summationstegiqgta felgende made:

ataetayt ... ta = )y

Index’et "i” er en slags variabel (indexvariaheler i det her betragtede tilfeelde starter med at
antage veerdien 1, derefter veerdien 2, osv. optil 1

Der er — som ved andre variable — frit valg mht.syenbol, vi bruger som indexvariable. Der geel-
der altsa f.eks., at:

15 15 15 15
28 =23 = >3, =) a
i=1 =1 n=1 s=1

Eksempel A.3.1.
En virksomhed producerer strygejern. Produktionst@llpr. uge er ikke konstante, idet de afhaen-
ger af en lang reekke faktorer, som varierer meghtid
For et givet ar var produktionstallene pr. ugeds, b, 0B, h, -ccveeerrrreereeennnn. 56, hvor f.eks.
0.7 betyder produktionstallet i uge 17.
Den totale arlige produktion det pageeldende ar. @wsmen af disse 52 tal) kan anfgres pa fal-

52
gende made: qu , som leeses: "summen af,dwvor w gar fra 1 til 52”.

w=l
Som indexvariabel anvendes altsa her symbolet: w
Fra og med uge 14 til og med uge 20 er der mongeréejlbehaeftet termostat i strygejernene. Det
samlede antal strygejern med fejlbehaeftet termestaerfor summen af tallene fra og megltd

20
og med ¢o. Denne sum kan skrives:ZqW
w=14
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Appendix 4: Rumfangsbestemmelse af omdrejningssynetrisk beholder.

| gvelse 2.1.15 omtales to eksperimentelle metbldar bestemme rumfanget af en beholder, der er
omdrejningssymmetrisk omkring en given akse. Denraatode bygger pa numerisk integration,
den anden pa simpel maling af rumfanget ved atéazdd i beholderen, og derefter haelde vandet
over i et maleglas.

De fglgende malinger og beregninger skyldes Milkkalgh Hansen, 3t, Herning Gymnasium, som
jeg hermed ogsa skriftligt gerne vil takke for iatien.

Beholderen var en vase, der bortset fra den gvErsim (som helt lades ude af betragtning), sken-
nedes at have samme tykkelse (malt til 7 mm), tfx}s= 0,007 m for alle x.

De malte data og de enkelte led i den numerislegjiation ses i tabellen pa naeste side. Ved at ud-
reghe middelsummen (alts& summen af alle led EHgjlonne) fas resultatet: 0,000314 m
hvormed vi ser, at rumfanget er givet ved:

b .
V= n[j f (x)2dx = 7110,000314 M = 0,000987 rh = 0,987 Liter

Ved maling af rumfanget med vand (hvor der kundglatand op til 2 cm fra kanten) fik vi resulta-
tet 1,01 L, hvormed de to resultater stemmer figrens (med en afvigelse péa 2,3 %).
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x/m |d(x)/ m f(x)/ m|Axd(x)% /1078 m3
0,000 0,043 0,0145 2,31
0,005 0,040 0,013( 2,00
0,010 0,039 0,0129 1,90
0,015 0,038 0,012 1,81
0,020 0,036 0,011 1,62
0,025 0,034 0,010( 1,45
0,030 0,033 0,009 1,36
0,035 0,031 0,0085 1,20
0,040 0,030 0,008( 1,13
0,045 0,029 0,0074 1,05
0,050 0,029 0,0075 1,05
0,055 0,029 0,0074 1,05
0,060 0,028 0,007( 0,98
0,065 0,029 0,0075 1,05
0,070 0,030 0,008( 1,13
0,075 0,033 0,0094 1,36
0,080 0,037 0,0115 1,71
0,085 0,042 0,014( 2,21
0,090 0,048 0,017 2,88
0,095 0,055 0,020 3,78
0,100 0,062 0,024( 4,81
0,105 0,073 0,0294 6,66
0,110 0,078 0,032 7,61
0,115 0,085 0,035 9,03
0,120 0,090 0,038( 10,1
0,125 0,097 0,0415 11,8
0,130 0,100 0,043( 12,5
0,135 0,103 0,0445 13,3
0,140 0,105 0,045 13,8
0,145 0,108 0,047( 14,6
0,150 0,109 0,0475 14,9
0,155 0,111 0,0485 15,4
0,160 0,110 0,048( 15,1
0,165 0,110 0,048( 15,1
0,170 0,109 0,0475 14,9
0,175 0,108 0,047( 14,6
0,180 0,106 0,046( 14,0
0,185 0,105 0,045 13,8
0,190 0,103 0,0445 13,3
0,195 0,100 0,043( 12,5
0,200 0,098 0,042( 12,0
0,205 0,095 0,0407 11,3
0,210 0,091 0,038 10,4
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Appendix 5: Afstandskvadratloven.

@velse A.5.1.

Nar radioaktiv straling udsendes fra en given kluagtioaktivt materiale, vil det antal partikler,

som pr. tidsenhed passerer igennem en lille arbatkrafhaenge af arealenhedens afstand r fra det
radioaktive materiale (se figur A.5.1):

\\\\ \ET /ﬁ / /,/

//
éﬁ\\gg/%/

——— %
TN
¢ gadikoatkt}vt \ e

2 % N
' materiale

Fig. A.5.1

Nar vi derfor maler aktiviteten med et Geiger-MiHier (GM-rar), som har et ganske bestemt fal-
somt omrade til registreringen af stralingen (geifiA.5.2 a)), sa afhaenger maleresultatet af afstan
den r til den radioaktive kilde.

a)
Geiger—Miillerrar ™~

b}///

& —— A

47 — P~
leding 777 1 \ “

spendings-
folsomt  forsyning
omrade  ogtaeller

Fig. A.5.2

| nedenstaende tabel er anfart resultaterne foadinaktiv kilde (gammakilde), hvis totaddtivitet
kan betragtes som konstant (idet kilden har en tretgehalveringstid).
A(r) angiver det registrerede antal partikler pmut i afstanden r cm fra kilden.

r 2 5 8 12 15
A() | 600 96 35 16 10

Gor rede for (v.hj.a. dobbeltlogaritmisk papir diglepotentiel regression), at A(r) kan skrives pa
formen:  A(r)=A; O° , hvor A = A(1) — og angiv veerdien af konstanten .
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Eksempel A.5.2.
| gvelse A.5.1 viste det sig forhdbentlig, at b 2,-séledes at der gaelder: A(r) A, 02

At det ma forholde sig saledes, kan vi argumerftarpa bl.a. falgende made:

Den totale aktivitet Ay fra kilden (dvs. den meengde straling, der udsepdesekund) kan be-
tragtes som konstant p.gr.a. kildens store halgstid. Stralingen spreder sig ud fra kilden i alle
mulige retninger, dvs. i en kugleform — og jo laaegesek fra kilden man er, desto mindre er
meaengden af straling pr. arealenhed.

Hvis vi lader I(r) betegne stralingens intensithtg, antal stralingspartikler pr. sekund pr. ameale
hedanbragt vinkelret pa stralingsretningen) i afsteandfra kilden, sa ma den totalktivitet veere

lig med stralingens intensitet gange kuglens omddéreal, (hvor kuglens overfladeareal og areal-
enheden, der indgér i definitionen af intensitetéles i samme enhed, f.eks)uvs.:

A A
Ao = I(NB°  og dermed: I(r) =—°&. = —tod E—I%
4nlr a oy

Hvis vi seetter r = 1 far vi, at intensiteten itafeden 1 er: (1) Z%Glli og dermed:
TU

M) = 100  eller: () = (12
r

Vi ser, at_stralingens intensitet aftager med katetrpd afstandehvoraf navnet: dfstandskvadrat-
lovert kommer.Bemaerk ogsd, at da enhed®hnl(r) og I(1) er den samme, regnes stgrrelsefi r
udenenhed, blot taleerdien for r er udmalt i samme enhed som 1-tal(@.

Hvis vi f.eks. har, at intensiteten i afstanden &m82 [10™* partikler pr. sekund pr. ms4 er inten-
siteten i afstanden 3,7 m lig me@2 10™ [(B772 = 599110 partikler pr. sekund pr. m

Disse beregninger bygger naturligvis pa den fordisag, at der ikke absorberes noget af stralingen
pa vejen fra kilden og ud til afstanden r. Da demeget ringe absorption af gammastraling i atmos-
feerisk luft, er denne forudsaetning imidlertid optyined meget god tilnaermelse i eksemplet i gvel-
se A.5.1 med registrering af straling med GM-raret.

Om starrelsen A(r) fra gvelse A.5.1geelder da, &ff A S5uB0sek/miril(r) = c[-llj = do™?
r

hvor Sv er arealet af GM-rgrets falsomme omrade gange @dts registreringsprocent (ikke alle

partikler registreres, men en bestemt brgkdel hggat), hvor der ganges med 60 sek/min, idet der
i gvelse A.5.1 arbejdes med minutter, og hvor erekonstant.

Hvis vi i A(r) = ™ seetter r = 1, far vi: A(1) = ¢, dvs. at konstanteer det registrerede antal par-

tikler pr. minut, hvis GM-rgret befinder sig i edsiden 1 fra kilden. Hvis vi veelger benaevnelsen A

for A(1) og dermed har, at ¢ =As8 fremkommer udtrykket: A(r) A, 072 .

(Bemaerk igen, at afstandene r og 1 skal males imeaemhed, f.eks. cm, men at man i beregningen
af A(r) derefter kun bruger talveerdien af r, ikkéheden).

Afslutningsvist skal der fremhaeves endnu en geker@imentar vedr. enheder i beregningerne.
Hvis man f.eks. 5 km fra en (stgrre) radioaktiwkil- teenk f.eks. pa et atomkraftvaerk efter en
ulykke pa en reaktortank — vil angive stralingsisiéeten, sa vil en rimelig enhed for denne veere:
antal stralingspartikler pr. sek. pr°mog alts& ikke pr. kfnHvis I(1) angiver strélingsintensiteten
i afstanden 1 km fra kilden, men ogs& males i eaheantal stralingspartikler pr. sek. pr, &
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geelder der imidlertid stadigveek: 1(5) = IELY, idet afstanden er blevet 5 gang sterre hvormed
intensiteten er blevef§ange mindre. Dette kan der generelt argumentergs folgende made:
Hvis 1(1) og I(r) er intensiteterne malt i antal&ingspartikler pr. sek. pr. men afstand p& hhv. 1
km og r km fra kilden, s& gaelder der (hvorfor 2), a

At = I(NBTILO00rY  0og  Awa = (1310005,
og dermed:

I(MAM{L000rf = I(1)BTN{L000f - I = I(1) <  I(r) = (1) 2

Vi ser altsa, at afstandskvadratloven:

I(r) = (1)@~ 2 geelder blot der anvendes samme tidsenhed og sanemlenhed i angivelsen af
I(r) og I(1),0g blot der er anvendt samme leengdeenhed ved afstagisislserne 1 og r.

I(r) = I(1)0 %geelder altsa f.eks., hvis I(r) og I(1) begge mékesal stralingspartikler pr. sek. pr.
m~ og hvis afstandene 1 og r begge males i km (ellemiik hvis det gnskes).

| stedet for at skrive I(1) anfares ofie k&ledes at vi far: I(r) =; B~ 2, men 1-tallet refererer i
begge tilfeelde til den samme afstandsenhed sormdasdor r, en enhed der ellers lades ude af
betragtning i beregninger med formlewm

@velse A.5.3.
Lav et eksperiment som det i gvelse A.5.1 skitseredg efterprgv afstandskvadratioven.

Eksempel A.5.4.

Afstandskvadratlovegeelder i andre fysiske sammenhange, hvor kiltlé&@tiomenet med rime-

lighed kan betragtes som punktformig set fra regjistgsstedet. Dette geelder f.eks. fglgende:

a) Intensiteten af lyset fra en lyskilde (f.eks. irggeten af lyset fra forskellige stjerner observere
pa jorden).

b) Intensiteten af varmestraling fra en given varnuikiff.eks. et bal).

c) Intensiteten (lydstyrken) af lyden fra en lydkildeeks. en hgjtaler eller et tagehorn).

d) Den elektriske kraftpavirkning pa en ladning géraanden ladning Q.

e) Massetiltraekningskraften pa et legeme med massiea et andet legeme med massen M (f.eks.
en planet og en stjerne).

Som omtalt i eksempel A.5.2 geelder afstandskvamrati under forudseetning af, at der ikke sker
absorption undervejs fra kilden til "observatiomesdt” i afstanden r fra kilden. Hvis der f.eks. er
nogle huse eller en skov i vejen for en lydbglgevisdens intensitet ikke opfylde afstandskvadrat-
loven pa den anden side af disse forhindringer.
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Appendix 6: Grundaeggende erhvervsgkonomiske emneganodeller.

Indledning
De fglgende modeller kaldes "gkonomiske, behauieke modeller”.

Den gkonomiske benaevnelse er medtaget, idet dejdasbmed starrelser, som spiller en rolle for
de betragtede virksomheders gkonomiske resul@&gr behavioristiske benaevnelse skyldes, at de
medtagne eksempler (bortset fra evt. omkostningsjmémger) bygger pa menneskers/kunders op-
fattelse og adfaerd, hvormed der bestemt ikke kualerom gkonomi, men ogsa en raekke andre
faktorer (behavioristisk = adfeerds-/handlings-/tealsmaessigt).

Modeller af denne type er saerdeles nyttige, séoebindelse med gkonomiske og sociologiske
uddannelser som ved arbejdet med de relevantedigeggende mekanismer i "virkeligheden”.

| forbindelse med uddannelser drejer det sig orstdeéerendes indleering (forstaelse og erkendelse)
af skonomiske, behavioristiske sammenhaenge, og tiavae et kvantitativt beskrivelsesmiddel til
mekanismer, der er vanskeligt forklarlige i en kadiv formulering.

Ogsa i "virkeligheden" drejer det sig — for de mesiter, der arbejder med disse emner — om at ha-
ve en grundleeggende og solid forstaelse af og kahd#l gkonomiske, behavioristiske sammen-
haenge. Mulighederne for i praksis at opstille barglmodeller begraenses af en raekke faktorer.
Farst og fremmest skal de relevante medarbejdemeekbandtere dette, men hertil kommer, at no-
get af det vanskeligste ved de gkonomiske, behatiske modeller i praksiser at veelge en korrekt
modeltype og at bestemme starrelsen/veerdien afdenetre, der indgar i modellerne. Desuden
spiller det behavioristiske element en sadan raliéler ofte bgr arbejdes med stokastiske modeller
(dvs. modeller der tager hgjde for tilfeeldighedegisandsynligheder for f.eks. kunders reaktions-
mgnster) som supplemeiiltde her preesenterede deterministiske modedies.(modeller hvor der

pa forhand og med sikkerhed kan beskrives, hvaditiske). Men de grundleeggende mekanismer
der preesenteres her via de deterministiske modellegerer imidlertid fint i "virkeligheden".

Matematiske forudsaetninger for modellerne.

Ofte vil man i matematiske modeller ved bl.a. gkoiske beregninger antage bade kontinuitet og
differentiabilitet af de implicerede funktioner \a@m f.eks. et kronebelgb og eller et salgstal i sa
gens natur ikke kan variere helt glat og sammenkagtegpa "mikroskopisk” niveau.

Vi interesserer os altsa for matematiske modédileoy der savel ved den uafhaengige variable (den
variable pa 1. aksen) som ved den afhaengige var{fimktionsveerdien pa 2.aksen) med rimelig-
hed kan anlaegges en kontinuert fortolkning (optsdde og hvor der derfor med rimelighed kan
tegnes en (glat), sammenhaengende kurve.

Differentialregning handler om beregning, fortolkgiog vurdering af @endringer i funktionsvaerdier
som konsekvens af mindre aendringer i de uafheengigable. Dette harmonerer med forudsaetnin-
gen om, at der kan anlaegges en kontinuert fortotkaf de variable, og at de relevante funktioners
grafer kan beskrives ved "glatte” kurver — dvsbeééragtede funktioner er differentiable.

(Bemeerk, at der ved en "mindre aendring” forstasemdring, som hgjst er nogle fa procent af hele
variationsomradet (definitionsmaengden)).

Hvis vi f.eks. ser pa den skat, der betales afieengskattepligtig indkomst, sa gaelder der falgende
Selv om den skattepligtige indkomst angives i lketmer, sa er en forskel pa 1 kr. meget lillei set
forhold til det variationsomrade, der betragtesskattepligtige indkomster (f.eks. fra 0 kr. til
1.000.000 kr. pr. ar). Det er derfor rimeligt ahite en kontinuert model for skatten og den skatte
pligtige indkomst.
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Tilsvarende kommentarer kan anfares, hvis vi f.ekspa

« afseetningen af et givet produkt pa et marked sarktion af prisen, (og dermed ogsa pa om-
seetningen for produktet). Der skal veere sa stafsstning, at en afsaetningsaendring pa 1 en-
hed kan betragtes som meget lille - og at der deétaa benyttes en kontinuert model, dvs. en
kontinuert variation af afseetningen ved en grakastinuert) sendring af prisen.

» produktionsomkostningerne som funktion af produid@ntallet ved produktion af f.eks. sik-
kerhedsnale, konservesdaser eller strygejern.

Men hvis det derimod drejer sig om produktion afdpdatforme eller tankskibe, sa vil en "enhed”

veere sa "stor”, at en kontinuert model vil veerenalig.

Afseetning.
Ved en virksomhedafsaetningaf en given vare (et givet produkt) forstar viadlet af vareenheder,

som virksomheden afseetter (seelger) pa et givetedandenfor et bestemt tidsrum.

En virksomheds afsaetning (af en given vare pavet gharked indenfor en given tidsperiode) af-
haenger af mange ting, bl.a. af varens pris, vatealitet, den reklameindsats virksomheden ofrer
for varen pa markedet, konkurrencen pa markedekedats demografiske struktur, salgskanalerne
(hvem seelger varen) og evt. saesonforhold.

Vi vil hér primaert se pa afseetningens afhaengiglhedsen, men vi vil dog ogsa bergre reklame-
indsatsens betydning.

Lad os betragte en virksomhed, som producerenamgiare (f.eks. termokander, cigaretter, veeg-
taepper eller smakager). Antallet q af vareenhesden, virksomheden pr. tidsperiode (f.eks. pr. uge,
pr. maned eller pr. ar) kan afsaette pa markededeader af den pris p, virksomheden forlanger pr.
vareenhed. Det vil her almindeligvis geelde, atggehe pris der fastseettes, desto mindre er det an-
tal, der kan afseettes/seelges.

Vi ma saledes forvente, at den funktion f, somastlagt ved: q = f(p), er aftagende. (f er altsd de
funktion, som til en given pris p giver os det am@eenheder q, som det er muligt at afseette til
prisen p). Funktionen f kaldes virksomhedafssetningsfunktiofor den pageeldende vare.

Pa nedenstaende figur A.6.1 ses tre mulige grafes&dan en funktion f:

Antal 4 Antal A Antal A

/

> >
Pris Pris Pris

a) b) C)

Y

Fig. A.6.1

Vi kan knytte fglgende kommentarer til graferne:
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a) Denne graf illustrerer, at det afseetningsmulig@lafatder jeevnt, nar prisen stiger. En kurve
med dette udseende vil veere typisk for en vare,laamderne egentlig har behov for, men
som man dog kan undveere, hvis varen bliver "fof @yvilket jo er et relativt begreb).

Vi kan formodentlig forvente, at afsaetningen afrtekander vil fglge denne kurve.

b) Denne graf illustrerer, at det afseetningsmuligalamesten ikke falder selvom prisen seaettes
vaesentligt op. En kurve med dette udseende vil #gpigk for en vare, som kunderne faler
et steerkt behov for (naesten) "uanset prisen”, f.ekmretter.

c) Denne graf illustrerer, at det afssetningsmulig@laiatder relativt hurtigt, hvis prisen gges.
En kurve med dette udseende vil veere typisk foraga, som kunderne ikke har seerligt
stort behov for, og som man derfor vil undladeg@tbds hvis prisen bliver "for hgj”, f.eks.
veegtaepper eller smakager.

Uanset om vi er i situation a), b) eller c), ersafisingsfunktionen aftagende — og dette er ogsa det
almindelige. Der findes dog specielle situationed gpecielle varer, hvor afsaetningen stiger med
en forggelse af prisen, bare prisen er hgj nokit¢Daldes Veblen-effekten, og man kan lidt popu-
leert sige, at denne effekt bygger pa en psykolagiskanisme af typen: jo hgjere prisen er, desto
mere attraktivt er det at vise omverdenen at mamauhtil at kebe varen).

Vi vil imidlertid holde os til almindelige aftageadafsaetningsfunktioner — som vist pa figuren.

Pa dette tidspunkt skal det omtales, at der fiedd®greb, der heddefterspgrgselEfterspargslen

af en given vare(type) i en given tidsperiode estemrelse knyttet til markedetemlig det samlede
antal vareenheder der kan afsaettes pa markedetargr har en given pris). | modsaetning hertil
star en stgrrelse knyttet til virksomheden og maekenemlig afseetningen, dvs. antallet af vareen-
heder, som den konkrete virksomhed afseetter paedark

Som bekendt er der almindeligvis mange producduidsomheder), som leverer den samme va-
re(type) til et givet marked — taenk. f.eks. pa laakkiller, cykler, seg, PC’er eller kattemad. Der er
m.a.o.konkurrencepd markedet, og de enkelte leverandgrer (virksdefidnar kun en vis mar-
kedsandel (som man sa almindeligvis keemper fodwtle — eller i det mindste fastholde).
Undertiden findes der "storleverandgrer” til markedom enten hamonopol(dvs. de er den ene-
ste leverandgr af den givne vare til markedet) slden har de facto monopol (dvs. de har sa stor en
markedsandel, at de mere eller mindre kan opfgresesm om de har monopol). Dette geelder f.eks.
forsyningen af mejeriprodukter i Danmark.

Bemaerk, at der antalsmaessigt kun er sammenfale@mellsaetning og efterspgrgsel for monopol-
virksomheder — og selv her kan det teenkes, atspitegslen er stagrre end afsaetningen, men at mo-
nopol-virksomheden ikke kan eller vil levere ydgelie varer til markedet. Vi beveeger os imidlertid
nu for langt veek fra intentionerne med disse sideg slutter emnet her.

Hvis vi igen vender tilbage til omtalen af figur6Al a), b) og c), sa kan en af arsagerne til attafs
ningen falder, hvis varen bliver "for dyr” altsatap veere, at der findes konkurrerende produkter pa
markedet, og at (nogle af) kunderne derfor skiitetisse.

Der findes imidlertid en raekke "mekanismer” som tmed beskatning af varer, gennemsigtighed af
markedet, tilggengeligheden af varer mm. at gagre, lsevirker, at mange varer stort set koster det
samme uanset leverandgren — og at det sa er antiptisen, man ma konkurrere pa.
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En matematisk beskrivelse af afsaetningsfunktioner

De tre modeller preesenteret pa figur A.6.1 kan thesk ved falgende fire modelforskrifter g = f(p)
a) moderat prisafhaengighed / moderat udvikling (figus.1 a)). En mulig model er her:
gpaq, hvora <0 og.¢ O

b) lille prisafhaengighed / ufglsom udvikling (figur@®1 b)). En mulignodel er her falgende:

qw-s&™ hvorw>0,s>0,r>0o0gr er lille”.

c) stor prisafheengighed / falsom udvikling (figur AL&)). En_ mulignodel bygger p4, at en given
priseendring giver en bestemt relativ/procentuelréagd afsaetningen, dvs. at afsaetningen el
givet ved en eksponentiel veekstfunktion (ekspoeérdaftagende):

qe&bP, hvorc>00g O<b<1

d) stor prisafheengighed / falsom udvikling (figur A&)). En anden mulighodel bygger pa, at en
given procentuel priseendring giver en bestemt prined sendring i afsesetningen, dvs. at afsagt-
ningen er givet ved en (aftagende) potentiel vaakktfon:

qkip? hvor k>0o0g d>1

Forudseetningen d > 1 (i stedet for blot d > O)nfmrdellen i pkt. d) forklares ikke her.

Det er i gvrigt — uanset hvilken model man ser pégtigt at bemeaerke, at modellen (forskriften)
kun geelder i et mere eller mindre begraenset int¢dedinitionsmaengden for forskriften). Be-
greensninger fastleegges af en lang raekke faktordradened forudsaetningerne for modellen og
dens parametres stgrrelse at gare.

Bemeerk i forlaengelse af dette, at det er klatiye p= 0, men dog p > 0 (dvs. hvis prisen er gan-
ske lille), sa vil g blive meget stor i alle tilfdel uanset model (hvorfor mon ?), ligesom det at kla
at vi f.eks. ikke kan have q < 0, hvilket mateniatiet er muligt i model a) og b) bare p er stor.nok

@velse A.6.1.
Tegn grafen for g = f(p) i hver sit koordinatsysteanhver af falgende afsaetningsfunktioner:

a) q= 35.000-260 , pO[47;9(

b) g = 55.000-8000&%°%"  p O[12;5(Q
c) q= 6550000,958° , p O[80;14Q

d) q= 300000p™® , pO[0,5:;4
Kommentér resultaterne.

Omseetning.
Ved en virksomhedsmsaetningms for en given vare pa et givet marked indeafogiven tidspe-

riode forstas afsaetningen g gange prisen p, dvsaaningen er antallet af kroner (eller anden
m@ntenhed) som virksomheden far ind ved salgeaanvpa markedet indenfor det givne tidsrum.
Virksomhedens omsaetning Oms vil altsd med de itelfmtegnelser veere givet ved:

Oms(p) =& = f(p)p
Hvis virksomheden f.eks. seelger 8000 enhederitiepr140 kr. pr. enhed, sa er omsaetningen
8000140 = 1.120.000 kr.
Vi har her set pa omsaetningen som funktion af priseen som vi straks skal se, kan vi ogsa angive
omseaetningen som funktion af den afsatte maengde.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmaiag. Teori, anvendelser og modeller.”



-94 -

Da q = f(p) og da f er injektiv (idet f er aftagedhar vi: p =f * (q)

Funktionenf ™ (q)kaldes ofte foprisfunktionenog den angiver den (maksimale) pris p som virk-
somheden kan forlange, for at virksomheden i deragede tidsperiode kan fa afsat g enheder.
Vi ser hermed, at omsaetningen som funktion af aisaptn (den afsatte maengde) g er givet ved:

Oms(q) = § = qd ™ (9)

Pvelse A.6.2.

a) Bestem den omvendte funktion til hver af de firektioner omtalt i gvelse A.6.1 (husk definiti-
onsmaengden)

b) Bestem et funktionsudtryk for Oms(q) i hvert affule tilfaelde.

c) Find omsaetningen ved et salg pa 44.000 vareenhaumiellen fra gvelse A.6.1 b) v

| forlaengelse af gvelse A.6.2 anfarer vi falgersmuttater:

Omseetningsfunktionen Oms(q) som funktion af dedtedsantal vareenheder q er for hver af de fire
anfarte afssetningsmodeller q = f(p) givet ved:

a) OmS(q)=§E(q-qo)m, hvorqg=8+a,(a<0 og &> 0)

b) Oms(q) :% [Qn(w-q)-Ins)E, hvorq =w-s&™, (w>0,s>0,r>0o0gr er"lille”)

c) Oms(q):%m , hvor q =c®”, (c>00g 0<b<1)

necng Ink —In
d) Oms(q) =qle ¢ = thExp(qu , hvorq = p?, (k>00g d>1)
Bevis:

Vi beviser b) og d), og overlader a) og c) til |lsese Metoden er for alle fire funktioner, at da
Ooms(q) = @ =q ™ (q), skal vi finde et udtryk fof ™ (qpg derefter gange dette med q.

Adb): gq=w-sk® erm:g = fMp =In(w-qg)-Ins = p:%EQIn(w—q)—Ins)

Ink-Ing

hvoraf det anfagrte udtryk fremkommgr ved at gange L
_ Ink-Ing

Add): q=Kk® < Ing-Ink=-dlinp = Inp .

hvoraf det anfgrte udtryk fremkommer ved at gangel op. Desuden kart skrives som exp(x)»

Som bekendt er definitionsmaengden for en omvendtion lig med veerdimaengden for den op-
rindelige funktion. Da alle fire afsaetningsfunktesrer aftagende og kontinuerte, er definitions-
maengden for prisfunktionerne og omsaetningsfunktimésom funktion af antal afsatte vareenhe-
der) givet ved:[f(Pmay ; f(Pmin) ] , hVOr Phax 09 pmin€r hhv. den starste og den mindste pris i defini-
tionsmaengden for afsaetningsfunktionen f. (Jfr. svél.6.1 og A.6.2).
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Graenseomsaetning
Hvis antallet af afsatte varer eendres fydilgy, sa far vi tilveeksten: Oms(q) — Omg(gomseetnin-
gen, hvormed den gennemsnitlige omsaetningstilvegkskstra vareenhed er lig med:

Omg(q) - Oms(g,)
4-9,
Hvis g — g er "lille”, s& er denne brgk ca. lig m&ims (q, -)jfr. de indledende kommentarer om

de matematiske forudsaetninger om modellerne.

StarrelsenOms (q, kaldesgraenseomsaetning&roms(g) (eller marginalomsaetningen).

Hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes for "li(i&" igen de indledende kommentarer om de ma-
tematiske forudseaetninger for modellerne), sa kasigd, at greenseomsaetningen angiver tilveeksten
i omsaetningen ved at afseette en ekstra enhed.

Pvelse A.6.3.
Bestem Groms(44000) for afseetningsmodellen frasev&l6.1 b) (Se gvelse A.6.3.

Omkostninger

En virksomhed®mkostningered at producere en given vare kan detdsfaste omkostninger
(FC), som for en eksisterende produktion ikke afpeeaf produktionsstgrrelsen, dg variable
omkostninge(VC), som afhaenger af hvor mange vareenhederrdduperes.

De faste omkostninger daekker f.eks. el, vand omeadil virksomheden, forrentning af den inve-
sterede kapital i bygninger, lgn til en ikke-prodrende direktion osv., medens de variable omkost-
ninger er knyttet direkte til produktion og distitipn af varerne (f.eks. ravarer og lgnninger).

VC er en voksende funktion af antallet q af prodede vareenheder (jo flere varer der produceres,
desto mere koster det!).

Bemeerk, at savel ved FC som VC er der tale om omkmger knyttet til produktionen i en given

tidsperiode

Hvis virksomheden kun producerer én vare, sd &seinhedensotale omkostningefC (som un-
dertiden ogsa benaevnes Tomk) givet ved: TC = VC+dfer mere udfarligt:

TC(q) =VC(q) + FC
idet de faste omkostninger ikke afhaenger af pradngstgrrelsen q.
Hvis virksomheden derimod producerer flere forsgelvare(typer), sa er det kun i sjeeldne tilfeelde
muligt at fastleegge, hvor stor en del af de fast&astninger, der harer til hver enkelt vare. (Man
kan selvfglgelig forsgge sig med en procentuel lbafdee faste omkostninger, svarende til den
konkrete vares procentuelle andel af f.eks. oms@gdni. Men som man nok let kan forestille sig, sa
vil ogsa dette kun undtagelsesvist veere rimelldgn ma derfor i de samlederegninger for virk-
somheden medtage VC(q) for den givne vare, ogdialkulere de samlede faste omkostninger til
sidst (se begrebet deekningsbidrag senere i teksten)
Ved analyse og beregning af VC(q) er man ofte asseret i at se ke variable enhedsomkostninger
VU(q) (dvs. de variable omkostninger pr. enhed,deirproduceres q enheder). Disse er givet ved:

vu@ =<

Hvis de variable omkostninger ved at producere&titeder af en given vare er 13.200 kr., sa er

VU(800) = 13200 kr, pr. stk. = 16,50 kr. pr. stk.
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Undertiden er VU konstant, dvs. den har den santgreetse uanset hvor mange enheder man pro-
ducerer (indenfor visse graeenser — svarende til ainkegsfunktionens definitionsmaengde). | dette
tilfeelde er VC(q) = VUG og TC(q) = VUG + FC. Hvis f.eks. VU er konstant 28 kr., og detéa
omkostninger er 230.000 kr., sa er VC(q) #2®g TC(q) = 28 + 230.000.

Vi ser altsa, at omkostningsfunktionerne VC(q) &(q) bliver linezere funktioner, nar VU er kon-
stant.

Det er imidlertid vigtigt at bemaerke, at VU oft&kéker konstant, men derimod afhaenger af, hvor
mange enheder g man producerer. VU bliver altd&gktion af g, dvs. VU(q).

Der er visse faktorer, der bevirker at VU aftaged wget produktion, og der er andre faktorer der
bevirker, at VU vokser ved gger produktion.

Faktorer, der kan fa VU til at voksed gget produktion (lseseren opfordres til at pratvfinde an-

dre faktorer end de faglgende):

* gget produktion kan forgge spildprocenten for maligrtil produktionen

« gget produktion medfarer gget slidtage pa maskénern

* gget produktion kan medfgre anvendelse af ovemdsbejaling eller skifteholdsbetaling

« gget produktion kan kraeve flere ansatte og maskeestidskiftningshastighed af personalet,
hvilket resulterer i nedsat produktivitet pr. an@dét der bl.a. bliver behov for en forgget oplae-
ring af de ansatte)

« hvis den virksomhed, der leverer ramateriale tiduktionen, dominerer markedet, sa kan en
gget produktion medfare en forggelse af indkgbspriglet efterspgrgslen forgges

Modelteknisk kan sadanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant plus et
led, der vokser med gget produktionsstgrrelse tikxane f.eks. teenkes, at VU(q) = 28 + 0,[@06

kr. pr. enhed, hvormed vi far:  VC(q) = VU{G)= 284 + 0,0066° — og hvis de faste omkostnin-
ger svarende hertil er 230.000 kr., s& far vi: @)G( 0,006&3° + 284 + 230.000.

Pvelse A.6.4.
Tegn grafen for TC(q) = 0,0G + 284 + 230.000, ¢J[0; 12000 v

Vi ser, at hvis VU(q) bliver starre ved forggelég@eduktionstallet g, sa vil omkostningsfunktio-
nerne VC(q) og TC(g) krumme opad (fa en gget taigelining). Vi siger da, at der er tale om en
progressivomkostningsfunktion.

Faktorer, der kan fa VU til at aftaged @get produktion (laeseren opfordres til at pratfinde

andre faktorer end de falgende):

« gget produktion kan give kvantumsrabatter ved ibhdidaravarer

* gget produktion kan give rationalisering af prodohkén

» gget produktion kan give lavere klarggringsomkasger pr. produceret enhed (ved skift fra
produktion af en varetype til en anden pa det sapméuktionsapparat)

* gget produktion kan give lavere administrationsostlkimger pr. produceret enhed

Modelteknisk kan sadanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant minus
et led, der bliver numerisk stgrre med gget pradukstgrrelse g. Det kunne f.eks. teenkes, at
VU(q) = 98 — 0,008 kr. pr. enhed, hvormed vi far: VC(q) = VUGF 984 — 0,00%° — og

hvis de faste omkostninger er 380.000 kr., s&ifaTC(q) = —0,008 + 984 + 380.000.
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@velse A.6.5.
Tegn grafen for TC(q) = —0,0@8 + 984 + 380.000, dJ[0; 14000 v

Vi ser, at hvis VU(q) bliver mindre ved forggeldepaoduktionstallet g, sa vil omkostningsfunktio-
nerne VC(q) og TC(q) krumme nedad (fa en aftagéadgenthaeldning). Vi siger da, at der er tale
om endegressivomkostningsfunktion.

Hvis vi analyserer de beskrevne arsager til, atastiingsfunktionerne VC og TC kan veere pro-
gressive hhv. degressive, sa ser vi, at den degegendens typisk vil forekomme ved "lave” pro-
duktionstal medens den progressive tendens vikéonene ved "hgje” produktionstal. (Dette kan
ogsa udtrykkes pa falgende made: VC og TC vokseraftagende styrke ved relativt sma produk-
tionstal og med voksende styrke ved stgrre produoktal).

En graf for TC, som daekker et stgrre variationsa@i@efinitionsmaengde), kan altsa forventes at
have et udseende i stil med det der er vist panstélende figur A.5.2, hvor q er produktionsantal-
let:

TCA

Fig. A.6.2

En muligmodelfor TC(q) ses da at veere et voksende tredjegrigspaium:
TC(q) = &’ + b + dq + d

Men der ma stilles en raekke krav til koefficient=m) b, ¢ og d for at give en kurve som den viste
(se gvelse A.6.9).

Eksempel A.6.6.
Det har for en given produktion i en given virksaedtvist sig, at der er fglgende sammenhgrende
veerdier for de totale omkostninger TC og produldtaliet q:

Q (stk.) 0 5000 10.000 20.000
TC (kr.) | 100.000] 160.000 180.000 235.000

Vi vil undersgge, om det er muligt at beskrive T&2l\et tredjegradspolynomium, dvs. om vi kan fa

opfyldt, at: TC(q) = &° + bg’ + cq + d.
Da de faste omkostninger FC = TC(0) = d ses, aiLl@G=000. Herefter bruges de tre andre sam-
menhgrende veerdier af q og TC til at opstilleigaihger med tre ubekendt: a, b og c. Vi far:
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I: 160.000 = BOOC + bB0O0F + 5000 + 100.000
Il 180.000 = A0.00C + b10.00G + c10.000 + 100.000
ll: 235.000 = &0.00G + b20.00¢ + ¢20.000 + 100.000

Disse tre ligninger med tre ubekendt Igses vethdefc udtrykt ved a og b i ligning |, og derefter
indsaette dette udtryk (c = 12 28.000.000 —B000) i ligning Il og Ill, som herved bliver til to
ligninger med to ubekendt (a og b). Disse to ligeinlases pa seedvanlig facon, hvilket overlades til
leeseren. Vi finder: a 45010° og b=-14750107. Indseettes disse vaerdier i udtrykket for c

finder vi (kontrollér), at: ¢ = 18,25.
Alt i alt ser vi, at:

TC(q) =45010°6G° -1,475010°3[@* + 18,25q + 100.000 v

Pvelse A.6.7.

Betragt omkostningsfunktionen TC fra eksempel A.66d definitionsmaengden:[g[0 ; 22.000

a) Bestem monotoniforholdene for TC.
(Hvad forventer vi af monotoniforholdene for TCr?détte opfyldt ?)

b) Bestem monotoniforholdene for T(@lvs. for tangenthaeldningen).
(TC’skulle gerne veere aftagende (dvs. TC skulle gesmre degressiv) i "den lave ende” af de-
finitionsmaengden, og TGkulle gerne veere voksende (dvs. TC skulle geene progressiv) i
"den hgje ende” af definitionsmaengden. Er detfeditlet ?)

c) Den veerdi af g, hvor TC skifter fra at veere degvetsisat veere progressiv kaldes inflexions-
punktet g for TC. Hvilken veerdi har4f?

d) Tegn grafen for TC(q), @ [0 ; 22.000 - og kommentér resultatety

@velse A.6.8.
Et firma producerer en given vare, og har i debifatelse arlige faste omkostninger pa 600.000 kr.
Det oplyses, at de totale omkostninger Tomk(q) lolefy at:
Tomk(1000) = 2.550.000, Tomk(2080.000.000 , Tomk(4000) = 5.400.000
a) Bestem en forskrift for et tredjegradspolynomiurr, an bruges som model for Tomk(q) sva-
rende til de kendte omkostningsveerdier.
(Svaret skulle gerne blive: Tomk(g) = 0,00@5- 1,5G° + 3200g + 600.000).
b) Bestem monotoniforhold for Tomk og Tomkog gar rede for, at Tomk opfylder de forvent-
ninger vi har til en omkostningsmodel af denne type
c) Bestem inflexionspunktet for Tomk (Se evt. gvélse.7, pkt. c)
d) Tegn grafen for Tomk(q), G [0 ; 400Q - og kommentér resultate®.

@velse A.6.9.

Hvis et tredjegradspolynomiumigd + big® + ¢ + d skal kunne bruges som en model for en om-
kostningsfunktion, sé er der nogle krav til koa#fiterne a, b, c og d, som skal veere opfyldt.

Vi ser, at hvis TC(q) = [ + big> + cq + d , s& er d = TC(0) = FC (de faste omkostnindmor-

med vi m& have, at d > 0, samt at VC(q) &° a big + cq .
2

Argumentér for, at der desuden skal geelde, at0a » <0 ogc= 2—
a

(Vejledning: Benyt, at TQ(q) = 0 for alle g, idet TC skal vaere voksende, sameaima findes et
positivt tal g, (inflexionspunktet), hvor TC er degressiv for gsog TC er progressiv for q >.q
(Bemeerk at TC'’s degressivitet og progressivitets@mud fra fortegnet for TQ).

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmaiag. Teori, anvendelser og modeller.”



-99 -

@velse A.6.10.
Vis, at koefficienterne i modellerne i eksempel A.6g gvelse A.6.8 opfylde kravene, der omtales i
gvelse A.6.9¥

Graenseomkostninger
Som ved omsaetningen defineregréenseomkostningeriig&romk(q) ved:
Gromk(q) =TC'" ()= VC'(q)

Bemaerk, affTC' (grVC'(qg), idet FC er en konstant, som forsvinder ved diiféiationen.

Hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes for "li(i&" igen de indledende kommentarer om de ma-
tematiske forudseaetninger for modellerne), sa kasigd, at greenseomkostningerne angiver tilvaek-
sten i de totale eller i de variable omkostningedt &t producere en ekstra enhed.

Profit og deekningsbidrag

Vi antager nu, at virksomheden pa baggrund af Keatulsil sin afsaetningsfunktion producerer lige
sa mange vareenheder ¢, som den kan afseette. Minkestengrofit (fortieneste, gevinsBr(q) er

da givet ved:

Pr(g) = Oms(q) — TC(q)
VirksomhedenslaekningsbidradB(q) ved produktion og salg af g vareenhedernestyed:
DB(q) = Oms(q) — VC(q)

Daekningsbidraget er, som navnet siger, den pagedenres bidrag til at daekke virksomhedens
faste omkostninger, men den ger det ikke alene aN&idaekningsbidragene fra virksomhedens
produkter la&egges sammen viser det sig forhabeatligimmen er stgrre end FC og at der dermed
skabes et overskud for virksomheden.

Det kan betale sig for virksomheden at gge produkin af en given vare sa laenge profitten eller
deekningsbidraget bliver starre, dvs. sa leengdé@Pz 0 eller DB(q) = 0 — under forudseetning af,
at vi ikke hermed ryger udenfor definitionsmaengfterafseetnings- eller omkostningsfunktionen.
(Det hjeelper ikke meget, at det matematisk setrtdkadende viser sig at kunne betale sig at gge
produktionen til f.eks. det 4-dobbelte, hvis virkdredens produktionskapacitet ikke kan handtere
dette, og der derfor skal investeres i nye bygningaskineri, medarbejdere mm., hvormed om-
kostningsfunktionen ikke leengere er geeldende).

En produktionsforagelse er altsa givtig, sa laeer@soms(g)= Gromk(q). Saledes ma det naturlig-
vis ogsa veere, idet det ma kunne betale sig fasoimheden at gge produktionen, sa leenge omsaet-
ningsforggelsen pr. ekstra vareenhed er stgrremkostningsforagelsen pr. ekstra vareenhed.
Denoptimale produktionsstgrrelsg bestemmes ved at lgse ligningen: Groms(q) = Grqinkémt
sikre, at monotoniforholdene er saledes, at delérom et maksimum i den fundne lgsnigg q

Afslutningsvist skal det omtales, at man almindeigpog naturligvis er interesseret i at sikre, at
Pr(g)= 0. Den mindste veerdi af q, for hvilke dette erytqiif kaldes break-even punktét

Ofte er der ogsa en starste veerdi af g som opfyéddr(g)= 0. Denne veerdi kaldgsofitgraensen.

| stedet for break-even-punktet og profitgreensereades undertiden ogsa benaevnelserne: nedre
deekningspunkt og @gvre daekningspunkt.
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Appendix 7. Nogle egenskaber ved reelle tal.

Som bekendt bestar de rationaleQahf meengden af brgker imellem to hele tal, haevneren er
forskellig fra nul. Der geelder desuden at meengdahlile tal er en delmaengde af meengden af
rationale tal, dvs. Z1 Q, idet ethvert helt tal er en brgk imellem sity s tallet 1. Endvidere geel-
der det, at Q er afsluttet overfor regningsarteaaletition (+), subtration (—) og multiplikation)(
dvs. at en sum, en differens eller et produkt aatmnale tal giver et nyt rationalt tal.

Om de hele tal Z geelder, at hvisrZ er ulige, s er frogsa ulige. (Argumentet for dette bygger
pd, at hvis m er ulige, s& findes et helt tal nns&2n + 1, hvormed = (2n + 1 = 4rf + 4n + 1)
Vi ser dermed ogsa at hvis der for et helt tal fdgeeat g er lige, s& er p selv lige (idet hvis p var
ulige, s& ville p ogsa veere ulige, og dette er jo ikke tilfaeldet).

Vi skal bruge disse indledende informationer/regelti det fglgende.
Som vi straks skal se, indeholder de reelldtédvs. alle tal pa tallinien) tal, som ikke etizaale.

Disse tal kaldes de irrationale taj betegnes ofte med I. Vi har altsa, at |1 = R\Q.
Der geelder bl.a. falgende bergmte seetning:

Seetning A.7.1:
V20 Q, dvs. V2 er etirrationalt tal.

Bevis:

Vi beviser saetningen ved et indirekte argumentantager altsa, a2 O Q, og vil sa vise, at dette
farer til en modstrid.

Da~2 O Q, kan+/2 skrives som en uforkorteligrak mellem to hele tal. (Dette geelder ethvert
rationalt tal, idet vi kan forkorte brgken mellem @ hele tal indtil den er uforkortelig).

Vi antager altsa, aw2 = g , hvor p og g er hele tal, og hvor brgken er udoidig.

Af 2 = P ses, atv2)? = (P)2 og dermed, at %= 2d% Da ¢ er et helt tal, ses det, dter lige.
q q

Ifalge de indledende kommentarer er p derfor dgb. Der findes saledes et helt tal s, sa p = 2s,
hvilket indsat i p = 27 giver: (2s§ = 2% , hvoraf vi far: § = 25" Dette betyder, at’cer lige, og
dermed, at g selv er lige. Vi har sdledes, at Ipdog q er lige. Men dette er i strid med, at braken

p er uforkortelig. Vi er hermed kommet til en modsthvormed den oprindelige antagelse ikke

q
kan geelde. Hermed er saetningen bevist.

Om de irrationale tal | geelder bl.a. falgende:

Seetning A.7.2:

2

For ethvert rationalt tal g og ethvert helt talm#£ 0) geelder, at q +— O |
n

Der findes derfor uendeligt mange irrationale &@d der findes mindst lige s& mange irrationalg tal
som der findes rationale tal.
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Bevis:

Vi farer et indirekte bevis: Antag alts3, at qQ [0 Q. Da Q er stabil overfor +, — afog da q og
n

V2 V2

n er rationale tal, ses: q;@ JQ giveros, at: g +— —qU Q, dvs.—
n n n

V2

— M OQ, dvs./2 O Q. Dette er i strid med saetning 1, hvormed fauisteaf ssetning 2 er bevist.
n

0 Q. Og dermed fas, at:

Hvis n = 1 ser vi specielt, at qx-ﬁ O I. Heraf fas de to sidste pastande i seetningels. s, at da
der er uendelig mange rationale tal (de ratioralentdeholder bl.a. de hele tal), er der uendeligt
mange irrationale tal, og dels ses, at for ethnagionalt tal g findes der et irrationalt tal qvlé
Hermed er saetningen bevist.

Vi naevner uden bevis, at for ethvert primtal p gmldt\/EDl — og dermed geelder, anoi for

ethvert helt tal n, som ikke er et kvadrattal. xedes mange andre irrationale tal end kvadratmode
af et helt tal. Et af de bergmteste er taliésom er fastlagt ved forholdet mellem omkredsen og
diameteren i en cirkel).

Vi vil nu ga over til at se pa andre seerlige egabsk ved de rationale og de irrationale tal. Der
geelder nemlig om dem begge, at de ligger tegtvR. uanset hvilke to reelle tal man tager (og un
derforstaet: uanset hvor taet de to valgte redllégger pa hinanden), sa findes der bade et ratton
og et irrationalt tal imellem disse to tal. Der deglaltsa falgende saetning:

Seetning A.7.3:
1) De rationale tal Q ligger teet i de reelle tal R
2) De irrationale tal | ligger teet i de reelle tal R.

Beuvis:
Ad 1): Lad r og k veere to vilkarligt givne reelle tal, hvor< r.. Vi skal da bevise, at der findes
et rationalt tal g, som ligger imellemag r, dvs. som opfylder:11< q <

Lad nO N veere valgt, s&a > . Dette er muligt, da de naturlige tal fortseettéet uendelige.

r,—h
Lad herefter m veere det mindste higlle som opfylder, at: m nib. Vi vil nu bevise, at hvis vi

seetterq :m_—l, sa opfylder q det gnskede. Da g er en brgk melbenele tal, er det et rationalt
n

tal. Vi skal derfor nu interessere os for stgrmelagq.
Farst bevises, at g sr
Ifglge definitionen af m har vi, at m — 1 & og da n er positiv, kan vi dividere med n uden at

vende ulighedstegnet, hvormed vi farlL_l <.
n

. m _1 . . . . om _1
Dernaest bevises, at« q=——. Vi benytter et indirekte bevis, og antager alsga,—— <r; .
n n
Vi vil s& argumentere for, at dette fagrer til endsiid.

Af m-1 < r, far vi ved multiplikation med n, at m —<Inlr; og dermed, at g nlfy + 1
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Af n> far vi, idet p — rp er et positivt tal, atlfr. — ) > 1 og dermed:h — niry > 1, hvilket

r,-n
giver os: b > nirp + 1. Kombineres dette medsmiry + 1, ser vi, at m <}, hvilket er i strid
med, at ne nlrb. Hermed er seetningen 1. del bevist.

Ad 2).
Lad r, og k veere to vilkarligt givne reelle tal, hvor< r.. Vi skal da bevise, at der findes et irrati-
onalt tal s, som ligger imellem og K, dvs. som opfylder: ;1< s <p

Da de rationale tal Q ligger teet i R, findes ifddl af seetningen et tallgQ, sdr<q <k

Lad n veere et positivt helt tal som opfylder nat . Da k — g er positivt, far vi hermed, at

2
nifr, — Q) >/2 og dermed, at: > q >£. Dette giver os endeligt, at qﬁ <r.
n n

Da £> 0 har vi desuden, at £ g <q +£. Hvis vi seetter s = q £ sa ser vi altsa, at
n n n

r <s <g, og da s ifglge saetning 2 er et irrationalt takaetningen bevisty

Intervalruser.

Definition A.7.4.
Ved enintervalruseforstas en uendelig maengde af ikke-tomme, lukkieelgreensede intervaller
l1, I3, I3, ....... R , hvorom der geelder, at
« ethvert interval i rusen er en delmaengde af degfaende interval, dvs.:
L, 01, 0130.....01,0....

« leengden af et vilkarligt interval i rusen er hdjatvdelen af det foregaende intervals leengde
dvs. for alle I N: /(I h41) s%[ﬁ(l n), hvor (1) betyder leengden af intervallet I.

Vi bemeerker, at det i en intervalruse gaelder(gt) < [¢(l,) forallend N (Overvej!).

2n—1
Hvis vi ser pa feellesmaengden af alle intervallem intervalruse, sa er det klart, at denne fzelles-
maengde hgjst kan indeholde ét tal. Hvis vi nemdigth forskellige tal p og g, sa der findes et helt

1) 1) > /(ly). Viser derfor, at p

p-d "t

og q ikke begge kan ligge i intervallgt .

Omvendt ma det vaere oplagt, bl.a. nar vi teenkelep@genskaber ved de reelle tal, der er beskrevet
i det foregaende, at der findes et tal, som liggdie intervaller i rusen. Dette er en af de fuméa-

tale egenskaber ved de reel tal, som vi ikke kasbemen som méa anfgres som et sakaldt aksiom
byggende pa de reelle tals opbygning og egenskaber.

tal n, s& < 2" hvormed der geelder, atp-q| =

Aksiom A.7.5. (Intervalsammensnaevringsaksiomet).
Enhver intervalruse fastleegger netop ét reelt ta, fiellesmaengden bestar af netop ét tal.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmaiag. Teori, anvendelser og modeller.”



- 103 -

Appendix 8: Den basale teori for logaritmefunktiorer.

En logaritmefunktion g er defineret som en funktider opfylder 3 ting:

1) Dm(g) =R ogVm(g) =R

2) g er monoton

3) For alle a, b1 R, geelder: g(@) = g(a) + g(b).
Men et spgrgsmal ma vaere, om der overhovedet elaistn sddan funktion. Dette kan vi bevise
v.hj.a. integralregning, idet der geelder falgenransng:

Seetning A.8.1.

Funktionen F givet ved: F(x) = jlx%dt , X >0, er en logaritmefunktion,

dvs. der geelder:

1) Dm(F) = R og Vm(F) = R
2) F er monoton

3) F(@b) = F(a) + F(b)

Der geelder desuden, at F er differentiabel, o @) = L

X
Funktionen F beskrevet i denne saetning kaldes demlige logaritmefunktiorg skrives: In.

Beuvis:
Vi bemaerker farst, at funktionen f(t)%—- er kontinuert i intervallef O; oo (dvs. i R). Dermed ser vi

for det farste, at F(x) er defineret for alléhR, (og ikke andre x-veerdier, idet funktion%nellers

er ubegraenset og ikke defineret i intervgbietl]). Og for det andet ser vi ifalge seetning 34t9F
er differentiabel for alle X1 R,, og atF'(x) = % Da x > 0 ser vi desuden, d(§ > 0, hvorfor F er

voksende i R, og dermed specielt monoton. Vi mangler derkam” at vise, at Vm(F) = R, og at
regnereglen i pkt. 3) er opfyldt.

Vi begynder med pkt. 3):
Lad a, bd R, veere vilkarligt valgt. Ifglge indskudssaetningenifitegraler har vi, at

_ ab1 _rajg abl _ ab1
F@ab) = jl Yo|t_jl Yo|t+ja Ldt = F(a)+j Ldt

a

. . b b
Vi skal derfor vise, at F(b) :J‘l%dt = J': 1dt .
1_1ra—_1 - aby . _ raby
Da T‘EE?‘E% ser vi, atja 1dt = J'a g%dt.

. . . . . _ 1 o .. ab _ b _
Hvis vi anvender substitutionen ué— du = dtfér vi: ja é%dt = J'l%du = F(b),
hvormed vi har vist, at Fi® = F(a) + F(b).

Vi skal herefter vise, at Vm(F) = R, altsa at etiiveelt tal er funktionsveerdi af et eller andéixta
Dette ggres ved at tage et vilkarligt vaydgil R, og derefter vise, at y er funktionsveerdi faffet
eller andet x. Lad derfor i R vaere vilkarligt valgt, og seet n lig med det Halesom opfylder, at
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nsi<n+1
F(2

o : y _ 2 — ¥ e 2 = —
(Altsa f.eks. hvis; = 8,16, sa seettes n = 8, eller h\@(%— 1,9, s saettes n = — 2).

Vi bemeerker, at vi kan tillade os at dividere még)Fda F(2) > 0, idet F(1) = 0 og F er voksende.
Ved multiplikation med F(2), som altsa er posifay, vi:
MF(2) <y < (n+1)F(2).

Da F har egenskaben: B{p = F(a) + F(b) ser vi (overvej !), at der fdlecheletal n geelder, at
F(d") = nlF(a). Anvendes dette p& den ovenstaende dobbakdljga far vi:

F) <y < F(2
Vi ser saledes, at y ligger mellem to funktionsviaartbr F. Da F er kontinuert (idet den er diffe-
rentiabel), har vi dermed, at y selv er en funlkdiaerdi af et eller andet x. (Og da F er voksende,
ligger x imellem 20g 2"1).
Vi har hermed set, at et vilkarligt valgtyR er indeholdt i Vm(F), hvormed vi far, at Vm(F)Rs
Hermed er saetningen bevist.

Vi har hermed vist, at der findes mindst én logaeitunktion, nemlig den naturlige logaritme In.
Men der findes da uendelig mange logaritmefunktioiket der gaelder, at hvis f er en logaritme-
funktion, og hvis k& 0 er en vilkarlig reel konstant, sa er funktionkin ogsa en logaritmefunktion.
(Beviset for dette overlades til leeseren. Ellereddet i bogen: "Matematik for Gymnasiet. Loga-
ritme-, eksponential- og potensfunktioner — og mmetigske modeller”)

Der findes i gvrigt ikke andre logaritmefunktionend dem der kan fremkomme ved at gange kon-
stanter pa en given logaritmefunktion. Bevisetdette bygger pa falgende ssetning — men det ude-
lades i denne sammenhaeng, hvor emnet er integnaigedLaeseren henvises til ovennaevnte bog).

Seetning A.8.2.
1) Enhver logaritmefunktion er kontinuert
2) Enhver logaritmefunktion er differentiabel.

Bevis:
Da det vides, at en differentiabel funktion er kouért, skulle man tro, at vi kunne bevise saetnin-
gen ved at bevise pkt. 2) — og derefter blot hentiislenne regel. Men det kan vi ikke, idet betise
for 2) bygger paat vi ved at en logaritmefunktion er kontinuert. Dette sttaifor farst vises ad
andre veje.

Vi giver fgrst et intuitivt argument for pkt.1):

F 3

Grafen for en logaritmefunktion f kan I /
hverken have "huller” eller "spring” som ’ .
skitseret pa figur A.7.1 , idet dette enten ‘ /

strider imod, at f er monoton eller at Vm(f) ! i /?
= R og Dm(f) = R (Overvej dette neerme- ' ! ;
re). , X X
Grafen for f ma derfor veere sammenhaen- '
gende, dvs. funktionen ma veere kontinuert.

h 4

L 3
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Et formelt bevis forlgber saledes:

Lad f veere en given logaritmefunktion, og lad xR, vaere vilkarligt valgt. Vi skal sa bevise, at f
er kontinuert i x. Da f er monoton, er den enten voksende ellegaftde. Vi vil se pa det tilfeelde,
hvor f er voksende, og overlade det tilsvarenderaent for en aftagende logaritmefunktion til den
interesserede leeser. (I det fglgende bruges ondegio om et punkt. Dette betyder blot: et symme-
trisk, abent interval omkring punktet)

For at vise kontinuiteten af f i,»skal vi vise, at for enhveammegnu(f(x,)) om f(x,) findesen om-
egnu(X,) 0m % som har den egenskab, at hvis xxx,), sa er f(x)J w(f(Xo)).

Lad daw(f(x,)) veere en vilkarlig valgt omegn om §fxog lade veere radius i omegnen, dvs.
w(f(Xo)) = ] f(Xo) —€; f(Xo) +€[. Da Vm(f) = R findes x, x O R:, sa f(x) = f(Xo) —€ 0g f(x) =
f(xo) + €, og da f er voksende ma der gaelde (overvej ; &tx, < X .

Vi veelger nu en omegw(xo) omkring %, som opfylder, ato(xo) [ ]x1;Xo[ (Overvej, at dette er
muligt ! Lav en figur med to tallinier, en x-aksg en y-akse, der viser situationen). Vi far hermed:

XOw(Xo) = X <X <% = f(X) <f(X) <f(x2) = f(Xo) —& <f(X) <f(xo) +&€ = f(x) 0 (X))
hvormed det gnskede er bevist.

Ad 2): Beviset for, at en logaritmefunktion er differiaiel, er et udpraeget "trick”-bevis. Det for-
laber pa falgende made:

Lad f vaere en vilkarlig logaritmefunktion. Da fl.ipkt. 1) er kontinuert, far vi ifglge seetning 8,1
at f har en stamfunktion givet ved:

F(x) = jle (t) dt

hvor vi har valgt g = 1.
Lad nu xO R, veere et vilkarligt valgt tal, som fastholdes i fidgende. Vi har da, at

2 2 2 2 2
jlf(x [u)du = jl (f (x) + f (U))du = jl f(x)o|u+j1 f(u)du = f(x) ql 1du + F(2)
=) fulf + F@) = () +FQ
Udregnes det samme integral, dylszf (xU)du v.hj.a. substitutionen: t = xu, dt = xdu, der-

med: %dt = du, sa far vi (overvej de enkelte skridt ngje !):
2 2X 2X 2X X
jl f (x Cu)du = jx f(t)Chdt = %[jx f(t)dt = %[éjl f(t)dt—J-l f(t)dtj = 10{F(2x) - F(x))

Sammenholdes disse to udtryk ffyff (x Cu)du, sa farvi: f(x) = %E(F(Zx) -F(x))-F(2).

Da x var vilkarligt valgt i R, geelder dette udtryk for allelXR..
Da F(x) og den sammensatte funktion F(2x) er diffiéiable, er udtrykket pa hgjre side differentia-
belt, hvoraf vi ser, at f er differentiabel. Hermadsaetningen bevis.

Udtrykket Inx = le%dt kan ved anvendelse af numerisk integration lesytl at beregne funkti-

onsveerdier for In. Denne beregning er lagt ind adrggneren under tastéimn J.
Laeseren kan som en gvelse prgve at inddele intietrf/Bl 3] i 10 lige store intervaller og anvende

disse intervallers midtpunkter til at bestemme eddelsum for funktionen f(t) it
Find In3 pa grafregneren og sammenlign resultatet.
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Opgavesamling

Kapitel 1.

Stamfunktioner. Ubestemte integraler.

1.1 Bestem en stamfunktion til hver af fglgende funkéo

a) f(x) = 4x’ b) f(x) :%+4 c) f(x) = 2x2+5x°
X
d) f(x) = (x = 2)(x + 2) e) f(x) F/2+3x3-4/x 1) f(x) = (x +23)2
X

1.2 a) Bestem den stamfunktion til f(x)fx4 , der har funktionsveerdien 8 i tallet 2.

b) Bestem den stamfunktion til g(x)23/x , hvis graf gar igennem punktet (9,2).

1.3 a) Bestem den stamfunktion F til funktionefx) £ x“ -4x+% , som opfylder, at F(-1) =0

b) Vis, at der findes preecis to stamfunktionerg3Hotil f, som har netop to nulpunkter.
c) Tegn grafen for G og for H i samme koordinatsystidet H(x) < G(x) for alle x.

1.4 Om en funktion f er givetf'(x) =x>-2x? , x O R, og at f(1) = 2.
a) Find funktionsforskriften for f
b) Bestem veerdimaengden for f.

1.5 Bestem den stamfunktion G til funktionen:
g(x)=1—x , X>0,
X

der har linien med ligningen y = 3 som tangent.

1.6 Betragt funktionen f(x) =% . Bestem funktionsforskrifterne for mindst treskellige

stamfunktioner til f, hvis grafer gar igennem puetkie,4).
Hvad forteeller dette om entydigheden af stamfumidioi seetning 1.2.7 ?

1.7 Eftervis fglgende formler, hvor a og b er konstanter
1

1
- = dx=-——"
% j (a+ bx)® § 2b(a+ bx}

X 1 1 a
b) | ————dx = = [- +
) J.(a+ bx)3 b? : a+bx 2@+ bx)?

- 3
&) [x/arbxx = -2 3bﬁ_baz/m

d) J- X dx = — 2(2a—bx)21/a+ bx

a+ bx b
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1.8 Udregn fglgende ubestemte integraler:

(x +2)* -2 2 2 2
a)j ~—dx b)j(sx +5yx —3x2)dx c)j(x +x)dx — j(x — x)dx
X

1.9 Udregn fglgende ubestemte integraler:

a) jsixdx b) j In(3x) dx c) j e*™dx d) j €)*dx
X n(x® 3 -5

e) [4*dx ) [e"*Iax 9) j;dx h) jXde

i) j log, Gx)dx  j) j 2 3/x dx K) j e dx ) j e2*3dx

m) [2Vx%dx n) [Ux*dx 0) [e* 2% dx p) [x2v/2x dx

Opgaver med delvis integration og integration vedbstitution — ubestemte integraler

1.10 Udregn fglgende integral§>< ($inxdx ved delvis integration ved at veelge g(x) = x som

den funktion, der skal differentieres.
Opskriv det udtryk vi ville have faet, hvis vi ldesvalgt g(x) = sinx som den funktion, der
skal differentieres, og kommentér resultatet.

1.11 Udregn fglgende ubestemte integraler:
a) J'x [dosxdx b) I5a In ada C) Ixz (In xdx d) I(Zq + 3039 [)dq

e) jex 2% dx f) szsinxdx 9) jcos(t)[ﬂzdt h)j(x+x2)E2de

(Vejledning til f) — h)Benyt delvis integration to gange efter hinanden)
Bemeerk, at opgave e) ogsa star som opgave Ikbo)mentér dette.

1.12 Bestem v.hj.a. substitutionen en stamfunktiohv#r af funktionerne:

a) sinx &% b) COSX Eesinx C) tan(lnx)

1.13 Bestem en stamfunktion til hver af fglgende funkéo

a) f(x) = (5x—23)® b) f(x) = 2x(3x? +4)* c) f(x) = V4x+9
d) (x) = % e) fx) = X -D(x®=x+2)°  f) f(x) = 5x°(ax*+2)™
g) f(x) = ﬁ h) f(x) = (x +2)yx? +4x ++/5

v
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1.14 Udregn fglgende ubestemte integraler:

2 3x 2 _
a) j—(3x_4)5dx b) I—(2_4X3)2dx c)j(x +/4-x)dx
d) j(x3+9x) [{x? + 3)dx e)J‘\/x4 +5x% dx, idet x > 0 forudseettes.

1.15 Udregn fglgende ubestemte integraler:

—4cost + 4sint 8y? — 24y® 7 - 3.x*
a dt b) [ZX—=—1d c) |cos' (x)Binxdx  d) [3x°e” dx
) f cost +sint )I -y +y? Y ) I &) ) I

1.16 Udregn falgende ubestemte integraler:

1 InG/x) |
a)j nx & b)j2+x )In dx d)J‘”X
e) j'”—xdx f) [5xIn@x*+Ddx @) Is —d h)j—[(lnx)zdx
i) Ixslnxdx i) jx _’:;’X1+2 K) J"Ogsx(3x)dx ) Ilnx

m) j(ln x) 2 dx n) jx On(2x - 1)dx

1.17 Udregn fglgende ubestemte integraler

) | X ) l (X
X .

e) jxmxz+2dx ) [x"(x*+8)>dx @) [3*On@* +3dx  h) [x [&* dx

c)jf[?.'”dx d) ijede

1.18 Bestem: a)jq,/3+qdq b)j( 3y1)4 dy
y_

Arealer og bestemte integraler

1.19 | opgave 1.3 omtales en funktion G. Grafen fayg¥arsteaksen afgreenser en punktmaengde.
Bestem arealet af denne punktmaengde

1.20 Tegn punktmaengden M kx,y)| 0<x<4 00< ys%x2 +X +1} 0g bestem arealet af M.

1.21 Betragt funktionen h(x) =&* , x0[0; §
Bestem arealet mellem grafen for h og farsteaksen.

1.22 Udregn falgende bestemte integraler — og gerver bf dem rede for, at resultatet kan opfat-
tes som arealet under grafen for en positiv, koetity stykkevis monoton funktion:

a) [“p*dp b)[°7da o j_’ju‘z du  d) j02”|cosx| dx &) ” lylay
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1.23 Lad funktionen f veere bestemt ved:
_ 2
(x) = 4-05x° , 0sx<2
-X+5 , x>2
Skitsér grafen for f, og bestem arealet af punktgaen i 1. kvadrant under grafen.

1.24 Bestemt integralet:J' @+be™)dx, hvora, b ogk er givne konstanter, k > 0.

Udregn integralet:J'i(8— B~ ) dx

1.25 Udregn falgende bestemte integraler:

2 _ 7 4 5+4x 4
a) jl—zzx 4 dx b) j_4 dx 0 jl N dx d) jl x &/x dx

1.26 Udregn felgende bestemte integraler:

a) jfl(2,5lnp—2p)dp b) Is t* t24 c) Lglogz(xz)dx
d) [ yedy e) js 3qu N 02: (25°° - 0525 )ds
9) J'_Sz(%xz—Z)dx h) jf(t3+t4)dt ) jg”S(zcosz—ssinz)dz

1.27 Beregn veerdien af fglgende bestemte integraler:
a) jlz 52X+ gy b) j (—+—j X 0) jj 27X dx
2 2
d) L Gx*+1e* -7Inx)dx  e) jl G223 -3 >%)dx f) jo 2% [(2°)%dx

Q) [ @2+ -xMax h) [Cog, () +logs(dx i) [ =2 )ax

1.28 En funktion f(x) er givet ved: f(x) =.|.2X (10t + 2)dt for alle x[O R.
Las ligningerne: a) f(x) =0 b) f(x) =-12

1.29 For alle x(O R er funktionen f givet ved: f(x) :J'ZX (3u? -=10u + 2)du
Las ligningen: f(x) =0

1.30 Lgs fglgende ligninger:
a) [, @ +5)dt = 14 b) [ 2+ u)du = [(-2t+ 4)at

¢) [, pinp*)dp = § , x>0
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1.32

1.33

1.34

1.35

1.36
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Pa figur 1.15 er givet arealerne af nogle punktgeenforbindelse med to funktioner f og g.
Bestem fglgende bestemte integraler v.hj.a. figure

a) [ (@-H)xdx + [(f -g)(x)dx b) [Fa0dx o[} @-F)(x)dx

Skitsér grafen for funktionen g(x) = (4",

Bestem en ligning for tangenten til grafen forgunktet (1, g(1)).

Grafen for g, tangenten og linien med ligningen & afgreenser en punktmaengde.
Bestem arealet af denne punktmaengde.

Skitsér graferne for funktionerne f(x);i—'ex og h(x) = —%+ 6x i samme koordinatsystem.
Las ligningen: f(x) = h(x) v.hj.a. grafregneren.
Beregn arealet af maengden af punkter (x,y), somlagf f(x)<y < h(x)

Tegn i hvert af fglgende tilfeelde punktmaengden §lbestem arealet af M:
a M = {(x,y)| -x+2y-6 <0 0y= x*>+2x-3}

b) M ={(x,y)| -1<sy< x® Ox <1}
c) M = {(x,y)| 0< y<Wx O 0<y <-1ix+1}

Bestem i hvert af fglgende tilfeelde arealet af penktmaengde, som afgreenses af graferne
for funktionerne f og g:

a) f(x)= x*-2x-3 og g(x)= x+1
b) f(x)= Vx+4 og g(x)=5x+1

Tegn (pa grundlag af en funktionsundersggelseggrifr funktionen:
f(x) = +1 , x>0
X

Angiv en ligning for tangenten til grafen i punk{8t f(3)).
Denne tangent, grafen for f, samt linien med ligeimx :%afgraenser en punktmaengde.
Bestem arealet af denne punktmaengde.

Opgaver med delvis integration og integration vedstitution — bestemte integraler

1.37

Beregn fglgende tal:
a) IZS\/4x—1dx b)J' 13 50[(5—4x)5dx c)j://jxcosxdx
nl2 ., 3 05x+1 T
d) J'”M X“ cosx dx e jl mdx f) J'm43|n(4x)dx
g) | 2xsin@x)dx h) [+ Yax+3dx ) [ (tgx + tg®x)dx
) [ @ +x ) dx ) [ "% 2sinx/1-cosx dx ) 2 tgPxdx
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1.38 Udregn falgende bestemte integraler:

a) th[l]n(tz)dt b) [ . Of;’;jﬂ

e) [, 20ng)’dq  [(0?+2)nodo g j_GG (3x +2) [@dx )jo

5+In)\

v jjuzm“du d) |

dm
3m+2

1.39 Beregn veerdien af fglgende bestemte integraler:

1 X_3 5 2 9 25
a) IO 2 _gdx b) J'z%xte X dx C) L%Xln(xz +Ddx  d) J‘ oy [1¥ dx
° 2 3x+2
f) Il(xlnx+x)dx 9) L X & dx h) J’7 — 6
2
. 2 3 . 5 4 2 ;
I) J.l 2)(2 4% dx J) J-l |092(X)|Og3(X)dX k) L X 5 [In x dx |) J's 2|nx Gfdx

m) I;xz 2*dx n) Iszeww 0) jeesz(Inx)zdx

X
2 2x -1

1.40 Bestem konstanten k, sq'; kogs (4t+1dt =1

141 Lad f() = [ wdt. Lgs ligningen: f(x)=2, x>0

1.42 Betragt funktionen f fra eksempel 1.6.20

a) Linieny = x skeerer grafen for f i tre punkter
Bestem koordinaterne til disse skeaeringspunkter

b) Linieny = x og grafen for f afgreenser en '#titipunktmaengde.
Tegn en skitse, som viser situationen. Begrgalet af denne punktmaengde.

c) For alle t > 0 afgreenser linierne med lignimgex =t og x = t+ 1,5 sammen med
grafen for f en punktmaengde, der betegnes T
Beregn den veerdi af t, som giver punktmeaenddelet starst mulige areal, og beregn dette
stgrste areal.

x3+3x% +4x +2

1.43 Omskriv udtrykket > ved polynomiers division, og beregn herefterluket
X“+2x+3
stemte integrale:j +3C +ax +2 dx
X2 +2x +3

1.44 Beregn fglgende integraler — og kontrollér resatia i b) og c) v.hj.a. grafregneren:
2000 200 50000 50 3000102" |
2l 1+ 03[ 000 > QU 10+ 35020042 4 ) [ 34102
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1.45 Beregn fglgende integraler:

03 2 7
D [ s SRRy

(Vejledning:a) Omvendt substitution, x = sin(t) b) Notisvarende).

1.46 Lad a > 0 veere et givet tal. Bestem integraJﬁ(é)/tgl va-x2 dx udtrykt ved a.

(Vejledning: Omvendt substitution, X =/a [tost )

Uegentlige integraler

g0

1.47 Beregn fglgende tal: a)llmj X dx b) I|m Iz—dx
(x? +2)*

1

dt
@+1)3

1.48 Udregn I:

1.49 Udregn veerdien af hvert af fglgende uegentligegraler:

00 _ ©o - 1
a) [, B %%dg MISQ@Z“;ﬂW
(%) _2p oo —3 =X
c) jz 814 %P dp d) jg A3 +23B)dx
o [ _ L s N[ k (1 209 gt

3 s[Ins)?

1.50 Udregn veerdien af hvert af falgende uegentligegnatier:
o 0382 © 3logx » 2+3Inx
a) J-39 N dx )J' g dx C) j —
137 x 2 e X

dx d)f :’ 5x [D3* dx

1.51 Lada veere en positiv konstant.

. .. . 00 —-at 1
Vis ved anvendelse af delvis mtegratlon,fa& atle “dt= =

a
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Kapitel 2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

9 o o .
Bestem jo(x —3&)dx pa fglgende to mader, og sammenlign resultatet:

a) V.hj.a. en stamfunktion ti -3Jx
b) V.hj.a. en trapezsum, hvc{r0;9] inddeles i 9 lige store delintervaller.

4 o o .
Bestem j_4 %XS —-5x + 3)dx pa fglgende to mader, og sammenlign resultatet:

a) V.hj.a. en stamfunktion t%x3 -5x+3
b) V.hj.a. en trapezsum, hvc[r— 4;4] inddeles i 16 lige store delintervaller.

Betragt funktioner f og g, hvis grafer ses pa fattgfigurer:

Bestem for hver af disse funktioner en middelsuamtsvenstresummen, hgjresummen og
trapezsummen svarende til en inddeling af inteeﬂa[i[l;S] i 4 lige store delintervaller.
Kommentér resultaterne.

A . 8 . .
Angiv tilneermede veerdier afS dx v.hj.a. venstresummen, hgjresummen, trapez-

2
X< +1
summen og en middelsum svarende til en inddelingtagrationsintervallet i 6 lige store del-
intervaller.
Bestem desuden veerdien af integralet ved anvendktgafregneren (se evt. appendix 2)

Bestem v.hj.a. af grafregneren (se evt. appendogller et PC-program som f.eks. TI-
interactive veerdien af fglgende integraler:

a) J'_73X22+5dx b) J'115 07eV* dx c) J'fcos(ln(x))dX d) | 15xxdx

Nedenstaende tabel viser hastigheden v(t) aflaedistreret med 5 sekunders mellemrum i
lgbet af en karetur.

Af bekvemmelighedshensyn er hastigheden omregadiniri timen til meter pr. sekund.
Tiden t males altsa i sekunder og v(t) i m/s:
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2.9
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2.11
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t V(1) t v(t) t V(1)

0 0 55 14 110 24
5 6 60 8 115 26
10 10 65 10 120 24
15 14 70 10 125 22
20 16 75 12 130 20
25 16 80 16 135 16
30 18 85 18 140 14
35 20 90 20 145 12
40 20 95 22 150 8
45 22 100 22 155 4
50 18 105 24 160 0

Tegn en kurve ("blagd kurve”) over v(t) som funktiaft.
Beregn (tilneermelsesvist), hvor langt bilen katihiet af de 160 sekunder, som turen varede.

Bestem ved numerisk integration:

a) Det samlede vandforbrug i eksempel 2.1.1

b) Den gennemsnitlige udstramningshastighed iregsé2.1.1
c) Den samlede nettoindteegt i eksempel 2.1.2

d) Gennemsnitstemperaturen i eksempel 2.1.6

Bestem middelveerdien af:
a) f(x) = %x3 —4x +6 iintervallet [— 4;5]

b) f(x) =2-¢€* iintervallet [-3;4]

Lr-Z_HJ

Bestem gennemsnitsveerdien af funktioness® i irtervallet 33

Betragt lagerstarrelsen LS(t) for en given vareplager. Lagerstgrrelsen er en funktion af
tiden t, idet der hhv. fjernes varer fra lageregk$. ved salg) og tilfgres varer til lageret (f.ek
ved produktion af den givne vare).

a) Argumentér for, at hvis angiver lageromkostningerne pr. enhed pr. dagr s& samlede
lageromkostninger SLQ(t,) fra tiden { til tiden ¢ givet ved:

t
SLO(ty,t5) = jtz A CLS(t)dt
1
b) Argumentér for, at hvis er konstant i tidsintervalleftl;tz] ,saer

SLO(ty,tp) = AUty —t1) LSmiddel
hvor LShidqel €F den gennemsnitlige lagerstarrelse i tidsinteatia

Grafen for funktionen f(x) =105(_0’25, 1< x <9, roteres 360omkring farsteaksen.
Bestem voluminet V af det herved fremkomne omdrgjsiegeme.
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2.12 En punktmaengde M er givet ved: M{(:x,y)| l<x<4 00 y< Inx}

M drejes om fgrsteaksen, hvorved der fremkommenetrejningslegeme.
Find rumfanget af dette.

2.13 Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, derkioenmer ved at rotere grafen for funk-
tionen h om fagrsteaksen, idet h er givet ved:

a) h(x) =3sin@x) , xO[-mm] b) h(x) =501-e %), x0[14]

2.14 a) Skitsér graferne for funktionerne
f(x) =13Jx , xD[O;16] og 9gx)=13vx-2, xD[2;16]
I samme koordinatsystem.
b) Ved at rotere omradet mellem graferne for fjagmkring 1.aksen fremkommer "baegeret
i et glglas. (Foden af glasset indgar ikketrégtningen). @lglasset laves af krystalglas.
Hvor mange crrkrystalglas skal der bruges hertil ?
c) Hvor meget gl (uden skum) kan der veere i gégia?

2.15 a) Skitser grafen for funktionen g(x) % Eq%x +2) 36-x2 , 0<x<6

b) Ved at rotere grafen for g omkring 1.aksen kemmer et rundt dgrhandtag, som skal
laves i messing. Massefylden for messing 2g&nT.
Hvor meget vejer dgrhandtaget ?

2.16 Bestem leengden af grafen for fi interva[l&t4] , idet:
a) f(x)= & b) f(x)= & c) f(x) = 2X°

2.17 Bestem den eksakte veerdi af overfladearealettadrddrejningslegeme der fremkommer,
hvis grafen for funktionen f roteres omkring faedtsen, idet f er givet ved:
a) f(x) = ¥, x0[0;3] b) f(x) = ¥, xO[-2;0]

2.18 Bestem den eksakte veerdi af overfladearealettadrddrejningslegeme der fremkommer,
hvis grafen for funktionen f(x) = 2x — 4 [X [ 0;6], roteres omkring farsteaksen.

2.19 Bestem overfladearealet af det omdrejningslegeené&edmkommer, hvis grafen for funktio-
nen h roteres omkring farsteaksen, idet h er gigdt

a) h(t)=3Int, tO[1;5] b) h(t) 2!, tO[-1;2]
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ikke-negativ funktion 3
ikke-positiv funktion 3
inddeling af interval 37, 61
inddelings finhed 38, 66
index 84

indexvariabel 84
indicerede veerdier 84
indre polygonomrade 78
indskudsseetningen 19, 22, 71
inflextionspunkt 98
integrabel funktion 66
integrabilitet 66ff
integrand 7

integration ved omvendt substitution 29

integration ved substitution 11, 27
integrationsprgven 7

integrere 7

intensitet 88

intensitetsfunktion 50
intervalruse 102

intervalsammensnaevringsaksiomet 64, 102

irrationale tal 100

kegle 49

kegleband 49
keglestub 49
konvergent integrale 33
kreefters arbejde 52ff

ligge teeti R 101
logaritmefunktioner 103ff
logistisk vaekst 81

lokalt plomberet funktion 22
leengde af graf 45

leengde af kurve 45

marginalfunktion 50
middellysstyrke 42
middelsum 37, 38, 61ff
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middelveerdi af funktion 40 totale omkostninger 95
modeller 50ff totalomkostningsfunktion 57
monopol 92 trapezsum 39

tyngdefelt 52, 53
naturlige logaritmefunktion 103 teeti R 101
negativ funktion 3
Newton’s 2. lov 51 ubestemt integrale 7
numerisk integration 38 uegentlige integraler 33

undersum 61ff
omdrejningslegeme 43

omkostninger 57, 95 variable enhedsomkostninger 95
omseetning 57, 93 variable omkostninger 57, 95
omseaetningsfunktion 57 vekselstrgm 42

omvendt substitution 29 venstresum 39

optimal produktionsstarrelse 99 videre-inddeling 63
overfladeareal af omdrejningslegeme 48 veeksthastighed 50

oversum 61ff
ydre polygonomrade 78
plomberet funktion 22

polygonomrade 76 agendringshastighed 50
positiv funktion 3

potentiel energi 53ff gkonomiske modeller 90ff
prisfunktion 94

profit 57, 99

profitfunktion 57
profitgreensen 99
progressiv. 96

rationale tal 100

reelle tal 100

regneregler for bestemte integraler 24
regneregler for ubestemte integraler 9
rumfanget af omdrejningslegeme 44
rumfangsbestemmelse 85

ruse 64, 102

samlet stralingsmaengde 55
skille 63

stamfunktion 5, 73, 74

sted 51

stokastisk model 90
stralings intensitet 88
stykkevis kontinuert 71
stykkevis kontinuert funktion 4, 20, 32
stykkevis monoton 71
stykkevis monoton funktion 4
substitution 11, 27
summationstegn 84
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Tabel over nogle funktioners stamfunktioner og diférentialkvotienter.

Nr. stamfunktion F(x) funktion f(x) differentialkvotient f'(x)
1 X 1 0
2
2 ZX X 1
3 1x® X 2X
4 1ax® +bx ax+b a
1
5 _T oyl r _ r-1
v X ,rz-1 rix
1 1
6 In|x = -
X : >
1
ax+ b))t r _ r-1
7 ar + 1) ¢ ) @x+b)" , r£-1,az0 ar(@ax+b)
a
8 1 [njax+ b L a0 - >
a ax+b (@x+b)
1
9 2x4/x —
: Jx oix
2 a
10 — (ax+bhax+b Jax+ Z
Ba( ax+b , a#0 2Jax+b
1 1
11 - -
2% i 2%
12 eX eX eX
13 e e” , k#0 k (8"
1
14 — @ ¥, azl In(a) (&*
Ina
1
15 X [In(x) = x In x "
16 — CO<X sinx COSX
17 sinx COsX —sinx
18 ~In|cosx| tar x 1+ tan? (x)
19 —lcos@x+ b) sin@x+b) , az0 alcos@x+b)
a
20 1E'kin(ax+ b) cos@x+b) , a0 —alsin(ax+ b)
a
21 —lln|cos(ax+ b)) tan@x+b) , az0 a(l+tan® (ax+ b))
a
22 2 X —%Sin(2x) sin®(x) 2sinx [cosx
23 1x +1sin(2x) cos’ (X) - 2sinx [cosx
24 tan(x) — x tan?(x) 2tanx + 2tan®(x)
M 2 —-kMx
25 lln‘ ekMX + C‘ w ’ k¢ 0 kCM @k
1+cle (L+c e Mxy2
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Tabel over nogle funktioners stamfunktioner og diférentialkvotienter.
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