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Kap. 1: Integralregning byggende pa stamfunktioner.

1.1. Specielle egenskaber ved funktioner.

Definition 1.1.1. \
En funktion f siges at veeteegreensetet interval I, _ _ ___ _ _ K— . __
hvis f er defineret i intervallet, og hvis der fexito tal /
k og K, sa der for alle X | geelder, at: k f(x) <K /\ N
— ke g _
Fig. 1
Pvelse 1.1.2.
Afgar hvilke af falgende funktioner f der er begsede i intervallet I, nar:
a) f(x) = 50@Bin(2x) , =R b) f(x) = 1o =]-10,-3
X+3
1 2
c) fx)= — , 1=]02 d) fx)= x°, =R, v
) 100 =~ 1=]ozq ) 09

Definition 1.1.3.

a) En funktion f siges at veepositiv(eller mere korrektikke-negatiyi et interval I, hvis f er defi-
nereti |, og hvis f(xe O for alle x(1 I. (Se figur 1.2 a)

b) En funktion g siges at veenegativ(eller mere korrektikke-positiy i et interval |, hvis g er
defineret i I, og hvis g(xx O for alle x1 I. (Se figur 1.2 b)

Fig. 1.2 a) Fig. 1.2 b)

Pas pa, at den sproglige fordel ved benaevnelsesitiipfunktion ” i stedet for "ikke-negativ funk-
tion” ikke farer til en logisk ulempe, hvor mantrat f(x) > 0. Funktionen kan stadigveek godt an-
tage funktionsveerdien 0 (Se figur 1.2. a)). Oyé#étende med benaevnelsen "negativ funktion”.

Det er altsa p.gr.a. den sproglige fordel, atdeémne bog tillader os at anvende bensevnelserne posi
tiv funktion hhv. negativ funktion, selvom de méwarekte benaevnelser er: ikke-negativ hhv. ikke-
positiv funktion.
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Pvelse 1.1.4.

Afgar, om fglgende funktioner er positive funktioneegative funktioner — eller ingen af delene:

a) f(x)= 2x*> -3x+7 b) f(x):_Tg4 , X<—4 c) f(x) =Vx? +1[{cosk) + 05) ¥
X

Definition 1.1.5.
En funktion f siges at veestykkevis monotorvis dens definitionsmaengde kan opdeles i endelig
mangedelintervaller indenfor hvilke f enten er voksendftagende eller konstant, evt. bortset fra
intervalendepunkterne. (Se figur 1.3)

Vi anvender ogséa benavnelsen:
stykkevis monoton i et interval |
Den eneste forskel er, at definiti-
onsmaengden erstattes af interval-

?

<

let I.
Fig. 1.3
Pvelse 1.1.6.
Opdel definitionsmaengden for hver af fglgende fiamdr i intervaller som anfart i definition 1.1.5.
a) f(x) = iz b) f(x) = x3-2x%-3x +1 o) f(x)=vx2-16 v
X —
Pvelse 1.1.7.

Funktionen f(x)=sin(1j , XU ]0;2] er kontinuert.
X

Argumentér for, at f ikke er stykkevis monotow.

Definition 1.1.8.
En funktion f siges at veesykkevis kontinugrhvis dens definitionsmeaengde kan opdeles i endelig
mangedelintervaller indenfor hvilke f er kontinuert,tetortset fra intervalendepunkterne.

Vi anvender ogsa benavnelseykkevis kontinuert i et interval IDen eneste forskel er, at defin
tionsmaengden erstattes af intervallet I.

Pvelse 1.1.9.
Ger rede for, at funktionen pa figur 1.3 er stykkekontinuert i | :[ a;b].

Beskriv de relevante delintervaller og om endepeimid er med eller ejy
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1.2. Stamfunktioner.

Definition 1.2.1.
En funktion F siges at veestamfunktiortil en funktion f i et interval I, hvis: ') = f(x)

for alle xO | (altsa hvis F differentieret giver f).
Hvis x er et intervalendepunkt for I, som er médsi er det underforstaet, at der er taleRgrtx) eller F' (x)

Eksempel 1.2.2.
a) Funktionen F(x) ssinx er stamfunktion til funktionen f(x) so<x i hele R, idet der for alle x

geelder, at(sinx)" = cosx
Men bemeerk, at funktionernesin(x) -3 , sin(x) -4 og sin(x) +1001 ligeledes er stam-
funktioner til cosx , idet det konstante led forsvinder ved differetnizen.

b) Funktionen<x* er stamfunktion til funktionen ° idet (2x*)" = x*>

Eksempel 1.2.3
Funktionen In|x| + ¢, hvor c er en vilkarlig konstant, er en stamfuoittil % badeiRogiR_.

For hvis x >0, s& erlifx| +c) = (Inx) = (Inx)' = %

1

- =

hvor vi i den sidste omskrivning har brugt dels|,>dp11= - x for negative x, dels regnereglen for

Og hvisx < 0,sder Iffx +c) = (In)x) = (In(-x))" = _—1XE(—x)' = %

differentiation af en sammensat funktion.

@Dvelse 1.2.4.

Bestem en stamfunktion til hver af funktionerne:

a) f(x) = X2 b) f(x)= 0 c) f(x) =sin2 x)

d) f(x) =¢e* e) f(x)= 12 f) f(x) = x %7

g) fx)= 2x-1 h) f(x) =1+tan’ () i) f(x)= 3* +x3 w
Qvelse 1.2.5.

Bestem en stamfunktion til:

a) f(s) =15 b) g(p) = -2p+ 300  c) h(y) = 5y®-3y*

Pa indersiden af denne bogs omslag er der anfgabehover en raekke kendte funktioner, deres
stamfunktioner og deres differentialkvotient. Staniftionernes rigtighed kan kontrolleres ved at
differentiere dem og se, at det giver den tilsvdesfunktion. Dette overlades som en gvelse til lze-
seren. Men det skal fremhaeves, at der i den folgeeict gives argumenter for, hvordan vi har
fundet (eller kan finde !) de anfarte stamfunktiorige er jo ikke bare "tryllet” frem.
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| forlaengelse af eksempel 1.2.2 og 1.2.3 bemaeskes overalt i kolonnen over stamfunktioner kan
laegge en vilkarlig (en sakaldt "arbitreer”) konsthrnil, idet en sadan konstant forsvinder ved diffe
rentiation.

Som naevnt geelder der, at hvis en funktion f hastamfunktion F, sa er alle funktioner af typen
F + k , hvor k er en konstant, ogsa stamfunktidihér

Omvendt ser vi, at hvis F og G er stamfunktioneden samme funktion f i et interval |, sa har vi:
F'(x) =f(x) og G'(x) = f(x) for alle xO | —og dermed geelder def3'(x) -F(x) = d¥s.

(G(x) —F(x))" =0 for alle x 1.

Hvis en funktions differentialkvotient er 0 i etémval, sa er funktionen konstant. Der findes derfo
en konstant k, sa G(x) — F(x) = k, dvs. G(B(x) + k.

| alt har vi dermed vist falgende saetning:

Seetning 1.2.6.
Hvis en funktion f har en stamfunktion F i et iv& |, sa har den uendeligt mange stamfunktioner.
Og samtlige stamfunktioner til fi intervallet | af formen: F + k, hvor k er en konstant.

Herudfra kan vi nu indse, at der geelder falgendeisge

Seetning 1.2.7.

Lad f veere en funktion, som i et interval | harstamfunktion F, og lad {xY,) veere et punkt i
planen, hvor xI I.

Da har f netop én stamfunktion i I, hvis graf gggrinem punktet ¢x yo).

Bevis:

Da en vilkarlig stamfunktion til f i | har formen _‘
F + k, og da der skal geelde, at ‘!

FOo) +k = % '
er der kun en mulighed for veerdien af k, nemlig:
k= Yo — F(%).

For denne veerdi af k er det gnskede imidlertid
ogsa opfyldt, hvormed saetningen er bevist.

v

Eksempel 1.2.8. X
Vi vil finde en stamfunktion F til funktionen f(d v/x i \/—1

intervallet | = R, sa grafen for F gar igennem punktet (4 - i |
dvs. som opfylder, at F(4) = 7. |

Da funktionen %x\/; er en stamfunktion til f (kontrollér Fig. 1.4
far vi ifalge seetning 1.2.6, at der findes en kansk, sa
F(x) = %x\/; + k. Da F(4) = 7 findes k sdledes:

7=238/4+k - k=%

Vi finder alts, at: F(x) =2xvx + 5 ,xOR, ¥
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@velse 1.2.9.

Bestem den stamfunktion Q til funktionen: q(x)x:+% , x>0, som opfylder, at Q(4) = 1®
X

@velse 1.2.10.

Bestem en funktionsforskrift for funktionen h, idist er givet, at:h'(x) = e* - 1og h(0) = 1v

1.3. Ubestemte integraler.

Definition 1.3.1.
Som betegnelse for en (vilkarlig) stamfunktioretil given funktion f anvendes ofte symbolet:

[ £ (dx
[f(x)dx kaldes ogsd for ethestemt integralaf f,

og nar vi finder en stamfunktion til f s& siger aijntegrererf.
| opskrivningen af integralet kaldes funktionerftedor integranden.

Fordelen ved betegnelsém (x)dx for en stamfunktion til f — frem for at kalde dEn— er, at man i
udtrykket J'f(x)dx kan se, hvilken funktion f vi finder stamfunktien til. Vi kan derfor f.eks.

skrive:
jcosx dx = sinx

I stedet for:
F(x) =sin x er en stamfunktion tdosx

Det skal bemzerkes, at man ofte skri\/ﬁx i stedet fOI‘:Ildx. Vi har séledes, ag' dx =X (+ k)

Indholdet i definition 1.3.1 kan ogsa formulerekedas:
Hvis F er en stamfunktion til fi et interval |, s&river vi F(x) = J.f(x)dx og vi siger, aF frem-

kommer ved at integrere ij(x)dx er altsa en funktion (en stamfunktion til f).
Af definition 1.3.1 ser vi, at der geelder fglgende:

O [fedx=Fx) = F)=f(x) og I(m) ([ f(x)dx) = f(x)

Reglerne ) og (1) kaldes ofténtegrationsprgvenidet man kan bruge disse til at kontrollere, om
det er korrekt, at en given funktion har en andgrergfunktion som stamfunktion. Det var faktisk
denne fremgangsmade der blev omtalt s. 5 nedfedtindelse med stamfunktionstabellen.
Bemeerk, at hvis f er en differentiabel funktionesd en stamfunktion tif ', dvs.

j f'(x)dx = f(x)

Vi kan heraf se, hvorfor man ofte siger, at intéigraer den modsatte "regningsart” af differentati
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Eksempel 1.3.2.

a) Funktionen F(x)=§x3 er stamfunktion til funktionen f(x) =2x idet der geelder:
' _ 3y — 2 _
F(x) = (5x7)" = x° = f(x)

3

Vi kan derfor skrive: sz dx = 1x

Funktioner somx®+2, 1x*-y5, 1x3+1086 — eller generelt:1x* +k — er ogs& stam-
funktioner til ¥, idet det konstante led forsvinder ved differetiia (jfr. seetning 1.2.6).
Vi bar derfor skrive: J'xz dx = %x?’ +k, hvor k er en vilkarlig ("arbitreer”) konstan

b) Der gaelder:j(2+sin(3x))dx = 2x—%cos(3x)+k, idet
(2x —3cos@x) +k)' = 2-2[{-sin@x)) B = 2+sin@3x) v

@velse 1.3.3:
Bestem fglgende ubestemte integraler:
1
a) |x®dx b) |—=dx c) [5dx
) | ) [+ )|
Pvelse 1.3.4.

Opskriv stamfunktionsformlerne 1, 2, 3, 4, 5, 619, 12, 13, 14, 16, 17 fra stamfunktionstabellen
pa omslaget ved hjeelp af integraltegnet — og argtendor deres rigtighe.

| forlaengelse af gvelse 1.3.4, eksempel 1.3.2 agisgel.2.6 skal det fremhaeves, at der til hver af
stamfunktionerne kan laegges en vilkarlig konstalet, denne forsvinder ved differentiation.

En stamfunktion til en given funktion er altsa ikkelt entydig fastlagt.

Veerdien af konstanten kan i en konkret situati@tidagges ud fra kendskab til en funktionsvaerdi
for stamfunktionen (jfr. seetning 1.2.7, eksemp2l&,.gvelse 1.2.9 og 1.2.10, samt nedenstaende
eksempel 1.3.5 og gvelse 1.3.6).

Eksempel 1.3.5.
Vi vil finde den stamfunktion F til funktionen f(x 121,8°, hvis graf gar igennem punktet (2,200)

Vi har (kontrollér 1), at: F(x) :j12 [18*dx = 12% [1.8* + c, hvor konstanten (der her kal-
n

des c) endnu er ukendt. Veerdien af ¢ fastleeggéskdavet om, at F(2) = 200, hvoraf vi far:
200 = 12Di [18°+c < ¢=133,85
In18
Den sggte stamfunktion har altsa forskriften:

F(x) = %ELSX +13385 = 20416018 +13385 ¥
n

@velse 1.3.6.
Bestem til hver af de falgende funktioner en starkfion, hvis graf gar igennem punktet: (3,10)

a) f(x) =X b) f(x)= &  ¢) f(x) = & d) fx)=186+x° e) f(x) =B w
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1.4. Regneregler for ubestemte integraler.

Til hjeelp ved bestemmelse af stamfunktioner (ulmetdentegraler) geelder en raekke regneregler,
hvor vi i fgrste omgang vil omtale de mere simgdldem:

Seetning 1.4.1.
Lad f og g veere to funktioner, der har stamfigriérne F(x) =jf(x)dx og G(x) :J'g(x)dx

og lad k[ R veere en konstant. Der geelder da fglgende regler
a) jk[f(x)dx = kjf(x)dx

b) [(f(x)+g()dx = [f(x)dx+ [g(x)dx
¢) J(F) -g(x)dx = [f(x)dx-[g(x)dx

Bevis:
De tre regler fglger af, at nar F og G er stamfiomier til f og g,sder kF, F+G og F-G
stamfunktioner til hhv. kf, f+ g og f- g. @egtte geelder, idet :

KF)'(x) = KIF(X) = kIf(x)
(F+G)'(x) = F(x)+G'(x) = f(x)+9g(x)
(F-G)'(x) = F(x)-G'(x) = f(x)-g(x) ¥

Eksempel 1.4.2.
Ved anvendelse af de tre regler i seetning 1.4.%Yiser

j(%x5—2x4+9x2—7)dx = I%XSdX - j2x4dx + j9x2dx - j?dx
%J-Xde - qu4dx + 9qx2dx - 7x
= 13x°-203x° +93 x® - 7x

- 1 6_2 5 3 _
= 55X £X +3x° = 7X

. 0 1 : :
hvor vi ogsa har benyttet formlerj':xr dx = Tlx”l og det faktum, at en stamfunktion til en
r

konstant er konstanten gange den variable.
Det skal bemaerkes, at med lidt gvelse kan mangpdirektefra farste til sidste led i den ovensta-
ende omskrivning.y

@Dvelse 1.4.3:
Udregn falgende ubestemte integraler:
2x -1 .
a) | (x®-2x2%+5x + 1)dx b dx c) [ (Bsinx +44e**)dx v
) ) ) | fx ) [ )
QDvelse 1.4.4.

Bestem fglgende stamfunktioner: ﬁ)ogz(x)dx b) jlog(x)dx

Vejledning:Anvend seetning 1.4.1 a) og det faktum,lag.(x) = Ii nx
nc
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Delvis integration.

Seetning 1.4.5.(Delvis Integration)
Lad f og g veere kontinuerte funktioner defineret interval I. Antag desuden, at g er differentlabe
i logat d er kontinuert, samt at F er en stamfunktion itil. f

Der geelder da, at

[ F00g0)dx = F(x) T(x) = [ F(x) [’ (x)dx

Denne metode kaldes delvis (eller partiel) inteégratidet vi ikke far udregnet integralet helt, men
far det udtrykt ved et nyt integrale (som sa foevihg er lettere at regne ud).

Bevis:
Ud fra reglen om differentiation af et produkt far

(F(x) tg(x))" = F(x)[g(x) +F(x) [g'(x) = f(x)lg(x)+FX)[g" (x)
og hermed:

[(FOO 00y dx = [Fg(x)dx + [F(x) @' (x)dx
Da j(F(x) [h(x))' dx = F(x)[@(x) indses reglen ved at flytte Ieddj'df-(x) (¢’ (x)dx over pa den
modsatte side af lighedstegnet.

Eksempel 1.4.6.
Vi vil bestemme en stamfunktion til funktioner {3+ x)>, dvs. vi vil bestemme:jx {3+ x)°dx

Vi saetter f(x) =3+ x)° og g(x) = x . Da F(X) =+ (3+ x)® er en stamfunktion til f, og dg'(x) = 1
far vi ifalge saetning 1.4.5, at
jx [B+x)%dx = 1(3+x)°x - j%(3+ x)® [Ldx
= 1@+x)° Ok - 1[@+x)°dx
=1@+x)°x - 13 @+x)’
Den sggte stamfunktion er altsé:(3+ x)® x - —@+ x)" (+ en arbitreer konstant).
(Leeseren opfordres til at kontrollere dette vedesmalelse af integrationspragveny.

Pvelse 1.4.7.
Udregn falgende ubestemte integraler: J'zQ)x [@*dx b) jsz [&%ds »

Dvelse 1.4.8.
Vis v.hj.a. delvis integration, ag.:ln(x)dx = XIn(x) - x +k (nr. 15 i stamfunktionstabellen)

(Vejledning:Betragt 1Ih(x) i stedet for In(x) ).v

@Dvelse 1.4.9.
3

Bestemjx& dx ved delvis integration. Bestem derefter det sanmtegrale ud fra:xvx =x2
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Integration ved substitution.

Seetning 1.4.10.(Integration ved substitution).
Lad funktionen g veere defineret og differentiabet interval | med kontinuert afledet funktion, g

og lad f veere en kontinuert funktion som opfylder,Vm(g) O Dm(f).
Der geelder da, at:

j f(9(x)) ' (x)dx = j f(tydt , hvort=g(x) og dtg (x)dx

Denne metode kaldes integration ved substitutibet, vi har substitueret (indsat, erstattet) tet s
det for g(x), og dermed bliver dt Zg)dx (i overensstemmelse med reglerne for diff¢ialer).
Den variable, vi substituerer for g(x), kan nawis kaldes alt muligt andet end t, f.eks. s, prall
— bare ikke x, idet x er "optaget” som variabe(x)g

Beuvis:

Lad F veere en stamfunktion til f. Ud fra forudsaegigirne i seetningen kan vi danne og differentiere
den sammensatte funktion F(g(x)), folld. Og ud fra reglen om differentiation af en samsat
funktion far vi dermed, at:

(FO(x))" = Fa(x)g'(x) = f(@(x)g'(x)

og dermed:
[f@0)) @' ()dx = [ (FEX))'dx = Fg() = F(), hvor t= g(x)
Da F(t) = J'f(t)dt er seetningen hermed bevi#t.

Eksempel 1.4.11.

Vi vil bestemmej dx ved anvendelse af integration ved substitution.

X
V4-x?

Vi skal derfor lede efter en sammensat funktiorxf)pi integranden

X _ 1 >
Va-x*  4-x?

Vi ser at en mulighed er: g(x) = 4 29 f(X) :%. x'et i teelleren er fgrt ned ved siden af

X
brgken, men det generer selvfglgelig, s& vi ma Ipdbat det forsvinder i substitutionsprocessen.
Vi seetter t = g(x) = 4 —xhvormed vi far: dt = —2xdx. Der star desvaitke —2xdx , men kun
xdx i integralet. Dette problem afhjeelpes ved emiesige:

[ = e

hvor vi i det sidste tilfaelde bade har ganget aidgiret med —2 for at opna det gnskede udtryk.

| begge tilfaelde far vi:
[ s - = - = e
4-x

hvor vi i sidste led har erstattet t med g(x) = ~idet vi naturligvis skal have stamfunktionen til

udtrykt ved den hér anvendte variable, dvs. xfavaltsa: j X _dx= -vJa-x2w

X
4-x? , Va-x?

dt = —2xdx= —%dt: x dx eller:
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@velse 1.4.12.
Bestem fglgende ubestemte integraler v.hj.a. dubisti:
a) J'\/2x+8 dx b) j(v—3)2dv c) '[4m\/2m2+9dm v
@velse 1.4.13.
. . 2x+5 p2
Udregn falgende ubestemte integraler: j 5 dx b)j25p[e dp v
X +5x+11

@velse 1.4.14.
Vis formlerne 7, 8, 10, 18, 19, 20 og 21 i stamtiorstabellen v.hj.a. substitutiorm.

Specielle forhold ved og specielle udregninger abestemte integraler.

Vi ser, at der bade i formlen for delvis integrating i formlen for integration ved substitution op-
treeder et produkt af to funktioner. Og i beggexlite far vi et nyt integrale, som sa forhabentlig e
nemmere at udregne end det oprindelige. Nar markoekret situation skal bringe en af metoder-
ne i anvendelse, kan man almindeligvis benyttdalgtim, at der ved substitution skal forekomme
en sammensat funktion. Men dette er ikke nok, festen” af funktionen skal (pa neer en konstant)
passe med '()dx , hvilket ikke altid er tilfaeldet.

Som tidligere omtalt er integration den modsattgnegsart af differentiation. Men medens diffe-
rentiation kan gribes ret "rutinemaessigt”/"vaerkiggsssigt” an, sa bygger integration ofte pa opga-
velgserens intuition og erfaring, og sa naturligrdsen kontant viden om regneregler og visse stam-
funktioner.

En seerlig "udgave” af integration ved substituti@r vi, hvor substitutionsprocessen ikke matcher
fuldsteendig med formlen, men hvor vi via subst@ingn kan omskrive integranden til noget, der er
nemmere at integrere.

Eksempel 1.4.15.

Vi vil udregne integraletj( X o dx. Viseetter t = x + 2. Dermed far vi dels, at dix, dels at
X +

X =t — 2. Vi kan derfor omskrive saledes:
5x 1 t 2 4 5 5,3 10,4

dx = |5(t-2)[F~dt = 5|(—-—-—)dt = 5|t dt - 10|t>dt = ——=t° + —t
I(x+2)5 I (t=2) t° I(t5 t5) I I 3 4
Som i eksempel 1.4.11 vender vi nu tilbage til dprindelige variable x, og far dermed:

[ _dx = -2(x+2)° + 2(x+2)™
(x +2)° 3 2

(Leeseren opfordres til at kontrollere resultatet aavendelse af integrationspravem.

@velse 1.4.16.
Beregn falgende ubestemte integraler:

J'\/X__ b) J'y3co'56/2 +17)dy ¥
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Eksempel 1.4.17.
Vi vil bestemme faglgende integraler: :f)sinz(x)dx b) J'cos,2 (x)dx c¢) J'tan2 (x)dx

Ad a): Da cos@x) = 1-2sin® (x)ser vi, atsinz(x) = %—%cos@x), hvoraf vi far, at:

J'sinz(x)dx = J%dx - %J'cost)dx = $x-3@sin@x) = $x-}sin@x)
Ad b): Dacos@x) = Zcosz(x) - Iser vi, atcosz(x) = %+%cos@x), hvoraf vi far, at:

jcosz(x)dx = j%dx + %jcosex)dx = %x +%%sin(2x) = Ix+1sin(x)
Ad c): Da tanz(x) = 1+tan2(x)— 1, ser vi, at

J'tanz(x)dx = J'(1+tan2(x))dx - J'ldx = tarx —x
Disse tre formler er anfgrt i stamfunktionstabellen 22, 23 og 24) bagest i bogen.

Eksempel 1.4.18.

En logistisk vaekstfunktion er en funktion af formen%, hvor M, ¢ og k er konstanter
1+cle
(k # 0). Saddanne funktioner omtales i Appendix 1.
Vi vil bevise, at: IL_dx = 1[l]n‘ ekMx +c‘
1+cle kMx k

Brgken inde i integraltegnet forleenges nest> . vi far: J'—dx = J' ————dx
| dette sidste integral anvender vi substitutiones:e™* + ¢ og dt= kM&™M* dx , hvormed det

. M [kMx 1.1 1
kan omskrives saledesj' — X = —J'—dt = =nft.

e +¢ k-t k

Hvis vi i dette udtryk indseetter, at tef™X + | & far vi den gnskede formel. (Nr. 25 i tabglken

Som det forhabentlig er fremgaet via teksten otjlderende gvelser og opgaver, sa er der i prin-
cippet 3-4 fremgangsmader ved integration:

Fremgangsmader ved beregning af integraler/stamfurtioner:

1) Man kan direkte genkende funktionen og finde déas&inktion

2) Man kan omskrive/opdele integranden og regne paewed fremkomne nye udtryk

3) Man kan anvende regnereglerne for integration -tdeekes specielt pa delvis integration og
integration ved substitution

4) Man kan blande de tre foregaende principper péepassvis.

Man kan selvfalgelig ogsa (om end det méa betegmesnsindre "matematisk”) finde integranden i
en integraltabel som f.eks. stamfunktionstabellegelst i denne bog.
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1.5. Arealer og bestemte integraler.

Vi betragter en funktion f defineret i et interval
[a;b]. Hvis f er positiv, kontinuert og stykkevis A
monoton (jfr. afsnit 1.1), sa kan vi defineneal-
funktionenA(x) som den funktion, der til ethvert
x [ [a;b] tilordner arealet A(x) af den punkt-
maengde, som ligger imellem grafen og farsteak-
sen indenfor intervalle[[a; x] (se figur 1.5).

7

A (x)
Bemaerk, at A(a) =0, og at A(b) er arealet under é/////j

hele grafen, dvs. A(b) er arealet af punktmaengdena X f:
M = {(x,y)| asx<b 00s<sy<f(x)}

W

Y

Fig. 1.5

Der geelder nu falgende seetning:

Seetning 1.5.1.
Lad f veere en positiv, kontinuert og stykkevis mimofunktion defineret i intervalle[ta; b], og lad
A(x) veere den tilsvarende arealfunktion. Da geeldeA er en stamfunktion til f, dva\'(x) = f(x

Bevis:
Lad x, O] a;b[ veere vilkarligt valgt. Vi vil vise, at der i detpunkt geelder, aA'(x,) =f(x, .)
Vi vil farst undersgge, hvad der sker til hgjre Xgr
Da f er stykkevis monoton, er f enten voksendegafhde eller konstant i et omrade til hagjre for x
Vi vil her antage, at f er voksende. (Hvis f elagiénde eller konstant, er beviset helt analogt).
For x > X, (hvor x er indeholdt i det omtalte omrade) fa(jfri figur 1.6), at

f (Xo) qx - Xo) < A(X) _A(Xo) <f (X) EQX - Xo)

A \

e s e

Fig. 1.6

A =AM _ ¢y

Ved division med x —, som er positiv, far vi:f (x,) <
(0]
Vi ser altsa, at differenskvotienten for A er "kiemde” imellem (%) og f(x). Da f er kontinuert

har vi specielt, atf (x) - f(x,) for x - x, +, hvoraf vi ser, at:
A(x) —A(x,)

- f(x,) for x - x, +
— (Xo) o

(o]
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Vi vil nu se pa, hvad der sker til venstre fgr x

Da f er stykkevis monoton, er f enten voksendegafhde eller konstant i et omrade til venstre §or x

Vi vil her antage, at f er aftagende. (Hvis f eksende eller konstant, er beviset helt analogt).

Pa samme made som ovenfor ser vi, at for ¥ gaxor x er indeholdt i det omtalte omrade) geelder:
f(Xo) [Xo =X) <A(X,) ~A(X) <f(x) X, —X)

(Leeseren opfordres til at tegne en figur, der fterer situationen).

AlX,) —AX)

Ved division med x— x , som er positiv, far vif (x,) < < f(x).

(0]
(Xo) —AKX) _ AKX)~AX,)
X, =X X=X,
"klemt inde” imellem f(x) og f(x). Da f er kontinuert har vi, atf (x) - f(x,) for x - x, -
hvoraf vi ser, at:

Og da der gaelder:A

ser vi igen, at differenskvotienten for A er

A(X) —A(X,)
X =X,
Da f(x,) saledes er greenseveerdi for differenskvotierdedfbade fra hgjre og fra venstre,j zer
vi hermed i alt, at:

- f(x,) for x - x,—

A(X) —A(X,)
X=X,
dvs. at A er differentiabel ioxog at A'(x,) =f (X, )

Hvis X, er et af endepunkterne a eller b, sa far vi dareltfarste hhv. anden del af beviset, at
Al (X,) =T(x,) eller AL(x,) =f(X, ). Hermed er seetningen bevi#.

- f(x,) for x - X,

| forlaengelse af seetning 1.5.1 skal det bemaerkes) @straekkelig betingelse for at en funktion
har en stamfunktion faktisk kun er, at funktionerkentinuert, idet der geelder fglgende saetning:

Seetning 1.5.2.
Hvis f er en kontinuert funktion defineret i ateérval I, sa har f en stamfunktion F i I.

Seetning 1.5.2 vises ikke her (den bevises i kapjtdBemaerk, at saetning 1.5.2 ikioeteeller,

hvordan vi finder stamfunktionen — kun at den ekeses. Saetningen er altsa en sakaldt "eksistens-
seetning” — og den omtales her dels for at sikrdetwetiske fundament for de fglgende emner, dels
for fuldsteendighedens skyld.

Lad os vende tilbage til indholdet i seetning 1.B&n siger altsa, at hvis vi har en positiv, komtin
ert og stykkevis monoton funktion f defineret irerval [a;b], sé har den en stamfunktion i dette
interval (og det er arealfunktionen).

Hvis F er en eller anden stamfunktion til f, sddpelder ifglge saetning 1.2.6, at der findes en kon-
stant k, s& A(x) = F(x) + k.

Da A(a) = 0 ser vi ved at indsaette x = a, at: k& a), hvormed vi far, at: A(x) = F(x) — F(a).
Hvis vi specielt indsaetter x = b i dette udtryk, ¥& A(b) = F(b) — F(a). Da A(b) som naevntigr |
med arealet under grafen i interval[ei: b], ser vi, at dette areal kan udregnes som F(l§a): F

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmgiag. Teori, anvendelser og modeller.”



-16 -

Hvis G er en anden stamfunktion til f i intervallsé findes der ifalge saetning 1.2.6 en konstant c,
sa G(x) = F(x) + c. Hermed far vi specielt, atbi5¢ G(a) = (F(b) + c) — (F(a) + ¢) = F(b) —F(a
Der geelder altsa, at uanset hvilken stamfunkticihvtibenytter, sa er arealet af punktmaengden
M= {(x,y)| as<x<b 0OO0=<y sf(x)}, dvs. arealet under grafen, lig med stamfunktisneerdi i

b minus stamfunktionens veerdi i a.

Af beregningstekniske arsager indfgrer vi symbo[E(x)]?1 for differensen F(b) — F(a)

Da F(x) = J'f (x)dx kan vi derfor skrive:[F(x)]g’1 = Uf(x)dx]g. Vi giver i denne sammenhaeng
folgende definition:

Definition 1.5.3.
Lad f veere en funktion, der er defineret og hastamfunktion F i intervalleia;b].

Ved detbestemte integralej ;f (x)dx forstas tallet F(b) — F(a).
- .. (P _ b _ b _
Vi har alts&: j fo0dx = [[f(x)dx]a = [F2 = F(b) - F(a).

b
J'af (x)dx leeses: "Integralet fra a til b af f(x)” etléDet bestemte integrale af f fra a til b”.

Bemeerk, at denne definition ikksgger pa noget med, at f skal vaere positiv, kot eller styk-
kevis monoton (som det var tilfeeldet i indledningiédette afsnit i forbindelse med arealfunktio-
nen). Funktionen f skal "bare” have en stamfuorkif.

Eksempel 1.5.4.
Hvis vi ser p& funktionen f(x) X2 - 4, s& har f stamfunktionen F(x)3£x3 - 4x, hvormed vi

o o [3 02 _[13_ ]3_13_ 13 iy — 20
f.eks.far,at.j_l(x Ydx =[x -4x|" =307 -43-(5(-D°-4(-D) = -

Spergsmalet er sa, hvad dette tal betyder, eN@ikem betydning det kan tilleegges. Dette vil veere
en del af emnet i det fglgende.

Hvis vi kombinerer de ovenstaende informationegtiel afsnit, sa far vi falgende saetning:

Seetning 1.5.5.

Hvis f er en positiv, kontinuert og stykkevis
monoton funktion defineret i et interval
[a;b], s& er arealet af punktmaengden M %

imellem grafen og farsteaksen givet ved: % %
Areal(M) = j:f(x)dx 7 %g »

Fig. 1.7
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Eksempel 1.5.6.
a) Huvis f(x) = k, hvor k er en positiv konstant, sa er

j:f(x)dx - J:kdx = [kx]® = kb-ka = k(b-a)

arealet af det skraverede omrade pé nedenstaenole f8
b) Huvis f(x) = x saerjf(x)dx— 1xdx—[ 3 x ] :%— :%

arealet af det skraverede omrade pa nedenstaenue 9.

1 172
c) Hvis f(x)— saerj f (x)dx —j —d [ ;L = -%_(_%) :%

arealet af det skraverede omrade pa nedensta@mﬂdﬁlo.

-

k A

2

k—% 1“ !

a b g 1 2 3 i 2

Fig. 1.8 Fig. 1.9 Fig. 1.10

Resultatet i punkt a) og b) kendte vi egentlig gatkt der blot er tale om arealet af et rektangel
hhv. arealet af en trekant. Integralregningenskstygeometrisk sammenhaeng ses bedst i punkt c),
hvor vi ikke kendte resultatet pa forhand, ideikikie har andre mader at udregne det pa.

Eksempel 1.5.7.
Vi vil bestemme arealet A under grafen for funhﬁo log i intervallet fra 1 til 10. Vi har:

A= Ilologz(x)dxz L A Onxdx = —[J' Inxdx = & xOnx-x+c]°

In2

=-1((100n10-10+c~ (LOn1-1+c)) = 1 @00On10-9) = 20,235

Det sggte areal er altsa 20,235.

Bemaerk, at veerdien af konstanten c er uden betgdmiat c forsvinder i beregningen. Dette geel-
der i udregningen af ethvert bestemt integrase.

@velse 1.5.8.

Udregn de to bestemte integrale![:;x2 dx og L4 Jx dx

Lav to figurer, der viser graferne for funktionenfeog Jx og skraver de relevante omrader.

Det skal bemeerkes, at det i opskrivningen af dstelmete integrale er uden betydning, hvad vi kal-
der den variable. Vi har saledes:

I:f(x)dx = I:f(y)dy = j:f(t)dt = J.:f(r)dr
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Det skal endvidere bemeerkes, at med den indfgtigion er den ovenfor omtalte arealfunktion A
for en positiv, kontinuert, stykkevis monoton fuiokt f givet ved:

X
A(X) = j _ f@adt
Da A'(x) = f(x) servi, at j; f (t)dt som funktion af x er en stamfunktion til f.

Integraltegnetj optreeder hermed faktisk i tre forskellige betydeing
1) If(t)dt (ubestemt integrale) er en vilkarligrefanktiontil f.

2) X f(t)dt er en bestemt stamfunktigihf (arealfunktionen).
a

3) J:f (t)dt (bestemt integrale) er et téhrealet under grafen for f).

~f Hvis vi nu betragter en negatikontinuert og stykkevis mo-
noton funktion f defineret i et intervéla;b], sé er —f en til-
i M * I svarende positiv funktion. Og grafen for —f fremkosr ved
i .5 atspejle grafen for fi fgrsteaksen (se figur 1.11
ars // b Vi ser hermed, at punktmaengderne M og M* pa figad 1
M har samme areal, dvs. Areal(M) = Areal(M*).
Hvis F er en stamfunktion til f, sa er —F en stamkfion til —f.

Fig. 1.17 Vi ser hermed i alt, at

Areal(M) = Areal(M*) = (-F)(B) (-F)(a) = - (F(b) - F(a)) :—j:f (x)dx

hvor vi har brugt seetning 1.5.5 og definition 1.5.3
Vi har hermed indset, at der geelder fglgende sggtnin

Seetning 1.5.9.
Hvis f er en negativ, kontinuert og stykkevis ratom A
funktion f defineret i et interva[la;b], sa er arealet af

punktmaengden M imellem grafen og fersteakgivet ved

b a b
Areal(M) = - jaf(x)dx v Sl
Hermed har vi ogs, at y /
b _ f
| _f()dx = — Areal(M) Fig. 1.1

@velse 1.5.10.
Bestem arealet af punktmaengden mellem 1.aksenabengior f, idet f(x) = X — 4, xO[-2;2] ¥
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Endelig vil vi gerne se pa en funktion, som badeget positive og negative vaerdier (se figur 1.13).
For at kunne handtere dette, skal vi farst se loyefae:

Vi betragter en funktion f, som er defineret og @arstamfunktion F i intervalle{ta; b].

Hvis c er et tal mellem a og b (dvs. a < ¢c < bhadvi: F(b) —F(@) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a)
hvilket ifglge definition 1.5.3 kan skrives saledes

j:f(x)dx = J':f(x)dx + j:f(x)dx

Denne regel kaldesdskudsseetningdor bestemte integraler.
Det er klart, at der kan indskydes flere end étkpuanhvilket vi vil bruge i det fglgende.

Hvis f er en kontinuert, stykkevis monoton funktion
som antager bade positive og negative funktionsiegerd

J
(f.eks. som vist pa figur 1.13), sa far vi ved amlelse
af indskudssaetningen, at E\ /ﬂ:
jaf(x)dx = jaf(x)dx + jc f(x)dx + jd f (x)dx N i

Ifelge seetning 1.5.5 g[r:f (x)dx + j:f(x)dx lig Fig. 1.13

med arealet af punktmaengden ofansteaksen mellem grafen og aksen. Og ifalgeisgein5.9 er

d . .
J'C f (x)dx lig med minus arealet af punktmaengden uridesteaksen mellem grafen og aksen. Da

det er klart, at denne beregning kan generaligératsdeekke en vilkarlig kontinuert, stykkevis mo-
noton funktion, ser vi, at der geelder fglgende sagtn

Seetning 1.5.11.

Lad f veere en kontinuert, stykkevis monoton A
funktion defineret i et interv{ila; b].
Hvis f bade antager positive og negative funkti-

onsvaerdier[ia;b], sa geelder der, at: A é

1Mo Mg
b E//ﬁ_ e .//1l -
ja f(x)dx = Areal(M,) — Areal(M,) a M7 b

hvor M, og M, er punktmaengderne over hhv. Fig. 1.14
under fgrsteaksen, imellem grafen og aksen.

Pvelse 1.5.12.

Pa figur 1.15 er givet arealerne af nogle punktneeng
forbindelse med 2 funktioner fog g.

Bestem fglgende bestemte integraler v.hj.a. figuren

a) | 27 f (x)dx b) | 213f (x)dx

c) jfg(x)dx d) JZg(x)dx— j;f(x)dx v
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Eksempel 1.5.13.
Funktionen f(x) = X antager bade positive og negative funktionsvaerdde vi ser, at:

2 3 _[14]2 — A4 _1g_n4 =
I_ZX dx = ZX —Z_ZDZ Zq 2) =0

0g
2 3 _[14]2_14_14_
'[Ox dx = 2% o =42 -0 =14
Laeseren opfordres til at tegne en figur, der itkretr situationerne. (Jfr. seetning 1.5.1%).

@velse 1.5.14.
a) Bestem en stamfunktion til funktionen f(x) E%xz +2x +5 (jfr. seetning 1.4.1).

Tegn grafen for f i intervalletx D[— 3;7]
6 . . . "
Udregnj‘_z(—%x2 +2x + 5)dx v.hj.a. den fundne stamfunktion — og illustreréunationen.

b) Bestem en stamfunktion til funktionen f(x)xd cos( (¥). seetning 1.4.5)
Tegn grafen for f i intervalletx D[— 3;7].

6 . : . L
Udregnj'_2 x cos(x)dx v.hj.a. den fundne stamfunktion — og illustresignationen. v

o . . b o
| det ovenstaende har vi kun betragtet det besteﬂﬁgraleja f(x)dx , hvor a < b. Vi vil nu ud-

vide dette begreb til ogsa at omfatte den situatiwor de to integrationsgraenser er ens, eller hvor
den nederste greense er stgrre end den gversteeYi denne sammenhaeng falgende definition:

Definition 1.5.15.
Lad f veere en funktion, der er defineret og hastamfunktion F i et interval 1.

a) Hvis all | seetter vi pr. definition:J':f(x)dx =0

b) Hvis a, b I, og hvis a < b, s& saetter vi pr. definitiorj:é‘f (x)dx = - j :f(x)dx

Vi har altsa f.eks., at:J‘E_)_2 (3x2 +1)dx = —J’fz (3x2 +1)dx.

Bemaerk i gvrigt, at bade punkt a) og b) i defimitio5.15 stemmer overens med definition 1.5.3
(kontrollér dette !), samt at en arealbetragtniggéodirekte giver punkt a) i definitionen.

Stykkevis kontinuerte funktioner.
Indtil nu har vi afsnit 1.5 kun beskeaeftiget os nkedtinuerte funktioner (defineret i et interval |,

hvor der almindeligvis geelder, at I[a; b]. Jfr. teksten.).
Vi vil nu se pa, hvad der sker, hvis f ikke er kooert, men kun stykkevisontinuert i[ a;b] (jfr.

definition 1.1.8). Vi vil yderligere forudseette,fagr begraenset og stykkevis monoton (jfr. definiti
on1.1.1 og1l.1.5)
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Af hensyn til det falgende vil vi farst bevise fetgle saetning:

Seetning 1.5.16.

Hvis f er en stykkevis kontinuert funktion, derbeEgraenset og stykkevis monoton, og hvis p og
(p < q) er endepunkter for et af de intervallemstefinitionsmaengden for f er inddelt i og hvori 1

er kontinuert, sa har f(x) en graenseveerdi badedje i p og fra venstre i q.

Bevis:
Lad I veere intervallet fra p til . Der er da fireuligheder:

1) Bade p og qtilhgrer I, dvspOl C qO , varendetilat: 14 p ; q]

2) ptilhgrer I, men q gar ikke, dvep Ol C qO , $varendetilat: 194 p; q[
3) ptilhgrer ikke I, men q ger, dvpll C qO ,lkvarendetilat: 19 p;q]
4) Hverken p eller g tilhgrer |, dvspO1 C qO , svarendetilat: 19 p; g

Ad 1): Her er f kontinuert i det lukkede begreensedeavatel =[ p ; q], og seetningen faglger di-
rekte af definitionen pa kontinuitet i et intervBle to greensevaerdier er her f(p) og f(q).

Ad 2): Her erf kontinuertil §p;q[, og pr. definition har vi,
at f har en greenseveerdi fra hgjre i p (som er bg hp)).

Vi vil derfor fokusere pa, hvad der sker for x gdemod g fra
venstre.

Da f er stykkevis monoton, findes der et interval Jyenstre for
g, hvor f enten er voksende eller aftagende. Lad sm pa
figur 1.16 — antage, at f er voksende i J. (Hwas &ftagende
forlgber argumentationen helt tilsvarende).

Vi har dermed, at f er voksende og kontinuerteéiwallet Jn |
(dvs. det mindste af de to intervaller).

Det ses heraf, at der kun er én af to muligheder:
a) Der findes et tal s, sa f(x} s forx- g—, eller
b) f(xX) - o forx - g-

~
R
] e—
[ I I
Y q
Fig. 1.16

Da vi imidlertid har forudsat, at f er begreensetnelighed b) udelukket, hvormed mulighed a)

geelder, og det gnskede er bevist.

Ad 3) og Ad 4) klares pd samme made som i ad 2). Detaljerndames til lseseren.

Hermed er saetningen bevis.

Eksempel 1.5.17.

Forudseetningerne i 1.5.16 om stykkevis monoton hagraenset funktion kan ikke undveeres:
a) Funktionen f(x) :sin(%) er kontinuert for x > 0, men f har ingen greenseider x - 0+

(f(x) "neermer sig” alle tal i intervalldt-1 ; 1]). Men f er heller ikke stykkevis monoton.
b) Funktionen g(x) =% , X D] 0;2] er bade kontinuert og monoton, men den har iggamse-

veerdi for x - O+ (Der geelder, at: g(x) o for x - 0+). Men g er heller ikke begreenset.

| forlaengelse af og pa baggrund af seetning 1.5V gi falgende definition:
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Definition 1.5.18.

Lad f veere en begraenset, stykkevis monoton og sw&lkontinuert funktion, og lad p og q (p <
veere endepunkterne for et af de intervaller, sofimitiensmaengden for f er inddelt i og hvori f el
kontinuert.

FunktionenLP; defineret ved:

limf(x) , x=p
X - p+

LP; (x) = {f(x) , xO]p;a]
limf(x) , x=q
X—>q_

kaldes derokalt plomberede funktion af fntervallet [ p;q ]

Pvelse 1.5.19.
Betragt funktionen f hvis graf ses pa figur 1.8ddel intervallet fra a til b i fire delintervalleng

tegn grafen for hver af de lokalt plomberede fumkéir af f i disse intervallery

Det overlades som en gvelse til lseseren at argemeefar, at der geelder falgende saetning:

Seetning 1.5.20.

Lad f veere en begraenset, stykkevis monoton og sw&lkontinuert funktion, og lad p og q (p <
veere endepunkterne for et af de intervaller, sofimitiensmaengden for f er inddelt i og hvori f el
kontinuert. Om den lokalt plomberede funktion; alPf i intervallet[ p;q] geelder:

1) LP¢ er kontinuert i intervaIIeEp;q].

2) Huvis LPs er positiv, sa er f positiv (evt. bortset fra initerne p og q), og arealet under grafe
forf i intervallet] p;q[ er lig med arealet under grafen forfLFlntervaIIet[ p;q].

3) Hvis LP; er positiv, s& er arealfunktionen forfLiFPntervaIIet[ p;q] en stamfunktion til f i in-

tervallet] p;q [

Med motivation i definition 1.5.18, saetning 1.5.868tning 1.5.5 og indskudssaetningen giver vi
folgende definition:

Definition 1.5.21.
Lad f veere en begraenset, stykkevis monoton og sty&lkontinuert funktion defineret i intervalle
[a;b], og lad p og g (p < q) veere endepunkterne fof ée antervaller, son{1a; b] er inddelt i og

hvori f er kontinuert.
Vi seetter pr. definition: ISf(x)dx = js LPs (x)dx

Hvis a, ¢, d og b, hvor a < ¢ < d < b, er endepermid for de intervaller, som intervallha; b] er
inddelt i i relation til f's stykkevise kontinuitesa saetter vi pr. definition:

j:f(x)dx = J':f(x)dx + J':f(x)dx + J':f(x)dx

Og tilsvarende hvis der er flere eller feerre inddaelepunkter.

—
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Det overlades til leeseren at argumentere for, at

* hvis viiseetning 1.5.5, saetning 1.5.9 og saetniBdL1 erstatter ordet "kontinuert” med ordene
"begreenset, stykkevis kontinuert”, sa geelder disstninger stadigveek

* hvis vi forudseetter, at f er en begraenset, stylskevanoton og stykkevis kontinuert funktion
defineret i intervalle{ a;b], sa geelder indskudssaetningen og definition 1.6g&4 for f.

?“

c

Fig. 1.17

Eksempel 1.5.22.

Pa figur 1.17 ses grafen for en positiv, begraessgtkevis
kontinuert og stykkevis monoton funktion f.

Arealet af den skraverede punktmaengde M undermgfafe
f beregnes som:

Areal(M) = j:f(x)dx = j:f(x)dx + jcbf(x)dx v

-

Det ses, at vi hermed har veeret i stand til atdelteorien for bestemte integraler fra kontinuerte
funktioner til begreensede, stykkevis kontinuertektioner, idet der i begge tilfeelde forudseettes, at
funktionerne er stykkevis monotone. Det er dermgiksis vanskeligt — om end ikke umuligt — at
finde funktioner, som ikke er daekket ind af teorien

Vi slutter dette "udvidelsesafsnit” med eksempléy lpvad vi ikke har faet med og hvad restriktio-
nen til "begreensede funktioner” betyder.

Eksempel 1.5.23.

0,x=0 0,x=0
Betragt funktionerne f(x) = ; ) 0g g(X)=4 1 .
L, x0]o:] 75 x0]0;1]

Begge funktioner er stykkevis kontinuerte og styk&enonotone i intervalle[tO;l], og ingen af
dem er begreensede. (Laeseren opfordres til at srgekitse af graferne).

Hvis vi nu ser péjtlf(x)dx 0g jtlg(x)dx ,hvor0 <t <1, s far vi

i ]
lovx |}

Vi ser dermed, at det vil veere muligt at tilskriket bestemte |ntegralc§0 g(x)dx en veerdi, nem-

jtlf(x)dx In1-Int = -In tog dermed:jtlf(x)dx - oo fort- O+.

jtlg(x)dx

2-24t og dermed: jtlg(x)dx - 2 fort- O+

lig tallet 2, selvom g er ubegraenset (), hvorinmogiet sddant ikke er muligt for f.

Vi kan derfor tillade os at skrive{é%dx = 2 , hvorimod integralet fra O til 1 af f(x) ikker
X

defineret v
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1.6. Regneregler for bestemte integraler.

| ighed med ubestemte integraler findes en reekiaearegler for bestemte integraler, og ogsa her
starter vi med de mest simple af dem:

Seetning 1.6.1.
Lad f og g veere to funktioner, der er definerehagstamfunktionerne F og G i interval[eat; b]

og lad k[0 R veere en konstant. Der geelder da fglgende regler
b b
a) ja kO (x)dx = kqaf(x)dx

b) [ (100 +g0a)dx = [ Foqax + |7 g(x)dx

) [ (F9-geax = [ f(9dx - [ gx)ax

Bevis:
Ifglge seetning 1.4.1 og definition 1.5.3 har vgearide:

Ada) | Zk[f(x)dx = [kF(x)]5 = kF(b) - kF(a) = k(F(b) - F(@)) * L] Zf(x)dx

adby [ (fx)+g0)dx = [F0+G()]S = F(b) + G(b) - (F(a) + G(@))

- F(b)-F(a) + G(b)- G(a) {:Zf(x)dx + Z g(x)dx

Ad c): Analogt til b).
Hermed er seetningen bevist.

Eksempel 1.6.2.
Ifglge seetning 1.6.1. pkt. a), b) og c), samt didin 1.5.3. har vi, at :

2,2 _[ 3 2 ]2_2_3 23 _ 7
j1(2x 3 +1)dx = ZE%X 3ng +x| = ZB-Sm+2-(30-30+) = L v

@velse 1.6.3.
Udregn falgende bestemte integraler:
2 5 4 _3 -2 5 1 8 B
a) j0535< dx b)jz(x +x72)dx c)jzmdx d)j_s( 2x + 4)dx v
Pvelse 1.6.4.

Bestem med mindst 2 decimalers ngjagtighed Igsmiegd Iigningen:jg @Bt-Ddt =0 w

Forudseetningerne om f og g i seetning 1.6.1 ere &egge har en stamfunktioﬁei; b]. Ifalge seet-
ning 1.5.2 er dette bl.a. opfyldt, hvis f og g begg kontinuerte | a;b]. Men som vi senere skal se,

(se s. 32) geelder saetning 1.6.1 ogsa for stykkewitinuerte funktioner, hvis de er begreensede og
stykkevis monotone.
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Ved anvendelse af seetning 1.6.1 ¢) og seetning Iremkommer fglgende saetning:

Seetning 1.6.5.

Lad f og g veere to kontinuerte, stykkevis mono-
tone funktioner defineret i intervall{aa; b].
Hvis f(x) < g(x) for alle x[I [a;b], sa er arealet

af punktmaengden M imellem de to funktioners
grafer givet ved:

o
—-—

Areal(M) = | Z (9(x) = (X)) dx

Fig. 1.18

Beuvis:

Lad —k veere et tal, som er mindre end alle fumgvaerdier for f [a;b] (se figur 1.19). Tallet
findes, idet f er kontinuert i et lukket, begreenag&trval, hvormed minimum af f(x) eksisterer.
Hvis vi parallelforskyder graferne for f og g stytkk opad 2.aksen, sa far vi graferne for funktio-
nerne f(x) + k og g(x) + k (se figur 1.20)

— k]
Fig. 1.19 Fig. 1.20

Omradet M* imellem disse to grafer har samme aseal M, og da bade f(x) + k og g(x) +k er
positive funktioner, har vi:

Areal (M) = Areal(M*) = | Z (©0) + K)dx — | Z(f (x) + k) dx

= [2(@0)+k)=(F (0 +k)dx = [ (@x) -1 (0)dx

Bemeerk, at hvis f (og dermed g) er en positiv fiorktsa kan vi vaelge k = 0, hvormed M* = M.
Hermed er saetningen bevit.

Eksempel 1.6.6. 4\ L
Vi vil bestemme arealet af omradet imellem grafeforgunktio-

3+
nerne: p(x) =x2 —5x + dog ¢ (X)= x— 1. Farst bestemmes 24
skaeringspunkterne mellem graferne (for at fa imegnsgraenser- 1-
ne):
px) =4(X) < x2-Bx+4 = x-1 = x2-6x+5=0 -4

- Xx=1[L x=5 =24 Flg 1.21
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Ifglge seetning 1.6.5 er det sggte areal givet kedt(follér udregningen):

[ (09 -poyax = |7 (x-1-(x* -5x+4)dx = [ (-x*+6x-5dx = 2 v

Pvelse 1.6.7.
Bestem arealet af punktmaengden imellem grafernidgrg givet ved:

f(x)=-3x+7 , xD[—1;5] og 9g(x)=3x-2, xD[—1;5]
idet der farst gares rede for, at géxi(x) for alle x D[— 1;5] :
Skitsér den betragtede punktmaengde.

Pvelse 1.6.8.
Bestem arealet af den punktmaengde, der afgreengeasfafne for funktionerne f og g, hvor

fix)= X*-~4 og g(x)=6%

@velse 1.6.9.
Tegn punktmaengden M og bestem arealet af M, idet {(k,y)‘ 9-x?zy=z1x? —2} v

Som vi senere skal se (side 32), gaelder saetning dg8a, hvis ordet "kontinuerte” i forudsaetnin-
gerne for funktionerne f og g aendres til: "begsezle, stykkevis kontinuerte”.

Delvis integration for bestemte integraler.

Seetning 1.6.10.(Delvis Integration)

Lad f og g veere kontinuerte funktioner defineret interval | :[ a;b].

Antag desuden, at g er differentiabel i | og ategkontinuert, samt at F er en stamfunktion til. f
Der geelder da, at

[7 10 dx =[Fx)g00]8 - [ Fx)g (x)ax

Bevis:
Ifglge beviset for seetning 1.4.5 har vif (x)[  g(®) (F(x)[g(x))" — F(X)[g' (x)

Heraf far vi ifelge seetning 1.6.1 c) , af ; f g dx = | Z(F(x) D))’ dx - | ; F(x)g' (x)dx

Og daj;(F(x) [g(x))'dx = [F(x) Egj(x)]g’1 er seetningen bevisty

Eksempel 1.6.11.
Ved udregning aij'lzx2 [n(x)dx ved delvis integration veelges f(x) £ ©g g(x) = In(x).

2 2 2
Vi ser, at: jl xztﬂn(x)dx = [%XSEI]nx]l - jl %XSB}de = %InZ—O—J':%xzdx

= sin2-[tx?]° = 2n2-1=107061 v
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Dvelse 1.6.12.

Udregn Is 2x L+ x)4 dx ved delvis integratiorw

Pvelse 1.6.13.
Udregn falgende integraler: 21.)5X [&*dx b) IZS 5x [&*dx ¥

Eksempel 1.6.14.

.. /12 . . . o .
Vi vil beregnej'(;1 e* sinxdx ved delvis integration. B4d& @g sinx har den egenskab, at de

(stort set) giver samme resultat om man differeatidem eller integrerer dem. Der er derfor "frit
valg” — og vi veelger at seette f(x) £ eg g(x) = sin x i seetning 1.6.10. Dahar stamfunktion’e
og da(sinx)' = cos Xar vi:

n2 y . . Inl2  em/2
[, esinxdx :[exsmx]o - [, "€ cosxdx

Det sidste integral kan vi imidlertid ikke umiddatbbestemme. Men ved at anvende delvis integra-
tion pa dette far vi:
I:/Zex cosx dx = [eX cosx]gl2 - J';T/Zex (-sinx)dx = [ex cosx]g/2 + J'(T)[/Zex sinx dx
Indseettes dette resultat i det ovenstaende, far vi:
I;/Zex sinxdx = [ex sinx]g/2 - [eX cosx]gl2 - I;T/Zex sinxdx
og hermed:

n/2 . . n/2 n/2
ZJ' e’ sinxdx = [ex smx]o —~ [ex cosx]o
0

:(emzsin’—;—eo sin0) — (e”lzcos%[—eO cos0) = eV2+1

hvorefter vi ved division med 2 finder, at

/2 _ Tt/ 2
j(’; e sinxdx = £ 2+1 (=2,905) v

Integration ved substitution for bestemte integrale.

Seetning 1.6.15.(Integration ved substitution).
Lad funktionen g veere defineret og differentiabet interval | =[ a;b] med kontinuert afledet

funktion d, og lad f veere en kontinuert funktion som opfy|der Vm(g) O Dm(f).
Der geelder da, at:
[7(a(x)) ' () dx = Fg(b) - Fg@)
hvor F er en stamfunktion til f, eller anderledelérykt, at:
[ abf(g(x)) ' (x)dx = | j((;)f(t) dt hvor t = g(x) og dtg (x)dx

Det ses, at nar x gar fra a til b, s& gar t fra t(a(b).
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Bevis:
Ifglge beviset for seetning 1.4.10 har vi, :3[tf (9(x)) ' (x)dx = F(g(x)), hvoraf vi ser, at:
L1000 ' (odx = [Fae)]3 = Fa) - Fo@) = [FOI3e = [ 3 f0a

Hermed er saetningen bevisy.

Eksempel 1.6.16.

dx ved substitution. Vi skal derfor lede efter en samsat funktion

Vi vil beregnej'
+x2

f(g(x)) i integranden x___1 [X. Vi ser at en mulighed er: g(x) = 1 # »g f(x) =—.
X

2 2
1+x 1+x
x’et i teelleren er fart ned ved siden af brakennmet generer selvfglgelig, sa vi ma habe pa, tat de
forsvinder i substitutionsprocessen. Ved substingn: t=g(x) =1 +%o0g dt=gx)dx = 2x dx
(og dermed'x—b t: g1l)= t=2 o0g: x=3F t=9g(3) = t=10), servi, at:

3 _ 1(10y 1 10 _ In5
J-l 1+ x2 ~2) tdt [In|t|] 1(|n10 In2) = N =080472 v

Eksempel 1.6.17.
14 . . :
IntegraletJ'(:T sin®(x) [tosxdx kan beregnes ved substitutionen: u = singx)= cos(x)dx.

i /
Vi far da: J';Msins(x) [Cosxdx = jsm(ﬂm) u’du = [%UG];FZ ? = %[ﬁf) = 4i

sin(0)
Pvelse 1.6.18.
Udregn falgende bestemte integraler:
a) jszxl3x3 +4dx b) I_ll(ZX -3)%dx c) J'g; eS™ [tosxdx ¥
Pvelse 1.6.19.

Udregn falgende integraler: 4)x On(2x? + 3)dx b) Jj xOn(2x? +3)dx

Eksempel 1.6.20.
Betragt funktionen f givet ved:

f(x) =

(x) Tor?
Grafen for f ser ud som vist pa fi- ke
gur 1.22. Grafen for f, farsteaksen -5 —4 _3 _2 _q b e
og linien med ligningen x = 3 af- - . . E | i} | | R—
greenser en punktmeengde T. \/ | 12 3 4 5
Bemaerk, at da afgreensegaf T

grden, farsteaksen og linien x =
ma T vaere det skraverede omrade.
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Vi vil finde arealet af T. Ifglge seetning 1.5.5 sg at

3 3X
Areal(T) =
U
Ved anvendelse af substitutionen: u = g(x) =xf 40g du =2x dx(og dermed: x =8> u =1 og
x =3 = u =10, jfr. eksempel 1.6.16), ser vi, at
_ 3 3X _ 3rl01 _ 3 10 _ 3 : _ 3 _
Areal(T) = [ o dx = [ “du = EEﬁ|n|u|]1 = 3(n10-1n1) = 3In10 = 3,454
Det sggte areal har altsa den eksakte va%ﬂdilo og den tilneermede veerdi 3,45+.

2

Eksempel 1.6.21.

o 1 X
Vi vil beregnej —_
0/ 2

4-X

Vi vil imidlertid i farste omgang interessere os €tet tilsvarende ubestemte |ntegr§le\/:2dx
4-x

dvs. en stamfunktion til integranden. Denne kaddgved substitution for ubestemte integraler, og

i eksempel 1.4.11 fik vi:j X - dx = -+v4-x?. Ud fra definition 1.5.3 far vi herefter, at:
4-x

1

j; X__dx = [—\/4—x2} = —J3-(-/4) = 2-43.
V4-x2 0

Vi kan altsa beregne et bestemt integrale ved fat$ta regnereglerne for ubestemte integraler at

finde en stamfunktion til integranden, og derefiteisaette integrationsgraenserne som fastlagt i de-

finition 1.5.3. Denne fremgangsmade er ogsa antyaeendt i gvelse 1.6.13 og 1.6.10.

dx . Der er tale om et bestemt integrale, og dergirdp til substitution.

Integration ved omvendt substitution for bestemtenteqgraler

Hvis formlen for integration ved substitution:j:f (9(x)) ' (x)dx = I jg)f (t) t dseetning 1.6.15)

laeses fra hgjre mod venstre, sa far vi:

0 [t = [*f(@(x) @' (x)ix hvor p = g(@) og q = g(b).

Hvis vi derfor star overfor en situation, hvor ¥a$ udregne et integralq.:qf (t)dt, som ikke kan
p

beregnes pa andre mader, sa kan vi forsgge a¢feteen "smart” funktion g(x), som kan substitu-
eres i stedet fort — altsa: t = g(x) og dt'&xjglx — hvormed integraleﬁ;f (t)dt kan omskrives til:

J':f (9(x)) Iy’ (x)dx , hvor a og b opfylder, at g(a) = p og gfbj. Og dette skal selvfglgelig veere

pa en sadan made, at det nye integrale bliver neenatderegne end det oprindelige.
Forudseetningen for at dette kan gares er, at fomé&ti g har nogle egenskaber: g skal veere diffe-
rentiabel, gskal veere kontinuert, der skal findes to tal dpga g(a) = p og g(b) = g, og saledes at
funktionen f(g(x)) er defineret[g; 4 eller[b; d (afhaengig af om a <b eller a>h)
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| formlen (O kan de variable kaldes, hvad vi har lyst til §ek
b
[y = [f@e)y (s hvory = g(s) og dy =(5)ds

eller [ f(c)da = [ f(g(W) /WX, hvora = g¥) og dr = g(Y)dy

Specielt kan vi benytte benaevnelserﬁ;e‘.(x)dx = j:f @)  (thltor x = g(t) og dx ='gt)dt

Vi kan her samle informationerne i fglgende saetning

Seetning 1.6.22. (Integration ved omvendt substitution)
Lad f veere en kontinuert funktion defineret i imaiet [p; q].

For at udregnq';jf (x)dx kan vi lede efter en funktion g, som opfyidat:

« der findes to tal a og b, s& g(a) = p og g(b) -og saledes at sadvel g som funktioden erg
defineret i intervallefa;  eller[b; 4 (afhaengig af om a < b eller a > b)
» g er differentiabel og'ger kontinuert.

Der gaelder da, at: j:f (x)dx = j:f Q) E (tdbvor x = g(t) og dx ='¢t)dt

Den store udfordring ved at anvende omvendt suibistit er at geette en funktion g med de gnskede
egenskaber, herunder specielt at det nye integliakr nemmere at regne ud end det oprindelige.

Eksempel 1.6.23.

. . 6 o . . . .

Vi vil beregne mtegraletj ;dx , 0g ved at analysere pa situationen indser wngen
1 @+ x2)2

af de hidtil anfarte beregningsprincipper kan brige

Ved at analysere muligheden for omvendt substitugioer leddet 1 +%maske tanken om, at

1+ tan? (t) dels kan omskrives til noget med cos(t), delsfa&r@ntialkvotienten af tan(t) netop er
1+ tan? (t), hvorfor vi pragver, om substitutionen x = tark@n bringes til at fungere.

Da g(t) = tan(t) er differentiabel, og dg(t) = 1+ tan? @) kontinuert, er den sidste af betingel-

serne til g i seetning 1.6.22 opfyldt.

Vi skal derfor Igse ligningerne: g(a) = —1 odo)gf 6 pa en sadan made, at den farste betingelse
til g i saetning 1.6.22 ogsa bliver opfyldt. Vi skdla. sikre, at g(t) er defineret i intervalletllam a

og b. Da:tan@) =-1 = a=-0,7854+nI[m, hvor n er et vilkarligt helt tal, og tilsvade:

tanp) =6 = b=214056+nI[n, servi, at en mulighed er: a =-0,7854bog 1,4056.

| dette interval er savel g soffio g)(t) = f(g(t)) = ;22 defineret, hvormed den farste
@+9(H)”)
forudseetning/betingelse til g er opfyldt. Vi karrfde anvende formlen for omvendt substitution:

Da x= tan(t) giver: dx £1+ tanz(t)) dt far vii alt:
IB J-:L4056 (1+tan2(t)) J-l4056 _[La0s6 o

> —dt = Cco
1 (1+ X ) 0,7854 (1+ tan (t)) 0,7854 1+ tan (t) -0,7854
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hvor vi i den sidste omskrivning har brugt,]a%tanz(t) = 1( ) . V.hj.a. eksempel 1.4.17 b)
cos”(t
o . . 14056 . 1,4056
far vi (kontrollér), at: J-_0’7854 cod tdt = [%t +%S|n(2t)] “ozg5a = 1,4266
6
Det sggte resultat er altséz %dx = 1,4266 ¥
T x9)
Pvelse 1.6.24.
. 10 12
Beregn integralerne: aj ! > dx b) J' 11 5 dx
01+x ~4 6+x

Vejledning:a) Anvend omvendt substitution med xart. b) Noget tilsvarendey

Eksempel 1.6.25.(Areal af cirkel)
Vi vil v.hj.a. integralregning bevise, at arealéea cirkel med radius r er lig meuf.

Dette vil vi ggre ved at vise, at den pa figur Ivi23e halvcirkel har area@nrz.

Jr

Fig.1.23

Hvis (x,y) er et punkt pa halvcirklen, sa har wlife Pythagoras eller cirklens ligning, at
x2+y? =r2 og dermed (idety > 0), aty =vr?-x? , —-r<x<r.
Den kurve, der angiver den halve cirkelperifers&iedes grafen for funktionen:

f(x)= Vr’-x® , -r<x<r

Halvcirklens areal A er derfor givet ved:

A= jjrf(x)dx = jjr\/rz—xzdx

Vi vil anvende seetning 1.6.22 (omvendt substitytidrat udregne dette bestemte integrale.
Vi veelger substitutionen: x = g(t) ®@os(t) og dermed: dx =Sin(t)dt. Da g(t) er differentiabel i R
og da ¢(t) = —1Sin(t) er kontinuert i R, er substitutionen mulgyjs vi kan finde to tal a og b, som

opfylder at: g(a) =—r og g(b) =r, samt dfg(t)) = \/rz —(rtost))? er defineret [a; b eller

[b; d (afhaengig af om a < b eller a > b).
Da (fdos()f < ¥ for alle tal t, er f(g(t)) defineret for alleX R. Vi skal derfor blot have fundet a
og b som opfylder, at:[dos(a) = —r og [@os(b) =r. Vi ser, at vi kan veelge arog b = 0.
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Alt i alt far vi dermed:

A=J‘_rr\/f2—X2dX = I:Vrz—rzcosztEQ—rsint)dt = jgrzx/l—cosztBintdt

Da \/l—coszt = \/sinZt = |sint| = sint, hvor numerisktegnet kan fjernes icnt > i idter-

vallet [O;T[], ser vi, at
Tf . . T . .
A :jorzsmtl}'lslntdt = r? Ejo sin® tdt = r? [ﬁ%t—%sm(Zt)]g
hvor vi i sidste omskrivning har benyttet eksentpdl17 a). Ved at indszette graenserne far vi:
— 2 ; R — 2 - 2
A =rezm-4sinm) -5 0+4sinRWO)) = r'Gm = 1
hvormed det gnskede er bevisw

Stykkevis kontinuerte funktioner og regneregler forintegraler

Regnereglerne i seetning 1.6.1., dvs.
a) jZk[f(x)dx - k[jzf(x)dx

b) 7 (FO0+ 90 dx = |7 F(9dx + [7 gx)elx

) [ (F60-gooax = [ f(dx - [ gx)ax

geelder, nar forudsaetningerne for f og g, dvsoat § er defineret og har en stamfunktic{rajb],

er opfyldt. Og dette er bl.a. tilfeeldet, hvis f @@r kontinuerte [a;b] (jfr. seetning 1.5.2).

Disse regler geelder imidlertid ogsa, hvis f og begreensede, stykkevis kontinuerte og stykkevis
monotone i[ a;b]. Dette indses saledes (vi ser pa regel b) — deedodgber tilsvarene):

Da f er stykkevis kontinuert, kan intervall[%; b] inddeles i endeligt mange intervaller indenfor
hvilke f er kontinuert (evt. bortset fra endepumkty. Det samme geelder for g. Hvis vi benytter
intervaldelepunkterne for bade f og g, far vi iiaﬂdelt[a;b] i endeligt mange delintervaller in-
denfor hvilke bade f og g er kontinuerte (evt. bettfra endepunkterne). | hvert af disse delinterva
ler er f + g kontinuert, ligesom f + g er begraemaestykkevis monoton, idet bade f og g er det.
Hvis vi ser pa et vilkarligt deIinterve[Ip;q], sa geelder der, at LRXx) = LP(x) + LPy(x) (Over-
vej! Jfr. definition 1.5.18).

Ifalge ovenstaende regel b), saetning 1.5.20 akfigition 1.5.21 far vi nu, at:

j‘; (F(x) +g(x))dx = I(;LPf+g(x)dx 2 j‘;LPf (x)dx+j‘;LPg(x)dx = j‘;f(x)dx + j‘; g(x)dx

Hvis vi herefter anvender indskudssaetningen (défimil.5.21 sidste del), sa ser vi, at regel b) geel
der for f +g i hele intervalle[ta; b].

Pa preecis samme made — dvs. ved inddelir{@;dd] | passende delintervaller og ved anvendelse af

indskudssaetningen — indses, at seetning 1.6.5 (aedm to funktioners grafer) ogsa gaelder, hvis
f og g er begraensede, stykkevis kontinuerte ogketyik monotone, idet seetning 1.5.20 inddrages i
argumentationen.
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1.7 Uegentlige integraler

| forbindelse med bestemte integraler har vi ingiilkun beskaeftiget os med funktioner defineret i
et lukket, begreenset interval af typbax b]. Men mange (nok de fleste) af de funktioner vi $etr
pa i eksempler, gvelser og opgaver kan defineistgire” intervaller (f.eks. er funktionerne

cosx, Inx og x 2 alle defineret i intervallet B. Nogle af disse funktioner har fglgende egenskab:

Definition 1.7.1.
a) Lad f veere en funktion, som er defineret og hastamfunktion i et interval af type[ra;oo[ .

Hvis < f (x)dx har en greensevaerdi for K «, sa siger vi, at f emggentlig) integrabelin-
Ja

tervallet[a;oo[, 0g Vi betegner greenseveerdien mﬁag:f(x)dx . Vi har altsa:
) . K
ja f(x)dx = K|En°o (ja f (x)dx)

b) Pa samme made definerj}gm f (x)dx for en funktion f, der er defineret og harstamfunkti-

on i et interval af type]w—oo ;a], ved:

[2 feoax = dim (] f(x)dx)
—00 k o k
hvis greensevaerdien pa hagijre side af lighedstedpsisterer.
c) En funktion, som er defineret og har en stamfunktioele R siges at veeraggentlig) integra-
beli R, hvis det for alle & R geelder, at f er uegentlig integrabéHoo ;a] og i [a;oo .

| bekreeftende fald saettes
[2 foodx = [2 foodx + j:f(x)dx

Integraler af typerj‘;o f(x)dx jio f(x)dx og j: f(x)dx kaldesuegentlige integraler.

Ofte anvendes sprogbrugen, Et:o f (x)dx er konvergentnar den omtalte greensevaerdi eksisterer.

| modsat fald siger vi, at det er diverge@qg tilsvarende for de gvrige typer af uegentirgegraler.

Eksempel 1.7.2.

Funktionen f(x) :iz er integrabel 1 ;o [, idet
X

K 1 11"
j —dx = [——} = —%+1, hvoraf vi ser, at: 1

J-Kidx -~ 1 forK - o |, dvs: .[midx =1.
1 y?2 1 x2

Vi kan hermed tillade os at sige, at det "uendelige
omrade” under grafen for f svarenddfil; o [ kan t
tilskrives det endeligareal 1. (Se figur 1.24)w Fig. 1.24

L PP T T T e
Fas
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QDvelse 1.7.3.

Argumentér for, at funktionen g(x)=1— ikke er integrabel i1 ;o [, dvs. I \/_ ——dx er divergent.

Ix

Tegn en skitse af grafen for g, skravér det relevantrade, og kommentér resultatet.

Dvelse 1.7.4.

Argumentér for, at funktionen f(x) 1 ikke er uegentlig integrabel i intervalldt ;o [.
X

QDvelse 1.7.5.

Beregn lim I

Koo (x+1)

Skitsér grafen for funktioneﬂl—2 og overvej, hvad greenseveerdien star fer.

(x+3
Pvelse 1.7.6.
Udregn veerdien af hvert af falgende uegentligegnatier:
a) j: 200894 dx b) j: 8x Mdx v

Uden bevis omtales fglgende regler. (Leesere deteresseret i et bevis henvises til bogen "Loga-
ritme-, eksponential- og potensfunktioner — og mmeatigske modeller”, Kapitel 5).

r
1) Forallea>1og aIIer>OgaeIder):(—x - 0 for x -
a

|9c
x'

2) Foraller>0o0gallec>1gelde—— - 0 for x - o

Disse regler kan bruges ved udregning af vissenikge integraler.

Pvelse 1.7.7.
In x » x? = log, X
Udregn falgende: aj d b)j —dx C) L 5—de d) jl 32 dx

(Vejledning:Anvend deIV|s integration) v

Ifalge det foregdende ser det ud til, at vi maéote om en funktion f, at f(x). 0 for x — oo, hvis
det uegenlige integrale skal veere konvergent. Mem@velse 1.7.3 og 1.7.4 viser, er dette ikke
tilstreekkeligt til at sikre konvergensen.
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Kap. 2: Modeller oq specielle anvendelser af inteairegning.

2.1. Middelsummer.

Arealers betydning.
Vi vil i de naeste par eksempler vise, hvordan ardedn tilleegges betydning i konkrete situationer:

Eksempel 2.1.1.

Ved et kommunalt vandveerk er der installeret enigfaesdsteeller, som lgbende udskriver en kurve
over udstramningshastigheden fra vandveerket. \fidddenne made registreret, hvor mange liter
vand, der pr. minut strammer ud ved forskelligspighkter. Nedenstaende figur 2.1 viser sadan en
kurve over udstrgmningshastigheden u(t) som funidictiden t i et givet dggn:

LT
~I.‘..'_;

Fig.2. 1
Vi vil finde den samlede maengde vand, som i lgbdeapagaeldende dggn er strammet ud.

Hvis vandets udstramningshastighed var konstamhéid 100 liter pr. minut, s& kunne vi nemt fin-
de det samlede antal liter vand. Vi skulle da gkrtge 100 liter/minut med antallet af minutter i et
dagn, dvs. med 1440 minutter, hvormed vi ville é samlede vandforbrug: 144.000 liter.
Nu er u(t) imidlertid ikke konstant. Men hvis vidskraenker os til et gjeblik at betragte tidsinterva
let 10°til 10*, s& ser vi, at her indenfor er u(t) praktisk kalhstant. Hvis vi derfor antager, at u(t)
er konstant lig med u(19) i dette tidsinterval, s& er vandforbruget i déggeldende tidsinterval lig
med:

u(10™) liter/minut- 30 minutter = 165 liter/mirB0 min. = 4950 liter

Hvis vi betragter figur 2.1, s ser vi, at stgralsu(16°) -30 er lig med arealet af rektanglet med
hgjden u(1®) og bredden 30. Tilsvarende kan vi — hvis vi antagei(t) er konstant i tidsinterval-
let fra 15° til 16°° — finde vandforbruget i dette tidsrum som areafetktanglet med hgjden
u(15"™) og bredden 30, dvs. som starrelsen Rj13D.
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Ved gentagen anvendelse af denne tankegang sdrd&t totale areal under kurven (dvs. mellem
kurven og 1.aksen) svarer til det samlede vandfigybdet pagaeldende dagn. Vi kan derfor skrive:

Samlede vandforbrug :.‘.;440 u(t)dt

Vi ser ogsa, at dette areal, dvs. vandforbrugegetmelsesvist er givet ved summen:
u(0*) -30 + u(d®) -30 + ...... + u(23’) -30 + u(23) -30.
Ved at udregne denne sum kan vi altsa bestemmtér(ermet vaerdi) for vandforbruget.
Dette resultat bliver naturligvis mere ngjagtigtiswi veelger kortere tidsintervaller, idet antasgsl
om, at u(t) er konstant i disse intervaller, blibedre. v

Eksempel 2.1.2.

En gartneriejer, som pa sin mark har en vindmgHe gin aftale med det lokale elveerk om, at nar
vindmgllen har overskudsproduktion af stram, s@ssalienne til elvaerket, medens gartneriet au-
tomatisk far tilfart stram fra elveerket, hvis vindhen ikke producerer nok. Gartneriejeren skal
give elektricitetsveaerket 20 gre pr. kWh (kiloWatt: energienhed for elektrisk strgm), medens
han selv far 15 gre pr. kWh.

For bl.a. at undersgge ordningens gkonomiske asplekt gartneriejeren over en 5-dggns periode
faet foretaget malinger over strgmforsyningen, aglen baggrund har han kunnet tegne nedensta-
ende kurve over sin indtaegt pr. time fra vindmgllen

Fig. 2.2

At den herved beskrevne funktion h(t) antager negaterdier skyldes, at vindmagllen til de pageel-
dende tidspunkter ikke producerer stram nok, hvagéostneriejeren her har en udgift, dvs. en nega-
tiv indtaegt.

Vi vil finde gartneriejerens samlede indteegt i lizdkede 5 dagn. (Bemaerk, at vi har inddelt 1.aksen
i timer, sdledes at de 5 daggn i alt udgar 120 dimer

Hvis vi f.eks. betragter tidsintervallet fra timé €l time 25, s& ser vi, at h(t) her stort seligmed

64 gre pr. time. Gartneriejeren har derfor tjenttekb = 320 gre i det pagaeldende tidsinterval. Det-
te tal er netop arealet af den tilsvarende "sgjkefigur 2.2.
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Hvis vi pA samme made betragter tidsintervalletifre 75 til time 80, sa er h(t) her ca. lig med®—8
gre pr. time. Indtaegten i dette tidsinterval efaleta. -8 = — 400 gre. Bemaerk, at dette tal er lig
med minus arealet af den tilsvarende sgjle pa figawr

Vi far derfor den samlede nettoindtaegt i hele miioved at beregne arealet over 1.aksen og under
kurven minus arealet under 1.aksen og over kui@gndette er (ifglge seetning 1.5.11) netop det
bestemt integrale af h(t). Vi har altsa:

Samlede nettoindteegt ﬂzo h(t)dt,

Og vi ser, at dette integrale tilnaermelsesvistii@egnes som summen af en raekke led af typen
h(t)-At, hvorAt er leengden af et lille tidsinterval og t er étingenfor dette tidsinterval.

Bemaerk i gvrigt, atjjS h(t)dt og j::o h(t)dt angiver hhv. gartneriejerens samlede pasiti

indteegt og hans samlede negative indteegt (dvs.Udmift). Indskudssaetningen anvendt pa dette,
dvs.

[ ;20 h(t)dt = jg’s h(t)dt + | ;820 h(t)dt

siger saledes, at gartneriejerens samlede nettegtdir lig med hans egentlige indtaegt plus hans
negative indteegt (dvs. minus hans udgifter), htikeppe virker overraskende pa nogen.

Ud over at vise, hvordan arealerne kan tilleeggeglbang, omtaler de ovenstaende eksempler og-
sa, at et bestemt integrale kan beregnes tilnaegswids som en sum af nogle led. Denne tankegang
kan vi generalisere som omtalt i det fglgende daiaf

Middelsum
Lad f veere en kontinuert og stykkevis monoton fiorktlefineret i et intervdhl ; . Dette interval
inddeles i en raekke sma delintervaller ved delefink: X1, X5, X3, X4 ..., Xpn+1, NVOr a=x4

og b=xp41 (se figur 2.3, hvor n = 9, altsa hvor der er drdetvaller).

Fig. 2.3

Indenfor hvert delinterval veelges et taﬁD[xl;xz], to D[XZ;Xg] R D[xn ;xn+1] :
V.hj.a. af disse tal og delepunkter dannes summeAppendix 3 om summationstegn):
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n
DFE) W1 = %) = F(t) dxp —xg) + f(t2) Mxg—X2) + ...... + f(th) Xn+1—Xn)
i=1
n
Hvis intervalbreddenx;+; —X; betegnesAx;, kan summen skrives séledegf(ti) [AX;
i=1
Ud fra disse betragtninger ser det ud til, at

j:f dx = if(ti)mxi
i=1

nar blot alle delintervaller er tilstraekkeligt sni#g approximationen bliver bedre, jo "finere” vi
inddeler intervallefa;q.

For enhver inddeling af intervallga;lj og for ethvert valg af talmeengddt,, t,,t,,.....t,} (disse
tal kan vaelges pa uendelig mange mader) svardritntie inddeling kaldes summen:

mg = 2f(ti) LAX;

for enmiddelsunfor f svarende til den givne inddeling.

Det ovenstaende resultat kan dermed udtrykkesesiled

Det bestemte integrale kan approximeres af en rfsddefor f, og approximationen bliver bedre, jo
finere vi inddeler intervalldia;j. Vi opsamler informationen i fglgende saetning:

Seetning 2.1.3.
Hvis f er en kontinuert og stykkevis monoton fuoktidefineret i intervalldia ; i, sa kan det be-

stemte integralej;f (x)dx approximeres vilkarligt godt af en middelsumafor f i[a ; { , blot

inddelingen er fin nok, hvilket mere preecist kamfaleres saledes:

For ethvert positivt tad findes der en middelsumgtor f i intervallet[a ; H, s&|mq —j:f (X)dx| < ¢

Undertiden tillader man sig ogsa at skrive:
n b
() DX - jaf(x)dx for IF - 0
i=1
hvor IF star foiinddelingens finheddvs. leengden af det laengste delinterval.

Seaetningen er sandsynliggjort ovenfor. Et mere farimalis gives i kapitel 3.

Numerisk integration.

Den metode til at bestemme en tilnaermet veerdi béstiemt integrale, som er omtalt i saetning
2.1.3 og pa figur 2.3, kaldesimerisk integrationDen kan anvendes, nar integration skal udfares
pa en computer, nar man ikke kender funktionsfdftekr for funktionen, men kun har en graf, eller
nar man ikke kan bestemme en stamfunktion til detrelgtede funktion.
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Som det fremgar af det fglgende, findes der andneemiske metoder end (generelle) middelsum-
mer til beregning af bestemte integraler:

Ved numerisk integration veelger vi ofte for nemhsklgdd at lade alle delintervaller veere lige lan-
ge — blot de holdes tilstreekkeligt sma. Hvis dem delintervaller, sa er intervalbreddéx altsa

- n
givet ved: Ax = u‘, og den approximerende (middel)sum kan skrives s@Ef(ti) ) [AAX
n .
=1
For nemheds skyld veelger vi undertiden at lade funkt,, t,, t3, t4 ..., t, veere de venstre
endepunkter af intervallerne, og vi taler da onvemstresunise figur 2.4.a):

Vo= XY (X))
i=1

Eller vi veelger at lade punkterrig, t,, t3, t4 ,..., t, vaere de hgjre endepunkter af intervallerne, og
vi taler da om emgjresum(se figur 2.4.b):

n+l

Ho= AT f(x))
i=2

Y

Fig. 2.4

A
Vi kan imidlertid fa en bedre approximation ve

benytte en sakaldtapezsumder fremkommer
som antydet pa figur 2.5.

Vi ser, at trapezsummen, ietop er gennemsnits-
veerdien af og H,, dvs. T, = 1(V,+H,), altsd

n+l

To = S(AXIY F(x)) + AXIY f(x)))
i=1 i=2

Y

Fig. 2.5

hvilket kan omskrives til (kontrollér !!):

n:%mm@uo+2ﬁim&ﬂ+fumﬂ

i=2

Vi vil nu give et eksempel pa anvendelse af dermgezsumsformel.
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Eksempel 2.1.4.
. . . . 5
Vi vil bestemme en tilnaeermet veerdi af det bestantegrale: IO( —%x?’ +3x° —5x + 4)dx ved at

inddele intervallefO ; § i1 5 lige lange delintervaller. (Bemeerk, at detteppe kan kaldes en seerlig
"fin” inddeling).
Forst bestemmer vi de relevante funktionsvaerdief(fp = —<x® +3x* —5x +4:

X X1 X X3 X4 Xsg X6

X 0 1 2 3 4 5
fx)| 4 | 5 | 0| 7 | 32| &
3 3 3 3

DaAx = 1 far vi af trapezsumsformlen, at:

Ts = %Eltﬁf(xl) + ZEEif(xi)j + f(XG)]

i=2

- sadas 2 +54743)+3) = 2083
5
hvormed vi ser, ajo(—%x3+3x2—5x+4)dx = 30,83.

(Leeseren opfordres til at tegne en figur, dertiterer udregningen).
Det skal bemaerkes, at det h@tragtede integrale kan beregnes v.hj.a. dg¢idiomtalte regler.
Foretages denne beregning (for sammenligningerd 8kga finder vi:

5
[S(~1x3+3x2 ~5x+ 4)dx = ~Lx*+x3-5x2+4x|’ = 304167

Det ses altsd, at selvom den anvendte inddelingasotalt ikke er szerlig "fin”, sa far vi faktisk et
godt resultat ved approximationen med trapezsuméor (hér: en afvigelse pa 1,37 9.

@velse 2.1.5.
. . 4 L .
Udregn veerdien af mtegraletj':1 e&dx ved anvendelse af numerisk integration.

(Inddel intervalle{l ; 4 i 6 lige store delintervaller, og find dels ddsvarende trapez-sum, dels
den tilsvarende middelsum, hvor delintervallernedtpunkter anvendes)y

Middelveerdi af funktion.
Vi indleder omtalen af middelveerdi for en funktioet interval ved at se pa et eksempel:

Eksempel 2.1.6.

Pa figur 2.6 (se naeste side) ses temperaturevef{tMeteorologisk Institut som funktion af tiden
en given dag. Vi vil undersgge, hvordan middelterajpeen inden for det givne dggn bestemmes.
Hvis vi et gjeblik forestiller os den (urealistigkgtuation, at temperaturen var 22 i tidsrummet
[0;4, 5°Citidsrumme({4 ;13 og 10°Citidsrumme{12 ; 24, sd ma vi for at udregne middel-
temperaturen tage hgjde for, at der v&€5 dobbelt sa lang tid som 22, og at der var 18C i tre
gange sa lang tid som de %2

Vi kan sige, at i de 24 tidsenheder (timer), sorhatragter, var der =& i dezi4af dem, 5Cide

2. af dem og 10C i de 12 af dem. Og vi finder derfor middeltemperaturen ved at sige:
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m = —20% +5£ +1002 = ‘2[4+52[f+10[12 - 633
dvs. m=6,33C.
De forskellige temperaturer er altsa vaegtet medotekdel af hele tidsintervallet, som de fore-
kommer i.

Hvis vi nu vender tilbage til figur 2.6 og foretagm inddeling af0 ; 24 i delintervaller, indenfor
hvilke vi med tilneermelse kan sige, at temperat@mekonstant, sa ser vi, at middeltemperaturen m
cirka er lig med:

m = f(tl)%+f(t2)d§(—42+ ..... FE(t )d%ﬂ

idet temperaturen er ca. lig med)f{tsa stor en brgkdel af de 24 timer, shraudgar, dVS-AZ—XL]i

Ved at omskrive pa denne sum far vi:
n
M = 5 (1) g+ (6) DX+ .o+ (L) X)) = = S (1)
24 24
hvoraf vi ser, at m er cirka lig meﬁ gange en middelsum for f i intervall&; 24.

<

Ved at ggre inddelingens finhed mindre og mindrevset vi kan saette: m =2£4J'024f(t)dt

Inspireret af eksempel 2.1.6 giver vi fglgende migtn:

Definition 2.1.7.
For en kontinuert, stykkevis monoton funktion fidefet i et intervala ; i kaldes tallet

1 b
m = E[J‘af(x)dx

for middelveerdierfgennemsnitsveerdigaf funktionen i intervalleta ; 4.

b
Bemeerk, at hvis m er gennemsnitsveerdien fdaf,id, sa er n{b-a) = jaf(x)dx.

Hvis f specielt er en positiv funktion, sa er nsalhgjden og b — a bredden i et rektangel med
samme areal som arealet under grafen for f.
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Eksempel 2.1.8. A
Betragt funktionen f(x) :%xz —-3x+7. Grafen for f

er tegnet pa figur 2.7.
Vi vil bestemme gennemsnitsveerdien m af[2 ] §.
Vi finder (kontrollér 1), at:

m _—jf(x)d sj (Ax*-3x+7)dx = 3 ::

1
1
1
1
1
I
!
1
|

(Jfr. figur 2.7).v &

Y

Nd——— — = —— =
ol

Fig. 2.7
QDvelse 2.1.9.
Bestem middelvaerdien af:

a) f(x)= sinx i[0;m]
b) g(x)= e*+e i [-3;3
Tegn skitser, der illustrerer situationerne.

Eksempel 2.1.10.

Den vekselstram, som vi henter ud af en stikkoritaktggen (dvs. som vi far fra elektricitetsveer-
ket), varierer sinusformet med tiden, og den kaskbees ved en funktion I(t) givet ved:

I(t) = I max [$in(t), hvor I(t) er stramstyrken til tiden tyd er den maksimalt forekommende

stramstyrke og b er en konstant. Da stremmen svimged frekvensen 50 Hz (dvs. udfgrer 50 hele
svingninger pr. sekund), er svingningstiden T giedt: T = sek Dal(t+T) = I(t)(overvej!)

ser vi, at sin(o(t +T)) = sin(bt ) hvoraf vi far, atb(t+T) = bt+2ﬂ og dermed: bT =12
Alti alt far vi, at b = 5@ hvormed I(t) kan angives ved: I(t) &4y SINAOOTT . t)

Nar en elektrisk paerer lyser, sa "blinker” denrkeligheden 100 gange i Igbet af et sekund, idet
stramstyrken I(t) er nul 100 gange i lgbet af &usel. Dette registreres ikke af gjet, som i stéolet
opfatter paerensiiddellysstyrke.

En elektrisk paeres lysstyrke afheenger af den eftelst den energi pr. tidsenhed, f.eks. 60W-peere
eller 75W-paere), som omseettes i paerens glgdetwdsideinne glgdetrads modstand er R, sa viser
man i fysik, at effekten P er givet ved: PRII? | dvs. P{t) =R El](t)2

Da peerens registrerede lysstyrke er middellysstyrkié vi finde den tilsvarende middeleffekt i

lgbet af én svingning. Da svingningstiden som naer/ré% sek., far vi, idet vi f.eks. betragter tids-

intervallet[O at

s,

/50 /50
Pricdel = [j oyt = 50R Y0 2 @in?Loont)dt

50
Ved substitutionen u = 16@ , du = 106idt og dermed: 100r[du = dt ser vi (kontrollér!), at:

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmgiag. Teori, anvendelser og modeller.”



-43 -

2n .
Pmiddel = SOMR Omay’ %njo sin? (u)du
Ifalge eksempel 1.4.17 a) har vi, at:

j (i“sin2 (u)du = [%u—%sin(Zu)](z)n = %Qn—%&in@n)—(o—%ﬁ;in@)) =m

og dermed, at
-1 2
Priddel = Eleax

Middeleffekten er altsa halvdelen af den maksinedfiekt leaxz.
Man definereeffektivveerdietior en vekselstram som den konstasttegmstyrked: , der i en mod-

stand R giver samme effekt som vekselstrammensetatidkt. Vi har da, at
2

2 _ -1
RIef“f - I:)middel - Eleax
hvoraf vi far, at

leff = \/%l]max = 0,7070max

Ifglge Ohm’s lov har vi, at U =R hvor U er spaendingsforskellen over modstanden.
Hvis vi seetter Ugg = R Oggf , Sa far vi:
Uef = ROgg = 0,707R oy = 0,707V hax
Effektivveerdien af vekselspaendingen er altsa 0, Z0igg den maksimale spaendingsforskel.

Nar der opgives, at stikkontakten giver 220 Volj (ékselspaending, sa er det netop effektivveerdi-
en, som opgives. Vi kan heraf se, at den maksispdendingsforskel er givet ved:

Uetf 220
Umax = —— = V =311V
max 0707 0707
Stikkontakten giver derfor momentant speendingsfilsipa op til 311 Volt. v

Rumfanget af et omdrejningslegeme.

Lad f vaere en kontinuert, stykkevis monoton fumktdefineret i intervallel{ a;b], og antag farst,
at f(x) = 0 for alle xJ [a;b] (dvs. at f er en positiv funktion). Vi vil besteremumfanget af det
omdrejningslegemeom fremkommer ved at rotere grafen for f 3@@kring 1.aksen (se figur 2.8).
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Betragt en vilkarlig inddelingy, X5, X3, X4 ..., X417 af intervallet[ a;b], og lad punkterne
t1, to, t3, ta ..., t, veere tilfaeldigt valgt indenfor hvert af delinteleane.
Hvis vi antager, at f stort set er konstant indeihfieert af intervallerneﬁxi ;xi+1], sa ser vi, at den

del af rumfanget, der svarer [iki ;xiﬂ], er lig medmt (t,)? [Ax;, hvor Ax; er bredden af interval-
let. Dette skyldes (jfr. figur 2.8 a) og figur 2.@t vi far en flad cylinder med hgjddn= Ax; og

radius r = f(f) — og rumfanget af en cylinder ew?h.

St

Fig. 2.9

n n
Det samlede rumfang (volumen) V er derfor teet parean: ZTIEﬂ (t)? X, = n[Zf (t,)? A,
i=1 i=1
dvs. V er teet p&t gange en middelsum for funktionen (fé«))Da f er kontinuert og stykkevis mo-
noton, ger det samme sig geeldendefdmN&r vi lader inddelingens finhed g& mod 0, vihde

naevnte middelsum derfor (ifalge saetning 2.1.3) gd !ﬁ12f (x)2 dx.

: 0 b
Vi ser saledes, at VvV n[j a1‘ (x)2 dx

Hvis f ikke er en positiv funktion i[ a;b], sa geelder dette udtryk alligevel, idet det fordiem af

f(x)? er uden betydning, om f(®) 0 eller f(x)< O.
Vi har hermed bevist fglgende seetning:

Seetning 2.1.11.
Lad f veere en kontinuert og stykkevis monoton -~ *

funktion defineret i[ a;b]. Rumfanget V af det |

omdrejningslegeme, som fremkommer nar graf
for f roteres 36Domkring 1.aksen, er givet ved:

V= Zf(x)zdx

Fig. 2.10

Eksempel 2.1.12.
Punktmaengder{(x,y)‘ O0<x<300=gy< %xz} , som er skraveret pa figur 2.11 (se naeste side),

roteres omkring 1.aksen. Herved fremkommer denetrejningslegeme, som vi vil bestemme
rumfanget V af.
Ifglge seetning 2.1.11 har vi, at
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3 3
— 14,2)2 — 1,4
V—T[[IO(EX )edx = T[[IOZX dx T
:E[l 5]3 = —243'1 4T
45700 20 i
Hvis vi skal angive V med f.eks. 2 decimaler, savia 2+
V= 38,17 3
(Hvis enhederne pa akserne f.eks. begge er cniivea b I+ o

resultatet: V = 38,17 cih v

v

|
1

4

Fig. 2.11
Pvelse 2.1.13.
Vis v.hj.a. funktionen f i eksempel 1.6.25, at fanget af en kugle med radius r er lig m§frt3 v

Pvelse 2.1.14.
Lad k > 0 veere en given konstant, og betragt fonkn: f(x) = kx, XJ[0; h , hvor h er et givet
positivt tal.
a) Tegn en skitse, som illustrerer grafen for f.
b) Nar grafen for f roteres 38@m farsteaksen, fremkommer der en kegle.
Find rumfanget for denne kegle, og argumentérefodet er lig med Gh, hvor G er kegle-

grundfladens areal og h er keglens hgjde.
c) Benyt resultatet i pkt. b) til at lave en formefl famfanget af en keglestup

Pvelse 2.1.15.

Fa fat i en beholder (f.eks. en glflaske eller asey, som er "rotationssymmetrisk” omkring en gi-
ven akse. Beholderen kan altsa taenkes frembragesomdrejningslegeme udfra grafen for en
funktion f (hvor f angiver beholderens indvendigaridkurve”).

Bestem v.hj.a. en skydelaere med tilpas lange kebreudvendige diameter d(x) svarende til en del
forskellige x-veerdier, f.eks. med % cm’s mellemriiMed x-veerdier menes naturligvis punkter pa
symmetriaksen).

Gor rede for, at f(x -t(x), hvor t(x) er beholdervaeggens tykkelse det pagadklsted.

d(x
) £
(For mange beholdere er t(x) nok konstant, hvattor kan males ved abningen).
b
Find ved numerisk integration beholderens indveadigumen V =n[j a1‘ (x)2 dx

Fyld vand i beholderen og haeld derefter dette bgemaleglas.
Sammenlign de to bestemmelser af rumfanget.
| appendix 4 er vist resultater og billede af esnigg til denne gvelsee

Leengden af en kurve.
Lad f veere en funktion, der opfylder, at f er diéfetiabel og stykkevis monoton i et inter\[ai;b],
samt at den afledede funktidh er kontinuert og stykkevis monoton.

Vi vil bestemme laengden af grafen for f.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Integmgiag. Teori, anvendelser og modeller.”



- 46 -

Lad Ax veere et lille delinterval ﬁ a;b] med start- +
punkt X%, ladAf veere den tilsvarende funktionstil
vaekst, og\s den tilsvarende tilveekst i kurvelaen:
den (i leengden af grafen) (se figur 2.12 og 2.}3
Figur 2.13 viser en del af grafen for f svarendle 1
to forskellige veerdier af tilveekstex.

(

v

Hvis Ax er meget lille (se figur 2.13 b)), sa er de L rd b
lille kurvestykke neesten retlinet, og vi far da en
lille retvinklet trekant med sidern&x, Af og As. Fig 2.12

Ifglge Pythagoras geelder der, at
(89)% = (&%) +(4F)?
og dermed, at

2
As = +/(Ax)? + (AF)? = 1+(2—ij [AX

I |

! |
Hvis [a;b] inddeles i n sma delintervaller, sa se %o Xo+ Ax Xo  Xo+ dx
at den samlede kurvelaengde L (leengden af gra
fen) stort set er givet ved summen

2
n .
L= > 1+(A—f'j [AX;
i=1 Axi

Nar inddelingens finhed gar mod nul, far vi spetciaﬂi—f gar modf’ (x) Det ses altsd, at L stort
X

b)

set er en middelsum for funktionen g(x)ys-'[1+f’(x)2 . Da f' er kontinuert og stykkevis mono-
ton, geelder det samme om funktionen g. Ifglge segtdil.3 ser vi derfor, at L jL-:\/1+f '(x)zdx

Vi har hermed bevist fglgende seaetning:

Seetning 2.1.16.
Lad f veere en funktion, der opfylder, at f er diéfetiabel og stykkevis monoton i et inter\[aﬂ;b],

samt at den afledede funktidh er kontinuert og stykkevis monotorﬁ a;b]
Laengden af grafen for f er da givet ved:

L = .[:1/1+f'(x)2dx

Eksempel 2.1.17.
Vi vil finde lzengden af grafen for funktionen f(x)C i intervallet[ 0;1] . Daf'(x) =2 xskal vi

o , 1
altsa bestemme integralet Lj:O V1+4x2dx.

Det er ikke helt simpelt at finde en stamfunktidriunktionen v1+ 4x2 | s& den umiddelbare lgs-
ning vil veere at anvende grafregneren eller et Rtematikprogram til ved numeriske metoder at
foretage udregningen. Vi far: L= 1,4789.
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Den interesserede laeser kan imidlertid via intégmaprgven kontrollere, at funktionen

h(t) = %\/1+t2 +%Int+\/1+t2
er en stamfunktion ti1+t? . S& v.hj.a. substitutionen t = 2x og dt = 2dxvi&r

j;\/1+4x2dx = 1j V1+t2dt = 1[@ V1+t2 +1Int+\/1+t H =% 5+1In(2+\/_))

2
Ved udregning af dette eksakte facit fas igen: I1,4789. v

Eksempel 2.1.18.
Vi vil finde leengden L af en halvcirkel ved anvelsgeaf funktionen f fra eksempel 1.6.25, dvs.

f(x) = Vr’-x? , -r<x<r

, , , - 2X X
Farst finder vi den afledede funktiori!(X) = ——— = ~———
2\/r2—x2 \/rz—x2
2 2_,2,.,2 2
og derefter;:  1+f'(x)2 = 1+ 2X = ' 2X +2X = ——
r<-x r<-x r<-x

hvormed vi ser, at; L:j dx = r[j 4dx

Dette integrale udregnes ved at anvende preecisadieme substitution som i eksempel 1.6.25 (se
s.31n-32g@), hvormed vi far:

- - rEJ.O = {=rsint)dt = r[fo;[ﬂ—rsint)dt = r[J.T[Lntdt

n r2 —rzcoszt nrx/l—coszt 0 Vl—coszt

Da \/1—coszt = \/sinzt = |sint| = sint, hvor numerisktegnet kan fjernes, idtt > i idter-

vallet [O; T[], ser vi, at
nsint

- — m — no_
L=r omdt = r[joldt = r[ﬁt]o = rin

Da L er laengden af halvcirklen, far vi — ved atgmmed 2 — det velkendte udtryk for cirklens om-
kreds: 2n r

Man ser ofte det ovenstaende (eller et tilsvareadm)ment anfart som et bevis, at cirklens om-
kreds er 2r. At dette imidlertid ikke er holdbart kan sesfpiyende méade: Integrationsgraenserne 0
ogtblev (som anfart s. 31 nederst) fundet ved at swtg a og b med den egenskab[@dg(a) =

—r og fdos(b) =r. Der veelges arrog b = 0. Specielt veelges at=idet a skal passe i ligningen:
ridos(a) = —r, dvs. cos(a) =-1. Men ataer en lgsning skyldes netop, at leengden af dese hal
enhedscirkel em, dvs.mil1. Vi benytter altsa, at vi kender laengden af dalméhcirkelbue i enheds-
cirklen til at argumentere for den ovenstadendedreng. At pasta, at vi ovenfor beviset cirklens
omkreds er fr, vil derfor veere at argumentere "i ring”. Memterne passer smukt med hinanden.
Formlen for cirklens omkreds kommer afregr defineret som forholdet mellem omkredsen og
diameteren i en cirkely
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Pvelse 2.1.19.

Bestem laengden af grafen for funktionen:
a) g(x)=sin(x) , &x<T

b) h(x)=In(x) , I<sx<e ¥

Overfladearealet af et omdrejningslegeme.

Efter samme principper som ved bestemmelsen af leengfden kurve, vil vi nu finde et udtryk for
overfladearealet af et omdrejningslegeme, alt$d f@verfladen af det legeme, der ses og er skra-
veret pa figur 2.10.

Der geelder i denne sammenhaeng faglgende saetnisgydwis er indeholdt i Igsningen til den efter-
folgende gvelse 2.1.24.

Seetning 2.1.20.
Lad f veere en funktion, der opfylder, at f er diffietiabel og

stykkevis monoton i et intervéla;b], samt at den afledede funktic
f' er kontinuert og stykkevis monotor[m;b].

Overfladearealet S af det omdrejningslegeme, @enkommer
ved at rotere grafen for f 366m 1.aksen, er da givet ved:

S = 2nj:|f(x)| Q/1+f'(x)%dx

Eksempel 2.1.21.

Vi vil (efter samme princip som i eksempel 2.1.28yende funktionen f fra eksempel 1.6.25 til at
finde overfladen af en kugle med radius r. Vedemuelse af seetning 2.1.20 ser vi pa samme made
som i eksempel 2.1.18, at det sggte areal S er\gpde

_ r N2y — r[2_.2 r _ r _
S = 2Trj_r|f(x)| {1+f'(x)%dx = ZHI_r re—x G\/ﬁdx = ZHrI_rldx = 4

Vi ser hermed, at overfladearealet af en kugle radiis r er givet ved:@#>. v

Eksempel 2.1.22.

Overfladearealet af det omdrejningslegeme der fremker, hvis grafen for h(x) @ *, 0<s x< 3
roteres omkring fgrsteaksen (leeseren opfordras tdgne en figur), er givet ved:

3| - 3 _ -
S:ZHIO‘e X Q1+ (- *)2dx = ZHIOe X @/1+e P dx

Ved numerisk integration findes resultatet: S896, v

Pvelse 2.1.23.

Bestem overfladearealet af omdrejningslegemetréenkommer, hvis grafen for funktionen g rote-
res omkring fagrsteaksen, idet g er givet ved:

a) g(x) =vx , x0[0;2] b) g(x) = sin(x) , x1[0;m]

| punkt a) gnskes savel et eksakt facit som eeetilnet veerdiv
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Pvelse 2.1.24.

Vi vil i denne gvelse gennem besvarelse af en rasgliegsmal bevise saetning 2.1.20.

a) Tegn grafen for en funktion f (veelg en relativ simjegning som f.eks. figur 2.12), og inddel
intervallet[ a;b] I et vist antal delintervaller.

b) Udveelg forelgbig ét af disse delintervaller til n@ere undersggelse. Kald dets bredde\foog

2
konstatér, at der som i beviset for seetning 2.gak@ler, atAs = 1+(2—fj [AX
X

c) Lav en skitse af en rotation om 1.aksen af deratigtafen, der svarer til det valgte delinterval.
Konstatér, at der herved fremkommer en keglestglat @verfladen heraf svarer til et "kegle-
band” med leengdefs af den skra sideflade og med radius ca. lig hh(axi)| hvor x er et tal i

det betragtede delinterval, og hvor vi tager demeriske veerdi, idet funktionsvaerdien kunne
veere negativ.

d) Vi forlader nu for et gjeblik funktionen f for a¢ 9a overfladearealer af kegler og kegleband.
Tegn en kegle (et ’kreemmerhus”). Argumenter fohwas radius i keglens grundflade er r og

hgjden i keglen er h, s& er leengdiaf sidefladen i keglen er givet vdds Vh? +r2 0g om-
kredsen af grundfladen er givet vedr2

e) Argumentér for, at hvis vi skeerer keglen op langyset linie fra toppen til et punkt pa grundfla-
dens periferi — og derefter folder keglen ud, s&f&t cirkeludsnit af en cirkel C med radius
Og cirkeludsnittets buelaeengde ewr2Lav en figur, der illustrere situationen.

f) Argumentér for, at cirkeludsnittet udgar sa stobeskdel af cirklen C, som brgkem227i
angiver, og at cirkeludsnittets areal derfor emtigd: i *[(2rr/2md)

g) Argumentér for, at overfladearealet af en keglégemedwl , hvor r er radius i keglens grund-
flade og | er leengden af keglen skra sideflade.

h) Overvej, at et kegleband er en kegle fraregneidemindre kegle med samme abningsvinkel
(lav en figur), og at arealet A af et keglebandaeer givet ved: A Iw,l, —1r3l1 , hvor index
2 henviser til den stgrste og index 1 til den miadegle.

i) Tegn et tveersnit af figuren fra pkt. h), og konstade der fremkommer to ensvinklede trekanter,
hvormed der geelder, aks/r, = l1/r1 og derfor ogsa, atiIh = |1

j) LadAl veere leengden af den skra sideflade i keglebaddetl =1, —1;.
Argumentér for, at arealet A af keglebandet (jtmkt h) er givet ved: A =r1(r; + n)Al

r+r . .
k) Seet r :% og argumentér for, at: A =r@Al, hvormed vi i alt kan konkludere, at arealet af

et kegleband er givet ved omkredsen af cirklergiéeandets midte gange med leengden af den
skra sideflade.
[) Vivender nu tilbage til funktionen f og til ovedsinde pkt. c). Konstatér, at overfladearealet af

2
kegleb&ndet ifglge punkt k) er givet ve@n(f (x)| s = 2mlif (x)| 1+[2—fj (X , hvor x
X

er midtpunktet af det betragtede delinterval, odeat samlede overflade af omdrejningslegemet

2
: L Af;
derfor stort set er givet ved summer)_ 2mt(fif (x;)| 1+(A—'J X
i=1 i
m) Anvend definitionen pa differentialkvotient, sare¢tsing 2.1.3 til at argumentere for, at vi
hermed har bevist saetning 2.1.20.
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2.2. Modeller

Meaengden af modeller (faglige anvendelser) med rateggning er meget stor indenfor naesten en-
hver afskygning af naturvidenskabelige fag (fy&#mi, biologi, medicin, geologi, meteorologi,
osv.), men ogsa i samfundsvidenskabelige fag, lemmkonomi. Som ved andre modeller er en af
udfordringerne ved beskrivelsen i en laerebog i mati, at for at kunne arbejde med det matema-
tisk set interessante skal der ofte en del faépigtrbejde til (forklaring pa, hvad emnet drejag si
om). Og dette ngdvendige faglige forarbejde kan dadre ganske kompliceret, dels veere ganske
omfattende. | det fglgende er der fokuseret pagorrader: fysik og skonomi, og da kun i et be-
greenset udvalg. Interesserede leesere henvisagliitdraturen for andre eksempler.

Integralregningens styrke i forbindelse med modieiteligger primeert i en af fglgende egenskaber:
1) Bestemte integraler kan bruges til opsummeringaige "sma” led af samme type
2) Bestemte integraler kan bruges til beregning aktionstilveekster, hvis vi kender den afledede

funktion, idet der gaelderj::f'(x)dx =f(b)-f(a)

3) Ubestemte integraler bruges til at bestemme staktium herunder til at bestemme funktionen
selv, hvis vi kender dens afledede funktion, icmtgbelder:jf'(x) dx = f(x) + k

Differentialkvotientenf’ kaldes ogsa for funktionens aendringshastighedstrastigheden, mar-
ginalfunktionen, greensefunktionen eller intensftatktionen — afhaengig af den faglige sammen-
haeng. | en raeekke faglige sammenhaenge kender mag tierktion, og ud fra denne bestemmes
den "oprindelige” funktion som anfart i pkt. 3),slwi far den bestemt bortset fra en konstant. Og
hvis vi desuden kender en funktionsveerdi for degiestuinktion f, kan den bestemmes fuldstaendig
(konstanten findes !).

| forbindelse med pkt. 1) og 2) er der ofte knyhestemmelse af arealer. | pkt. 2) kan der saledes
veere tale om at arbejde med arealer under (akdation til) veeksthastighedsgrafer.

Eksempel 2.2.1.
Pa nedenstaende figur ses en kurve over produktistigheden PH for et bestemt kemikalie en
given dag. Vi ser f.eks., at 1,5 timer inde i dagdpktionen er produktionshastigheden 58 kg/min.

A

kg /min.

S

1 2 3 4 5 6 7 8 timer

Fig. 2.15

Da produktionshastigheden er differentialkvotieraéden producerede maengde som funktion af

tiden, dvs. PH(t) = PMt), ser vi, at den samlede produktion SDP den fifayade dag er givet ved:

480 . . .
SDP = jo PH(t)dt, dvs. arealet under kurven. Bemaerk, at da Pldsn&ig pr. minytskal ti-

den pa farsteaksen sendres til minutter ved intiegen. v
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Vi har i indledningen til dette kapitel vist, hvand arealer kan tilleegges betydning for konkrete
modeller. Bemaerk, at der i eksempel 2.1.1 og eksethf.2 faktisk er tale om integration af inten-
sitetsfunktioner (veeksthastigheder), idet der leraan hhv. udstremningshastigheden malt i liter pr.
minut og indtjeningsintensiteten malt i are pr.g¢im

Nogle eksempler fra fysik.

Eksempel 2.2.2. (Sted, hastighed og acceleration)
Vi ser pa et legeme, der beveeger sig langs en(fieiles. en bil der kgrer ud af en vej). Hvis lege-
mets position til tiden t kaldes s(t), hvor s(t)lesai meter fra startpunktet og t males i sekunster,
er legemets hastighed v(t) til tiden t givet vedt) = s'(t), og v(t) males i m/sek. Og dets accelera-
tion a(t) til tiden t er givet ved: a(t) ¥'(t) = s" (thvor a(t) males i m/sék
Hvis vi teenker os, at vi kender a(t), sa kan hastign findes ved integration. Specielt har vi, at
hvis vi ser pa to tidspunktek:.t 0g i, S& er hastighedsaendringen i dette tidsinteivet ged:

Valut ~ Vstart = V(tsiut) ~ V(tstart) = J-ttsm a(t)dt

start

Hvis a(t) er positiv, er hastighedsaendringen alt: ~ 1 Acceleration
arealet under grafen for a(t), der ogsa kalde} (t
kurven. Og hvis a(t) antager bade positive og
negative veerdier (f.eks. hvis man i bilen til nogl
tidspunkter traeder pa speederen og til andre tic
punkter pa bremsen) som det ses pa figur 2.16
er hastighedsaendringen lig med arealet over
1.aksen og under (t,a)-kurven minus arealet un
1.aksen og over (t,a)-kurven.

Tid

Fig. 2.16

Pa samme made kan vi ud fra funktionen v(t) finele klarte straekning — eller mere preecist: til-
veeksten i positionen — i tidsintervallet feg ttil tsy. Der gaelder altsd, at:

tSU
Sslut ~Sstart = S(tsiut) —S(tstar) = -[t v (t)dt

start

Arealet under en (t,v)-kurve giver altsa den katteekningw

Eksempel 2.2.3. (Newton’s anden lov)

Newtons 2. lov, som er en af fysikkens grundsaeerirgiger, at den resulterende kraft F pa et le-
geme er lig med legemets masse m gange med delsration a, dvs. F =@

Daa = V' = s, hvor v = v(t) er hastigheden til tiden t, og s(§ er legemets position (sted) til
tiden t, kan Newtons 2. lov derfor skrives saledes:

F = mls' eller s'(t) _F
m

Hvis kraften F er konstant, sa har vi, idét) = ' s¢f dermed:V'(t) =<' (t)at

F F
v(it) = |V (t)dt = |s'(t)dt = | —dt = —t+
() =[vndt = [$Ddt = [—dt = —t+
hvor ¢ er en konstant.
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Dav(0) = %[(D+C1 = ¢, ser vi, at ger hastighedeno\il tiden 0. Vi far dermed:v(t) :%DHVO
Tilsvarende ser vi, idef(t) = v(t)at
F F o
ty=|s{)dt = |v(t)dt = |(—t+v,)dt = —Et“+v [d+cC
() = [$(dt = [v(ndt = [(—t+vy)dt = Gt +v,[+c,
hvor ¢ er en konstant, som er lig med s(0), dvs. posstiaii tiden O, idet vi har, at
s(0) = %[%[(1)2+v0[(1)+c2 = ¢,

Kaldes s(0) for sfar vi hermed:

s(t) = %%[ﬂ2+vo[ﬂ+so eller |[s(t) = %a[ﬂ2+vo[ﬂ+so

idet accelerationen a er givet ved: &=

Nar kraften er konstant, er sammenhaengen mellean tidg straekningen s(t) altsa givet ved et
andengradspolynomium.

Hvis kraften F er tyngdekraften, sa har vi: F = imgpr g er tyngdeaccelerationen. Indszettes dette i
det ovenstaende far vi specielt, at:
| tyngdefeltet geeldens(t) = g% +v, d+s,

(Det skal her bemeerkes, at bade g @egnes med fortegn: g er positiv, hvis s-aksemedadret-
tet, og negativ, hvis s-aksen er opadrettgerypositiv, hvis legemet til at begynde med bevessge
I s-aksens positive retning, og negativ i modsial) fa

Hvis kraften_ikkeer konstant, kan vi stadigveek arbejde med integratom angivet, og dermed
finde en beskrivelse af legemets bevaegelse. Restublaver blot et andew

Eksempel 2.2.4. (Kreefters arbejde og potentiel engr)
Hvis en kraft pavirker et legeme og dermed flytegremet, siger vi, at kraften udfarer et arbejde pa
legemet — og dermed tilfgrer legemet energi.
Hvis kraften F er konstant og rettet langs forskgdanAs af legemet, sa siger vi, at kraften har
udfart arbejdet A = As.
Huvis f.eks. tyngdekraften (jfr. eksempel 2.2.3}tiy et legeme med massen m nedad i en straekning
med leengden h, sa har tyngdekraften udfart arbejlet mgh. Den energi, der herved tilfgres til
legemet, bliver til sakaldt kinetisk energi (bevésgsenergi) — legemet far mere fart pa.
Hvis kraften ikke er konstant, men afhaenger afriegs position s, dvs. F = F(s), s& ma straeknin-
gen fra start til slut position inddeles i en raekked intervaller indenfor hvilke kraften med rime-
lighed kan siges at veere konstant. | hvert af dietiatervaller findes kraftens arbejde som &)
n

hvormed kraftens samlede arbejde A stort set anéd summen: Z F@;) [As; , dvs. en middel-

i=1
sum for funktionen F(s). Ved at lade inddelingenbéd ga mod O ser vi, at det samlede arbejde
kan udtrykkes ved:

A = j SSZ F@ds

1
hvor g er startpositionen og er slutpositionen.
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Der findes syv forskellige energiformer: kinetiskeegi, potentiel energi, termisk energi, elektrisk
energi, kemisk energi, kerneenergi og stralingsgn¥i vil her se lidt nsermere pa potentiel energi.

Potentiel energi kaldes ogsa beliggenhedseneridieh skyldes, at det legeme der besidder ener-

gien befinder sig et bestemt stiegt kraftfelt:

e Envase, der star pa en hylde, har en potentiegenaet den gerne vil falde ned, hvis den far
lov (her er kraftfeltet altsa tyngdefeltet) og deshomdanne sin potentielle energi til kinetisk
energi.

* En kugle der sidder fast i enden af en udstrakefjeldar en potentiel energi, idet den gerne vil
flyttes af fiederen ind mod dennes ligeveegtspasitivis den ellers far lov (her kommer kraft-
feltet altsa fra fiederen) og dermed omdanne stargi®lle energi til kinetisk energi.

* Enladning q, der befinder sig i neerheden af enratatiing Q, har en potentiel energi, idet
den gerne vil lade sig flytte af den elektriskeadknings- eller frastadningskraft, hvis den ellers
far lov.

Nulpunktet for potentiel energi defineres som deitdgtede legemes energi, nar det er i en given
velvalgt position. | tyngdefeltet kan man frit vaelgulpunktet, men veelger ofte gulvet eller jord-
overfladen, der hvor man befinder sig. For en fije@delges nulpunktet i den position, der svarer til
flederens ligeveegtsposition, og for en elektrigkniag veelges nulpunktet i en position uendeligt
langt veek (dvs. tilstreekkeligt langt veek) fra deden ladning.

Den potentielle energi&(P) i et givet punkt P defineres som det arbejdgde kraft skal udfgre
for at flytte legemet fra nulpunktet for den poteté energi O til punktet P.

Tyngdefelt:
Hvis en ydre kraft (f.eks. en hand) skal flyttdegfeme (f.eks. en vase) op fra gulvet og til emayl

i hgjden h over gulvet, sa skal denne kraft praggise sa stor, at den efter at beveegelsen er sat i
gang, netop ophaever tyngdekraften. Kraften skshdltive starrelsen F = mg. Det arbejde kraften
udfarer er da givet ved A 5A&s = mdh = mgh.

Den potentielle energi i tyngdefeltet i hgjden leomulpunktet er altsa givet vedy,ofh) = mgh

Fjederfelt:
Pa figur 2.17 ses et legeme (et lod), der er sandgeder. Der er an-

bragt en tallinie (en s-akse) med nulpunkt i loddiglevaegtsposition
(dvs. i det punkt, hvor loddet kan haenge stille).

Hvis loddet er veek fra ligeveegtspositionen, empdetirket af en kraft
fra fiederen ind imod ligeveegtspositionen. Ifglg@okes lover denne
kraft proportional med, hvor langt veek loddet erligevaegtspositio-
nen, dvs. fededs) = — Ks. .
Minusset skyldes, at hvis s er positiv, sa er krafettet i negativ ret-
ning, og hvis s er negativ, sa er kraften rettesiifv retning. Fig. 2.17
Starrelsen k kaldes fjederkonstanten og er et kddny hvor stiv fiederen er.

Hvis vi skal finde den potentielle energi af lodd®ir det befinder sig i et givet punkt sa skal vi
finde det arbejde, som en ydre kraft (f.eks. franénd) skal udfare for at fare loddet fra nulpunhkte
til punktet g. Denne ydre kraft F skal hele tiden — efter atsbgglsen er sat i gang — afbalancere
fiederkraften, dvs. veere lige sa stor som denne, medsat rettet, altsa: F = ks.

- (%2 — [ So _[l 2]50 _1 2
A= jsl Fsps _jo ksds = |[Zks?| * = JkD5
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Den potentielle energi i et fiederfelt i afstapdra ligeveegtsstillingen er altsa givet ved:
Epol(S0) = S 37

Elektrisk felt fra punktladning:
Den elektriske kraftpavirkningsFpa en ladning g, som befinder sig i afstandea efr anden lad-

ning Q, er givet ve€oulombs lov Fy= k¢ EDQ—[Zq
r

k. kaldes Coulomb-konstanten % 8,9910° Nm?%C?, hvor N er kraftenheden N og C er ladnings-
enheden Coulomb). Ladninger g og Q regnes medgior{¢&eeseren opfordres til at kontrollere, at
kraften er en tiltreekningskraft (dvs. kraften peigekrmod Q) eller en frastadningskraft (dvs. kraf-
ten peger veek fra Q) afthaengig af om ladningernddnskelligt fortegn eller samme fortegn).

’ o )
Q r q R Fig. 2.18

Som nulpunkt for den elektriske potentielle eneggiges en position uendeligt langt fra Q.

Hvis en ydre kraft F skal fare ladningen g fra getentielle energis nulpunkt til positiones $a

skal kraften (som i de foregaende tilfaelde) helertiveere lige sa stor og modsat rettet sgm F
Denne ydre krafts samlede arbejde A ved at fgneihaen fra nulpunktet for den potentielle energi
(dvs. uendelig langt veek) til positioneybtiver derfor:

fo o 1 o 1
A= [0 -k Q! qdr = —kQa " r—zdr = kCQqqror—zdr

Veerdien af det uegentlige mtegrale udregnes sal@fitedefinition 1.7.1):

K
jr —dr— lim (j —dr) = lim {—ﬂ = lim (—%+ij :%

OI’ K 500 K 5o ro K - o0 l'o

Alti alt ser vi dermed, at den ydre krafts arbefder givet ved: A =k, EI% :
rO
Den potentielle energi af en ladning g i et elaktfielt omkring en punktladning Q er altsa givet

ved: Bolr) = kCG@

hvor r er afstanden fra Q til g, og hvor Q og gregmed fortegn. (Hvis f.eks. Q er positiv og q er
negativ, som vi har det med en elektron omkringt®mkerne, sa er den potentielle energi negativ,
hvilket svarer fint til, at der skal tilfgres enefgr at fijerne ladningen g fra Q)e

@velse 2.2.5.
a) Tegn grafen for den ydre kraft F(s) = ks[] [so;so] i relation til fiederen fra eksempel 2.2.4.

Forklar, at det i eksemplet udregnede arbejde stidrealet under denne graf.

b) Skitser grafen for den ydre kraft F(r)=k. E—l% T D]O;oo[ I relation til ladningerne fra ek-
r

sempel 2.2.4, idet det antages, at Q og g hardivnrtegn.
Forklar, at det i eksemplet udregnede arbejde stierealet under denne graf i intervallet

[r0;°°[- M
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Eksempel 2.2.6 (Afstandskvadratloven).

Selve afstandskvadratloven er gennemgaet i app&ndixortil der henvises. | det fglgende fokuse-
res pa brugen af afstandskvadratloven i relaticentproblemstilling, hvor integration er en ngd-
vendig disciplin. Og for morskabs skyld er problétiisgen sat ind i seerlige eventyrlige rammer.

Den kendte rumhelt Nuke Skytalker (NS) har erfaattien undersk@nne prinsesse Lulu Banana
(LB) er i fare, idet hendes rumskib er gaet i sgikég den lede Fat O’Bob er pa vej i sit rumskib
for at tage hende til fange. Den gode Nuke Skytatkader sin matematik og ved, at den korteste
vej imellem to punkter er en ret linie — og vil flersa hurtigt som muligt via en ret linie flyve-di
rekte over til Lulu’s rumskib. Problemet er barehans rumskib befinder sig neesten pa den mod-
satte side af planeten R-227 i forhold til Lulusnskib (se figur 2.19, som ikkengiver de korrekte
indbyrdes starrelsesforhold). Og at flyve teet f®k227 er forbundet med stor risiko p.gr.a. stra-
lingsfaren — selv for en helt som Nuke. R-227 eningen lille, men overopfyldt affaldsplanet for
radioaktivt affald.

NS : LB
— - o)
X=—M K . X=M

Fig. 2.19

Vi vil beregne den samlede strélingsmaengde prsom NS's rumskib udseettes for ved flyvningen
langs den rette linie frax =— M til x = M. Menstarter med at se pa, hvordan man generelt be-
regner den samlede strélingsmaengde psam i et tidsinterval fra til t, rammer et givet objekt.

Intensiteten | er antal strélingspartikler pr. sekgpr. nf. Hvis intensiteten er konstant, s er stra-
lingsmaengden, der i Igbet af et tidsintedvatammer 1 M, givet ved: It. | tidsintervallet fra i til

t, er den samlede stralingsmaengde pralts& givet ved:({t; — t).

Hvis intensiteten derimod sendres med tiden, (dvis. lrer en funktion af tiden t, sdledes at I(t)
angiver intensiteten til tiden t), s& er stralingsngden, som rammer ¥ iMgbet af et lilletidsin-
terval At omkring tidspunktet t givet ved: I@t. (At skal veere sa lille, at intensiteten stort set kan
betragtes som konstant lig med I(t) i tidsintersgll

Den samlede stralingsmaengde S, der rammeritidsintervallet fra tidenttil tiden &, er derfor
summen af en stor maengde led af typemtyvs.

t,
s =] 1t
Hvis vi seetter tiden t = 0, nar NS er i x = — Mtog T nar NS er i x = M, s& er den samlede stra-
lingsmaengde pr. msom rammer NS'’s rumskib, givet ved: SE [(t)dt

Stralingsintensiteten opfylder afstandskvadratloigneksempel A.5.2 !). P.gr.a. rumskibets bevae-
gelse aendres afstanden r til R-227 hele tiden,rdasen funktion af tiden t.

lfelge Pythagoras far vi: rétE x(t + & (se figur 2.19), hvoraf vi ser, at stralingsirgiéaten | i
virkeligheden er en funktion af x, som er en fuoktaf t, dvs.
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_ _ 1
I(t) = I(x(®V) = 1, E’m

hvor |; er intensiteten i afstanden 1 km fra R-227, og liveog dermed x(t) og d — males i km (jfr.
eksempel A.5.2).
Vi ser nu, at S J————dt

:J' x(t) + d2

Hvis Nuke's rumskib flyver med hastigheden v, séigovervej !), at x(t) = - M + § og dermed

T 1
S=1
e (-M +v 1)2 +d?
Ved substitutionen: x = —-M H¥ (og dermeddx = vdit=0=>x=-Mogt=T=x=—M +VT)
og ved anvendelse af, at T—ZQM, ser vi (kontrollér ), at fglgende omskrivninggelder:

S dx = dx

Hvis vi i det sidste integrale anvender substingio: s =X far vi endelig (kontrollér !), at:

d

| b 1

s = ds
Vﬂiqasz+1

=|_1 -M+vT 1 |_1 M 1 — Iy EJ‘M 1 dx
™

hvor a -_M ogb :M.
d d
For at udregne dette sidste integrale anvenddriNiiee’trick” (vi benytter omvendt substitution),

idet vi seetter s = tan(p). Dette er muligt, idet(tan) = R, sa for enhver veerdi af s findes en vaerdi
p, sa s = tan(p), og vi kan endda indskraenke as $i¢ papD]—E .- [
Med substitutionen s = tan(p) har vi: ds = (1Lr{(gf)dp . Hvisa, B DJ -5 g[ veelges, sa

a=tan) og b =tarf§), sa kan integralet omskrives saledes:

= ds = d = — 1dp = —
qua s?+1 qu‘u tan()? +1 g vmqu P v[d[ﬁp]“
dvs. S = —E(B a).
Da B =tan'(b) = tan* (%) og o =tan™ (@) =tan'(-¥) = —tan (M) (overvej!), ser vi:

s=_1 Dan‘l[Mj
v [d d

Laeseren opfordres til at overveje rimelighederat§ er proportional med, lomvendt proportional

med v — og i gvrigt vokser med voksende veertil @ig med aftagende veerdi af d.

Imedens vi har foretaget disse beregninger, hasvbelt Nuke Skytalker for leengst glemt alt om
stralingsfarer og givet sig pa vej mod LB. Sa lachogve at finde ud af, hvilken samlet stralings-
maengde han bliver udsat for pa flyveturen. Deptgende data til beregningen:
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Rumskibets hastighed er v = 15 km/sek, afstanden8@0.000 km, afstanden d = 400 km og stra-
lingsintensiteten i 1 km’s afstand fra R-227 g 128[10'®stralingspartikler pr. sek. pr.2m
Vi finder da:
8
_ 28 1ot p (an-t[ 800000
150400

Den samlede stralingsmaengde er ali48510"° stralingspartikler pr. f

(Bemaerk, at da enheden péa x(t) og d som naevnvaia i km, idet;ler intensiteten i 1 km’s af-
stand, sa skal M ogitogsa angives i km (idet x(t) = — M ) Tiden t males i samme tidsenhed
som indgar i angivelsen af intensiteten, dvs. sakuridet tidsenheden skal "ga ud” ved udregning
af stralingsmaengden I@. v skal altsa angives i km/sek. Nar dette eretjlgpiller enhederne pa v,
d og M herefter ingen rolle for beregningen af damlede stralingsmaengde S).

= 1,465010" strdlingspartikler pr. m

Ca. 70 % af stralingen passerer igennem rumskitzetgje og ind til Nuke. Da han vejer 80 kg og
vi kan regne med at hans overfladeareal i stralingetning er ca. 0,9ser vi, at han pr. kg

5
kropsveegt ca. udseettes fo].":4 65&0;0[0’7 [09

Disse stralingspartikler har en gennemsnitlig eingfigl,1 MeV (mega elektronvolt), hvilket svarer
til 11010° (1,602007*° J = 1,7620107*2 J. (J = Joule). Den samlede strélingsenergigpkraps-

vaegt, dvs. den samlede stralingsdosis, er derfet ged: 115410 [1,762107*% = 2,03 J/kg.

Stralingsdosis males ofte i enheden "rem” (1 re®04 J/kg) Vi ser derfor, at vores helt Nuke er
blevet udsat for en stralingsdosis pa 203 rem péesiningsmission for prinsesse Lulu.

= 11540110 strélingspartikler pr. kg.

Vi kan ikke sa godt lade leeseren sidde uforldsatje, sa det skal fortaelles at — jo, Nuke naede at
redde Lulu fra den lede Fat O’'Bob. Og sandelig: &al Lulu indgik den hellige kosmiske pagt og
levede lykkeligt til hans dages ende.

Den interesserede laeser kan f.eks. via Internatiggrsgge, om en stralingsdosis pa 203 rem er
skadelig — og i givet fald hvor skadelige

Nogle eksempler fra gkonomi.

Basale erhvervsgkonomiske begreber.

| de fglgende eksempler arbejdes med begreber sweetning, omkostninger, greenseomsaetning,
graenseomkostninger, variable omkostninger, profil@kningsbidrag. Disse begreber er gennem-
gaet i Appendix 6, der er ret omfattende (10 sid&ppendixet kan imidlertid uden problem leeses
selvom man springer over den matematiske beske\aflafsaetningsfunktioner (4 forskellige mo-
deller) og af omsaetningsfunktioner (4 tilhgrendedelier), samt over samtlige gvelser. Dette "eks-
tra” stof er medtaget for helheden og den seeritgrésserede laesers skyld.

Ofte er det — savel i modelteknisk som i praktigknmienhaeng — nemmere at fastlaegge et udtryk
for greenseomkostninger eller greenseomsaetning ardirgk for omkostningerne eller omsaetnin-
gen selv. Og som det fremgar af de fglgende eksank@n vi ud fra disse graensefunktioner be-
regne totalomkostningsfunktionen, omsaetningsfunktng profitfunktionen, osv..
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Eksempel 2.2.7.
Vi ser pa produktion af en given vare, hvor greengexstningerne, dvs. tilveeksten i omkostninger-

ne pr. extra produceret vareenhed, er givet veaim®&(q) = 30+4—10q

Graenseomkostningerne bestar altsa dels af endaslivdels af et led, hvis starrelse afthaenger af,
hvor mange enheder q, der produceres. Da graeensstmngerne er differentialkvotienten af de
totale omkostninger, dvs. Gromk(q) = Toi, ser vi, at:

Tomk(q) = [Gromk (g)dg= [ B0+ q)dq = 30q+4” +c

hvor c er en konstant.
Hvis vi yderligere ved, at f.eks. Tomk(5000) = 3BID kr. (dvs. at de totale omkostninger ved
produktion af 5000 stk. er lig med 560.000 kr.)kaa ¢, og dermed Tomk(q) bestemmes:

Tomk(5000) = 3®000 + é[EOOO2 +c = 560000 = ¢ =97.500
hvormed vi ser, at
Tomk(q) = &q° +30q+97.500

Da Tomk(0) = 97.500 ser vi, at tallet 97.500 krderfast omkostninger (FC) ved produktionen,
medens resten af udtrykket for Tomk(q) er de samyad@ble omkostninger VC(q) ved produktion

af q enheder, dvs. VC(q) =% +30q. ¥

Eksempel 2.2.8.
a) De samlede variable omkostninger Vg(ged produktion af genheder er (jfr. eksempel 2.2.7)
givet ved:

VC(g) = Tomk(g) — FC = Tomk(g) — Tomk(0) :j;"Gromk(q)dq

hvor Gromk(q) er greenseomkostningsfunktionen ogF@e faste omkostninger.
Der geelder altsa: VGIo= IS"Gromk(q)dq

b) Omsaetningen Oms(q) af en given vare er det sarbigld®, der tilgar virksomheden ved salg af
g enheder af varen. Da der om omseaetningsfunktispeaielt geelder, at Oms(0) = 0, ser vi, at

Oomsg = Oms(g) — Oms(0) = J';'"Groms(q)dq

hvor Groms(q) er greenseomseetningsfunktionen vegtsaf den pagaeldende vare (dvs.
Groms(q) er tilveeksten i omsaetning pr. extra sedgéenhed, Groms(q) = Of(t).

c) Den maksimale indtjening (profit) i forbindelse maduktion og salg af en given vare findes
ved en produktionsstarrelsg gvor Groms(g) = Gromk(g). (Se appendix 6).
Hvis Pr(q) = Oms(q) — Tomk(q) er profitfunktionead/produktion og salg af q vareenheder, sa
kan den maksimale profit findes som: Rytg Oms(g) — Tomk(g). Ifglge det ovenstaende far
vi da (overvej !):

Priy = L?" (Gromgq) - Gromk(q))dq — FC
Pr. definition af daekningsbidraget DB(q) ser virhed ogsa, at
DB = J'(?" (Gromg(g) — Gromk(g)) dq

hvormed vi har et udtryk til udregning af deekninigséiget ud fra greensefunktionerne.
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Pvelse 2.2.9.

a) Greenseomsaetningen for en vare antages at veerevgiliet 0,8q + 2750 kr. pr. stk., nar afseet-
ningen q befinder sig i intervalle’ét);4800]. Bestem en forskrift for omsaetningsfunktionen.

b) Greenseomkostningerne for den samme vare antage=et 0,00075g- 3q + 3000 kr. pr.
stk., ndr produktionsstarrelsen befinder sig iriradet: [0;4000].
Bestem den veerdi af g, hvor der er maksimalt dagishidrag (husk at ggre rede for, at det er et
maksimum) — og bestem det maksimale daekningsbidrag.

c) De totale omkostninger ved produktion af 2000 stk3.000.000 kr.
Bestem et udtryk for totalomkostningsfunktionen.

Eksempel 2.2.10.
Virksomheden "Cleanpaper” markedsfagrer en ny tygpuenlige kakkenruller. Virksomheden
regner med at kunne erobre en vis del af markedtdes at det solgte antal kakkenruller s(t) pr.
dag efter en kortere eller laengere indtreengningsgenar op pa veerdien M, hvor markedet ma
siges at vaere meettet. Det er klart, at salgetgy vokser mest "frit” (uhindret) i begyndelsen (i
tiden efter lanceringen pa markedet), men at vaekstalget pr. dag efterhanden bremses op, jo
teettere salget kommer pa meetningsveerdien M.
Vi kan derfor med rimelighed antage, at foragelssm salget pr. dag er proportional med bade det
aktuelle salgstal pr. dag, med afstanden til magannog medit, hvisAt er lille”, dvs.

As = KB(t) M — s(t)) At
hvor k er proportionalitetsfaktoren. (Overvej ringleden af disse antagelser !!).

Ved at dividere medt pa begge sider af lighedstegnet og udnyttAt at lille, far vi i alt, at salgs-
tallet pr. dag opfylder falgende ligning:
s(t) = ks(t) [M — s(1))
Ifalge seetning A.1.1 i Appendix 1 findes en poskibnstant ¢, saledes at salget s(t) pr. dag, hvor t
er tiden efter introduktionen pa markedet, opfyligmingen:
M

—kMt
l+cle
hvor M er den forventede maetningsveaerdi for produsdemarkedet, og hvor k er en konstant som
fortaeller noget om produktets indtreengningshastigiéemarkedet.
Salgstallet pr. dag kan altsa beskrives ved erstisgivaekstfunktion.

s(t) =

Beleert af erfaringer med indtreengningshastighedenarkedet for andre produkter estimerer
Cleanpaper, at stgrrelsen kM = 0,04. Det vistaleguden, at der i begyndelsen blev solgt 1000 stk.
pr. dag, samt at der efter 50 dage blev solgt 320 3tk. pr. dag.

Pa baggrund af disse informationer vil vi bestenvaeedierne af konstanterne M og ¢ i modellen.

Vi har, at:  s(0) = 1000~ 1000:% - M= 10001 + c)
l+cle ™
. _ _ M _ -2
og: s(50) = 3300- 3300 =i 000 M= 3300{1+cle )

Disse to udtryk for M seettes lig med hinanden, igpteres. Derved far vi (kontrollér !), at:
c =4,156 og dermed, at: M =5156. Konstantenuden enhed og M har enheden stk. pr. dag.
Vi ser dermed, at funktionen s(t) har forskriften:
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5156 [ s
SO = 004t
1+ 4156

50001

Grafen for funktionen s(t), [O;lSd
ses pa figur 2. 20.

40001
Vi vil bruge modellen til at beregne 3006,
det samlede salg i lgbet af de farste
dage. Da vi har salg pr. dag op af
2.aksen og antal dage ud af 1.aksen, 2%
det samlede salg S(70) i labet af de
forste 70 dage givet ved: 1000

S(70) =| 070 s(t)dt

dvs. 20 40 60 80 100 120 140
70 5156

s(70) = [, T+ 4106004 Fig. 2.20

Ifglge seetning A.1.4 geelder def:de

1+ce kMx
stanten q, da den alligevel forsvinder ved udreggminaf det bestemte integrale. Vi ser, at det er
ngdvendigt at finde veerdien af konstanten k fdwaine udregne integralet. Da kM = 0,04 og
M = 5156 ser vi, ak = 7,75795107° , hvormed vi kan udregne S(70). Vi far (kontrd)ér
70

70

5156_ so-dt = ;_6 One®% + 4156 | = 178.547
0 1+41560 7,7579510 0

Ifalge modellen seelges der altsd 178.547 stk.atlabde 70 farste dage.

%[I]n(ekMX +¢) , hvor vi har udeladt kon-

S(70) = j

Pvelse 2.2.11.
En virksomhed markedsfagrer en ny type vaskepulveegger med, at det solgte antal kg s(t) pr.
dag tilneermelsesvist kan beskrives ved en logis@skstfunktion:

a
s(t) =
0 1+be™
hvor a, b og c er de konstanter, der fastleeggeeti®rd (Bemaerk, ata=M, b=cogc= —kM i

seetning A.1.1, men som bekendt kan man navngieeksinstanter og variable, som man vil).
Virksomheden estimerer pa baggrund af en marketisanag tidligere erfaringer, at det nye pro-
dukt efterhanden kan erobre en markedsandel, sarersi en afszetning pa ca. 8000 kg pr. dag.
| begyndelsen blev der solgt ca. 1500 kg pr. dggefter 45 dage blev der solgt ca. 4200 kg pr. dag.
a) Beregn ud fra disse informationer veerdierne afipateene a, b og c.

(Vejledning: Bestem farst vaerdien af a ved at st p&»).
b) Tegn grafen for s(t), [ﬂ[O;ZOd
c) Beregn det samlede salg i lgbet af de farste 106.d®
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Kap. 3: En teoretisk tilganq til bestemte inteqgrale mm.

Indledning

| den foregdende tekst er begreberne ubestemtahieg bestemt integral bygget op pa begreberne

stamfunktion og areal:

| definition 1.3.1 indfarte vi det ubestemte intagraf en funktion f som en vilkarlig stam-
funktion til f. Men det forudseetter, at f hem stamfunktion !

e | saetning 1.5.1 beviste vi s, at hvis f er korgimupositiv og stykkevis monoton, sa har den en
stamfunktion, nemlig arealfunktionen. Men det faaadter, at punktmaengden under en graf har
et areal ! Og det er ikke naturgivent, som det senit blive vist i et eksempel i dette kapitel.

» | definition 1.5.3 indfarte vi det bestemte intdgraf en funktion f v.hj.a. en stamfunktion til f,
hvormed bestemte integraler kun er defineret fokfiwner, der haen stamfunktion (i hvert
fald stykkevist i delintervaller — jfr. afsnittetostykkevis kontinuerte funktioner (s. 20ff)).

Konklusionen pa dette er bl.a., at der skal skabesdentligt fundament i sammenhaengen mellem
funktioners grafer og arealer, og at der derfof skabes et ordentligt grundlag for arealbegrebet.
Vejen til dette farer via begrebet integrabilisam vi derfor fgrst vil se pa. Og vi venter laengst
muligt med at inddrage arealbegrebet, indtil detéblngdvendigt at tage fat pa.

Over-, under- og middelsummer.
Vi betragter en begreenset funktion f defineretintgrval [ a;b], dvs. en funktion, hvorom der

geelder, at der findes to tal k og K, s& ¥x) <K for alle x[J [a;b] (jfr. definition 1.1.1).

Vi foretager en inddeling af intervall{sa;b] i n delintervaller v.hj.a. delepunkterng x, xs, ...,

Xn, Xn+1, hvor x =a og %.1 = b. (Jfr. figur 3.1).

For hvert delinterva[xi ;xiﬂ] veelges dels et ta| U [xi ;xiﬂ], dels to tal kog Ki som opfylder, at
ki < f(x) <K; forallexO [xi Xin

hvilket er muligt, da f er begraenset. Pa figur&. tlette vist for intervallel[ X33 X, ]

v

Fig. 3.1
For ethvert valg af talmaengde{rtl,tz,....,tn} kaldes summen:

n
DFE) W1 —x) = f(t) dxp —xq) + f(t2) Mxg—X2) + ...... + f(th) Xn+1—Xn)
i=1
som omtalt s. 38 for emiddelsunmms for f svarende til inddelingen xxz, Xs, ..., X Xn+1.
n
Og hvis intervalbredden; ., — X; betegnesAx;, kan summen skrives séledeg::me(ti) LAX;
i=1
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Vi indfgrer nu begrebernendersunogoversunpa falgende made:
Ved en undersum s og en oversum S for f svarehdertigivne inddeling forstar vi falgende sum-
mer:

=Yk X, = kg [AX; + k, DX, + ...... + Kk, DX,
i=1

ZKmx—Kmx+Kmx+ ...... + K, DX,

hvor k’erne og K’'erne er valgt som beskrevet ovenf

Da det geelder for allg it k < f(t) <K; , opnarviat: € mg<S.

Middelsummer er altsa "speerret inde” imellem enarsdm og en oversum.

Stgrrelsen S — s angiver derfor, hvor stor vanatler hgjst kan veere for middelsummerne svaren-
de til en given inddeling. Vi ser sdledes, at wikan ggre stgrrelsen S — s mindre ved at ggre ind
delingens finhed mindre, sa er den mulige variatida tilsvarende middelsummer mindre.

Stgrrelsen S — s er givet ved:

S—s =(K,-k,) X, + (K, —k,) DX, + ...... + (K, -k )X, = Z(Ki—ki)MXi

Pa figur 3.2 er S—s lig med det samlede afedé skraverede rektangler. (Vi betragter af tegne-
maeessige arsager en temmelig grov inddelingxaX Xs, X4, Xs, X6, X7, Xg, Xg, X190 af [ a;b]).

FS
dx,
-,
/4 \

[
\
|
\

| 1

} |

I l

i + l
a=Xx; X3 X3 \4

Fig. 3.2
Hvis vi pa figur 3.2 tilfgjer endnu et delepunkt ikeks. mellem xog % (se figur 3.3), sé er de
ovenfor bestemte summer s og S stadigveek underguwowessum for f. Dette ses af, at da
ke < f(x) <Kg forallex [ [xe;x7 ] sa geelder dette naturligvis ogsa for allg [xe;x’] og for

alle x 1 [x';x7].

I
|
-
AN
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Som antydet pa figur 3.3 ser vi imidlertid, at viddndet nye delepunkt eventuelt kan gare afstan-
den mellem mellem undersum og oversum mindre,ddetkraverede rektanglers areal er mindre
end arealet af det stgrre rektangel.

Vi ser saledes, at vi ved at tilfgje delepunkteeni given inddeling muligvis kan ggre S — s mindre
idet vi eventuelt har faet en mindre oversum ogtighgnen starre undersum.

Det bemaerkes, at nar vi sledes tilfgjer et (éikee) delepunkter til en given inddeling, sa siger
at vi foretager enidere-inddelingaf intervallet.

@velse 3.1.

a) Tegn grafen for funktionen: f(x) Zx x O [0;2]
Find den stgrst mulige undersum, en middelsum agmadst mulige oversum svarende til en
inddeling af intervalle[ 0;2] i 5 lige store delintervaller.

b) Foretag samme beregning med 10 lige store delateryog kommentér resultatet.

c) Gentage pkt. a) og b), idet vi i stedet for intdiale{ 0;2] ser pa intervalle[t— 1;3] v

Adskillelse af summer

Seetning 3.2.
Lad f veere en begraenset funktion defineret i etrvat [ a;b].

Da geelder, at enhver undersum for f er mindre eider oversum for f.

Dette kan ogsa udtrykkes saledes:
Hvis s er en vilkarligt valgt undersum for f seade til en given inddeling a{fa;b], og hvis S er

en vilkarligt valgt oversum for f svarende til emdan inddeling a1{ a;b], sageelder,at: s S

Beuvis:

Lad I, betegne inddelingen (dvs. maengden af delepumdt{aa);b] svarende til s, og lad tilsva-
rende betegne inddelingen[aaf;b] svarende til S. Hvis vi nu gradvist (ét eftertéfjer de dele-
punkter fra 4 til I, som ikke allerede er medsj 5& far vi inddelingen, O 1, af [ a;b].

Som omtalt ovenfor kan s stadigveek betragtesesoomdersum svarende til denne videreindde-
ling af I, ligesom S stadigveek kan betragtes som en awessarende til den tilsvarende videre-

inddeling af . P& denne made bliver s en undersum svardridddelingenl, 01, og S bliver
en oversum svarende til den sammadelingl, U 1,, hvormed vi ser, at sS. v

Definition 3.3.
Et givet fast tal T siges akille eller atadskillemaengden af undersummer og maengden af ovel
summer for en given begraenset funktion f definee¢interval [a;b], hvis der geelder falgende:

For enhver undersum s og enhver oversum S geeldeatdes< T< S

Nu er det pa ingen made givet, at der overhovedees$ et sadant tal T svarende til en given funk-
tion f, men dette sikres af falgende saetning:
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Seetning 3.4.
Hvis f er en begreenset funktion defineret i etrime[ a;b], sé findes der mindst ét tal T, som ad

skiller meaengden af undersummer og maengden af anensu for f.

Beuvis:

Lad s veere en vilkarlig valgt undersum for flag S vaere en vilkarligt valgt oversum for f.

Da geelder ifl. seetning 3.2, at<sS. Der er nu to muligheder: s=S og s<S.

Hvis s = S, sa saetter vi T = s = S. Dette tal T dl@skhaengden af undersummer og meengden af
oversummer for f. For hvis vi f.eks. antager, atfiteles en undersum s* som er starre end T, sa vil
s* ogsa veere stgrre end S, og dermed har vi errsundeder er stgrre end en oversum, hvilket er i
strid med seetning 3.2.

Hvis s < S, sa betragtes midtpunktet q af inteeta{lls;S]. Der er nu tre muligheder:

1) Der findes en oversum,Ssom er mindre end q, og vi betragter da summeo® S

2) Der findes en undersum, som er stgrre end g, og vi betragter da sumnsgog S.

3) Huvis hverken a) eller b) er opfyldt, seetter vi T,7og vi da feerdige, idet alle oversummer er
stgrre end eller lig med q og alle undersummeriadra end eller lig med q.

Hvis pkt. 3 ikke indtraf, anvender vi de to fundnenmer (s og ller s og S) og begynder argu-
mentet forfra (hvor S nu enr 8ller hvor s nu erk

Pa denne made far vi entamdersum = oversum” (dvs. s = S) eller pkt. giytdt pa et eller andet
tidspunkt — og vi er da som omtalt faerdige — edigsa far vi en reekke intervaller af typéB;S],

som ligger indeni hinanden, og hvor bredden afi@rval hgjst er halvt sa stor som bredden af det
foregaende interval, dvs. vi far en sakaldt ruslge intervalsammensnaevringsaksiomet (se ap-
pendix 7) fastleegger denne ruse preecis ét tal vsoihkalde T.

Vi skal nu blot argumentere for, at dette tal T ¢y det gnskede, dvs. at alle undersummer for f
er mindre end eller lig med T og at alle oversumfoef er stgrre end eller lig med T.

Lad os farst se pa undersummerne.

Der anvendes et indirekte bevis, sa vi antageteafindes en undersum s*, sa s* > T, og skulle sa
gerne fa en modstrid frem.

Seete = s* — T . Da leengderne af intervallerne i dendmgirde ruse gar mod 0, idet de mindst hal-
veres i hvert skridt, vil der findes et inter\[z;]1 S, ] i rusen (det interval, der fremkommer efter n

skridt, hvor n er tilstreekkelig stor), hvorom deelgler, at $— s <€

v

DaTO [sn ;Sn] ser vi, at < s*, hvormed vi har fundet en oversum for f, senrmindre end en
undersum for f, og dette er i strid med saetning 3.2

Antagelsen om, at der findes en undersum s*, sostwere end T, kan altsa ikke veere opfyldt,
hvormed vi ser, at alle undersummer er mindre dedleg med T.
Beviset for oversummer forlgber tilsvarende og @ades til lseseren.»
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Ifalge seetning 3.4 findes der altsd minélstal, som adskiller undersummerne og oversumeniem
en begraenset funktion f defineret i et inter[\ﬁajb]. Men spgrgsmalet er ogsa, om der findes mere
end ét tal, der adskiller under- og oversummer ?!

Eksempel 3.5.
Lad funktionen f veere givet ved:

0 narx errational
f(x) = L
1 narx erirrational

Om denne funktion geelder, at uanset hvilken inddedf intervallet[ 1;2] vi betragter, sa vil samt-
lige delintervaller indeholde bade rationale ogtionale tal (se appendix 7), og dermed vil det for
alle oversummer S og alle undersummer s geeldexdt &y s< 0.

Vi ser dermed, at alle tal T mellem 0 og 1 adskitteengden af undersummer og maengden af over-
summer, dvs. der er uendeligt mange tal med degereskab.v

x O [1;2]

Sa svaret pa det rejste spargsmal er ifalge ekdéripat der kan vaere mange tal, der adskiller
under- og oversummer for en given funktion. | dggénde far vi brug den neeste saetning:

Seetning 3.6.
Lad f veere en begraenset funktion defineret i etrvat [ a;b].

Da er fglgende to udsagn ensbetydende:
1) Der findes netop ét tal T, der adskiller undersunma@rg oversummerne for f
2) For ethvere > 0 findes en oversum S og en undersum s f&§ss <

Beuvis:

Vi gennemfgrer beviset ved farst at vise, at uddggnedfarer udsagn 2) (dvs.=2) 2)), og deref-
ter at udsagn 2) medfgrer udsagn 1) (dvs>2))).

1) = 2): Her forudsaetter vi altsd, at der findes netopléf t som adskiller undersummer og over-
summer. Lade > 0 vaere vilkarligt valgt. Vi skal nu vise, ardimdes en undersum s og en over-
sum S, sd S - s&

Betragt tallet T 4€/2 (lseseren opfordres til at tegne en tallinie). TDae/2 > T, adskiller tallet

T +¢/2 ikkeunder- og oversummerne. Der ma derfor findes ensovn S, som er mindre end
T+€/2, dvs. S<T €/2. P4samme made ses, at der ma findes en untersa s > T &2.

Men heraf sesi alt, at S — €<

2) = 1): Her forudseetter vi, at der for ethvert O findes en oversum S og en undersum s faér f, s
S — s <, og vi skal vise, at der findes netop ét tal T, at#skiller undersummerne og oversummer-
ne for f. Ifglge saetning 3.4 findes der mindstddant tal T. Sa vi skal bevise, at der ikke findes
mere end ét tal T, som adskiller. Dette gares véadéaekte bevis.

Vi antager derfor, at der findes to forskelligeTalog T,, som adskiller, og da de to tal er forskelli-
ge, ma det ene vaere mindre end det andet. Vi taeskeat T < T,. Vi saetter nig* = T, — Ty.

Ifalge forudseetningerne findes der en undersumenagversum S, sa S — €%,

Da alle oversummer er stgrre end eller lig mgdhar vi specielt, at S T,, og da alle undersummer
er mindre end eller lig med;,Thar vi specielt, ats T;. Dette giver os: S —sT, — T; = €*, hvilket
strider imod, at S — s &

Hermed er saetningen bevis.
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Integrabilitet

Vi starter med at bevise fglgende saetning:

Seetning 3.7.
Lad f veere en begraenset funktion defineret i etrvat [ a;b].

Hvis der findes netop ét tal T, som adskiller undemsmierne og oversummerne for f, sa vil middel-
summerne gifor f ga imod T, nar inddelingens finhed IF garchty dvs.
m, - T for IF - 0O

Dette kan mere praecist og formelt formuleres pgeizdie made:
Hvis der findes netop ét tal T, som adskiller undemmierne og oversummerne for f, sa gaelder der:

For ethvert tab> 0 findes der en middelsumsfor f, sa|m, - T|<e

Bevis:
Inddelingen finhed er som omtalt s. 38 leengdereafadngste delinterval i den betragtede indde-
ling. Og vi skal altsa vise, at for ethvert 0 er det muligt at finde en middelsung for f svarende

til en tilstreekkelig fin inddeling af a;b], sa der geelder, &, - T| <e.

Lad e > 0 veere vilkarligt valgt. Ifalge forudsaetningem,aat der findes netop ét tal T, der adskiller
undersummer og oversummer, giver saetning 3.6 akrdindes en undersum s og en oversum S,
sa S — s <. Lad L betegne inddelingen (dvs. maengden af delepurﬂxrt{se);b] svarende til s, og

lad | tilsvarende betegne inddelingen[af,b] svarende til S, og laddweere en vilkarlig middel-
sum svarende til videreinddelingénl |,. Da geelder der (overvej !), at<sns< S.

Da vi samtidig har, ats T < S, ser vi i alt, ath—T| < S-s < g, hvor numerisktegnet er ngd-
vendigt, idet vi ikke ved om grer starre eller mindre end T. Hermed er det gnskedest. v

Pa baggrund af det ovenstaende kan vi nu giveridigeefinition.

Definition 3.8.
En funktion f, der er defineret og begraenset imn'ml[a;b], siges at veenategrabel [a;b],
hvis der findes netop ét tal T, som adskiller undiensmierne og oversummerne for f.

Tallet T kaldes det bestemte integrale af f og skrive = I :f (x)dx

Pa baggrund af definition 3.8, seetning 3.6 og s@tBi7 kan vi nu anfgre fglgende (overvej !):
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Seetning 3.9.
Lad f veere en begreenset funktion defineret i etrvai[a;b]. Da geelder:

a) Falgende to udsagn er ensbetydende:
1) fer integrabel i[ a;b]
2) For ethvert > 0 findes en oversum S og en undersum s far§ss <

b) Huvis f er integrabel i[ a;b], sa vil middelsummernedfor f ga mod integralet af f, nar indde-
lingens finhed IF gar mod 0, dvs.

m j:f(x)dx for IF= 0

b
dvs.: For ethvert tad > 0 findes der en middelsumsffor f , sajmg —J'af (x)dx <e€

Eksempel 3.10.
Lad f(x) =k, xO [a;b], veere en konstant funktion. Da tallet k(b — @ddver en undersum og en

oversum for f (svarende til den inddeling H;b], som kun har to "delepunkter” a og b), og da
k(b — a) samtidig er den eneste mulige middelswer{@j dette), ser vi, at f er integrabeﬂ a;b],
og at

[Tkax = k(b -a). v

Hvis vi ser pa funktionen f omtalt i eksempel 3&,er der mere end ét tal, der adskiller undersum-
merne og oversummerne for f, hvorfor f ikke eegrabel.

Men som vi skal se, er det lidt af en matematisédsgmdighed, at der overhovedet findes funktio-
ner, som ikke er integrable. De fleste af de begesh® funktioner, vi betragter, iategrable.

Nar vi ud fra definition 3.8 og seaetning 3.9 a) skiak, at en given forelagt funktion er integralsal,
skal vi enten vise, at der netop findes ét tal, sdskiller undersummerne og oversummerne for
funktionen, eller at der for ethvert nok sa liNgkarligt valgt € > 0 gaelder, at der findes en under-
sum s og en oversum S, sa S —es Bet sidste er ofte det nemmeste at ga til. Sosemkel herpa
vil vi bevise fglgende seaetning:

Seetning 3.11.
Lad f veere en begraenset funktion defineret i etrvat [ a;b].

Hvis f er monoton, sa er f integrabel.

Bevis:
Vi farer beviset for en voksende funktion. Bevieten aftagende funktion er helt tilsvarende.

Lad x, X2, X3, ..., %, Xn+1, VEEre en inddeling aﬁa;b]. (Se figur 3.5, hvor n = 7). Daf er voksen-
de, kan vi veelge k’er og K’erne i hhv. undersunoegrsum, saledes at

kl = f(Xl)

ko= Ki = f(xo)
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k= Ko = f(x0)
ko= Knx = (%)
Kn = f(Xh+1)

/ iZR
|
7/
2N
\
| I |
77 L e fla)
I F%i
N iéi
I [ ' {
| i I | o
| T: Pyl !
i b by
a:f, _\l'z.;f3 ?IC.; ,‘I~’5 ?‘55 X ;S;b
Fig. 3.5

S —s er lig med det samlede areal af de skragesddangler. Og hvis vi stabler disse rektangler
ovenpa hinanden (se figuren), sa ser vi, at Sr-+srere end eller lig med({(b) — f(a)), hvor p er
leengden af det starste delinterval, dvs. p er iligiens finhed.

Ved at gare p tilstreekkelig lille kan vi fa gjort-Ss sa lille, som vi gnsker. Dette indses saledes:

Hvis € > 0 er en vilkarligt givet (underforstaet lillepgitiv vaerdi, sa seetter vi p:s—
2(f(b) -1 (@)
Hvis vi nu veelger en inddeling med finheden p, aAdgr der om den ovenfor beskrevne undersum
S og oversum S, at:
€ €
S-s< b)-f(a)) = ———Uf(b)-f@)) = = < ¢

plf(b) — f(a)) Z(f(b)_f(a))Eﬂ (b) - f @) >
dvs.S-s <.
Hermed er saetningen bevisy.

Pvelse 3.12.
Giv en begrundelse for, at funktionen f(x)% x O [0;1] , er integrabel.
Ggre rede for, at hvis vi inddeIeErO;l] i n lige store delintervaller, sa er
0P+ +22+F+ 4+, +(n-D)?
s= 3
en undersum for f svarende til betragtede inddeligg
P+22+F+4°+.....
S= 5
n
er en oversum for f svarende til den betragteddahalg.
Kontrollér for n lig med 2, 3, 4, 5 og 6, at derldee falgende formel:

P+22+F+....+n° = I1Mn+)[n+2)
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Formlen geelder for alle heltallige veerdier af nijket kan vises ved et sakaldt induktionsbeuvis.
Men vi vil ikke komme yderligere ind pa dette hér.

Vis v.hj.a. den betragtede formel, at SLEél—ij [éz—ij ogat S -1 [€1+£j [€2+1j
6 n n 6 n n

Lad n ga mod uendelig (dvs. lad inddelingens finfj&adnod 0), og bestem derveﬁgxzdx v

Eksempel 3.13.
Vi betragter en funktion f, som er integrab{ahi;b]. Vi eendrer nu denne funktion i ét enkelt punkt
Xo 09 kalder den derved fremkomne funktion g, dvs.

) = q , harx =x,
9 = f(x), narx #x,

hvor g# f(xo). (Se figur 3.6 a)).
Vi vil nu argumentere for, at funktionen g er inaigel i[ a;b] og at: j:g(x)dx = j:f (x)dx
a} Ir b) &

P N T
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Fig. 3.6

Den eneste forskel pA summerne for f og for g &xdethvis starrelse svarer til det skraveredelarea
pa figur 3.6 b). Og nar inddelingens finhed gar Mpda bliver denne forskel forsvindende lille,
hvormed det gnskede indses.

Vi bemeerker, at hvis to funktioner er ens borteei £t endeligt antal punkter, og hvis den ene
funktion er integrabel, s& er den anden funktiosadgtegrabel, og de to integraler er ens. For ifal
ge det ovenstaende resultat kan vi blot 2endre mefuaktion til den anden punkt for punkt.

Af dette fa vi specielt, at en integrabel funktiarsrdier i endepunkterne af et integrationsinterval
er uden betydning for integralets veerdi.

Funktionerne f og £, pa nedenstaende figur 3.7 har sdledes sammedahfexa til b.

b
!
| 1 | |
: | : T\_/
I L .
a b | a b
a) | b)
Fig. 3.7
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Vi er nu klar til at vise en af de afggrende sagfein

Seetning 3.14.
Hvis f er en kontinuert funktion definerefia;b], s& er f integrabel[ia;b]

Beuvis:
Da f er kontinuert i et lukket, begreenset inter[\mlb], antager f s&vel et maksimum som et mini-
mum i[a;b]. Hermed ser vi, at f er en begreenset funktion.

Vi vil nu benytte saetning 3.9 a) til at bevisef at integrabel.
Lad derfore > 0 veere vilkarligt valgt. Vi skal da vise, at diexdes en undersum s og en oversum S
forfi [a;b],s&S-s <.
Lad Xq, X2, X3, ..., %, Xn+1 Vaere en vilkarlig inddeling afa;b]. Da f er kontinuert i hvert af inter-
vaIIerne[xi ;xi+1], kan vi seettek; = minf(x) og K, = maxf(x) (Se figur 3.8)

XC[X; X ] XO[X; X4
&
K]
Ko i

>

e

+.

v

PR A

Fig. 3.8
Summerne:

s=Y ki [AX, = Kk [AX, + K, DX, + ...... + k, [Ax
i=1

S=> K/ AX = K X, + K, DX, + ...... + K, DX
i=1

bliver da hhv. en undersum og en oversum for feavde til den givne inddeling.

Hvis det for alleindeks i (dvs. for_alI(ﬁielintervaller[xi ;xi+1]) geelder, aK; —k; <ﬁ, sa kaldes
inddelingen for er-uniform inddeling a1{ a;b]. (Ordet uniform betyder ensartet. Det bruges f.eks
ogsa i forbindelse med "uniform kontinuitet”. Vilvikke komme yderligere ind p4. Men den inte-
resserede laeser kan finde mere om det i littenafua vi skal omtale begrebet "eruniform ind-
deling” adskillige gange i det fglgende, indfgrefalgende korte benaevnelse: EUL.

Hvis der findes en EUI, s& har vi:
n n € IS n €
S-s=>» (K. —-k)[Ax, < ——[\x; = —[) Ax, = ——[b-a) = ¢
gi( —ki) X g)lb_a = e ——b-a)
dvs. hvis vi har en EUI e{fa;b], sa opfylder den angivne undersum s og oversua S,— s <,
hvor med det gnskede er bevist.
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Vi skal altsa vise, at for det givne (men vilkarhiglgte)e findes der en EUI a{ a;b] I
Dette gar vi ved at fare et indirekte bevis. Argutet forlaber saledes:

Antag derfor, at der ikkéndes en EUI af a;b]. Heraf far vi, at der enten ikke findes en EUI af
venstre halvdel eller af hgjre halvdel af interea(idet hvis der er en EUI for hver af de to halvde
le, s& er der ogsa en EUI af hele intervallet). dadleks. teenke os, at der ikke findes en EUI af
hgjre halvdel af intervallet. Hvis vi indskreenkertd at se pa dette interval, s kan det igensdiele
to halvdele, hvorom der gaelder, at mindst en af ks har en EUI. Saledes kan vi fortsaette,
hvormed vi far en interval-ruse (se appendix 7qrtdet om hvert interval i rusen geelder, at der
ikke eksisterer en EUI af intervallet. En saddan hestemmer netop ét punkt, som vi vil kalde x
Da f er kontinuert {a;b], er f specielt kontinuert ixx Ifglge definitionen pa kontinuitet i et punkt
far vi, at der findes en omegu(x,) (dvs. et symmetrisk interval) omkring,hvorom der geelder:
€

x 0 w(xo) = [f(x)=f(x,)| < 203
Da leengden af intervallerne i rusen gar mod Odligise intervaller fra et eller andet skridt (lad os
kalde det n), veere en delmaengdesgd,).

€
2(b-a)

Vi ser hermed, at det om intervallgtgeelder, at: X1 1, = [f () = (x,)| <

Heraf far vi (overvej !), at:

. . € € €
maxf (Xx) — minf (x) = maxf (x)— f(x,) + f(Xo) — minf(x) < + = ,
xDIn( ) xDln( ) xDIn( ) ( O) ( O) xIZIIn( ) 2(b_a) 2(b—a) b-a

hvormed vi ser, at der findes en EUI afdestaende af blot to punktey'§lendepunkter).
Men hermed har vi opnaet en modstrid. For ifglgagelsen og den heraf falgende konstruktion af
rusen har ingen intervaller i rusen en EUI. Antagjelsm, at[ a;b] ikke har en EUI kan altsa ikke

holde, hvormed vi ser, at der findes en EU[ afb]. Hermed er seetningen bevise.

Vi ved nu, at monotone funktioner er integrable apgontinuerte funktioner er integrable.

Det er imidlertid ikke alle funktioner, som er kanterte eller monotone. Men praktisk talt alle de
funktioner, vi mgder, estykkevis kontinuerteg/ellerstykkevis monotonevs. deres definitions-
maengder kan inddeles i et endeligt antal delintlevgeller evt. endepunkter), hvori funktionen er
kontinuert, eller hvori funktionen er enten voksenaftagende eller konstant (se figur 1.3).

For at vise, at en stykkevis kontinuert eller grklsevis monoton funktion er integrabel, ma vi have
en saetning som siger, at hvis en funktion er iategiri de (endeligt mange) delintervaller, som
udgear intervallel[ a;b] , sa er funktionen ogsa integrabéla’;b] :

Falgende saetning, som kaldes indskudsseetningesr,ag\det gnskede:

Seetning 3.15(Indskudssaetningen)

Lad f veere en begraenset funktion definefet;b |, og ladc ] a;b| veere vilkarligt valgt.
Der geelder da fglgende:

Hvis f er integrabel i[a;c] 0g i [c;b], saer f integrabel[ia;b], 0g omvendt.

Og i bekraeftende fald har vi:jZf(x)dx = [oodx + jcbf(x)dx
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Bevis:
Antag farst, at f er integrabe['a;b], og lade veere et vilkarligt valgt lille positivt tal. Ifakysaet-
ning 3.9 a) har vi, at der findes en undersum $ é@ en oversum S for f svarende til en tilstraekke
lig fin inddeling af[a;b], séledes at: S — se<
Hvis c ikke er et delepunkt i denne inddeling, kariglge side 62-63 blot tilfgje ¢ som delepunkt
(lave en videre-inddeling). Herved er s og S steatig hhv. undersum og oversum for f.
Vi kan herefter skrive:

S=8+S% 09 s =its9
hvor S er den del af S, som stammer [‘raa;c], og hvor S er den del af S, som stammer [‘rrab]
— 0g tilsvarende med 89 S.
Herved bliver sog $ undersummer for f i hh\,{.a;c] 0g [c;b], 0g S og S bliver de tilsvarende
oversummer for f.
DaS-5>2009g%-920,da S-s=(5S)-(5+9) = (§-9)+(S-9) ogdaS-s¢s
servi,at. $—s<€0g S—9<e&.
Vi har séledes til et vilkarligt valgt > 0 fundet en undersum sg en oversum;Sor f i [a;c], sa
S;— s < ¢ . Ifglge seetning 3.9 a) er f derfor integrabbhic].

Tilsvarende ses, at f er integrabe{alci;b].

Antag nu omvendt, at f er integrabe[lei;c] og i [c;b], og lade > 0 veere vilkarligt valgt.

Da %e >0,0gdafer integrabel[ia;c], har vi ifglge seetning 3.9 a), at der findes etlensum g
og en oversum Jor f svarende til en tilstreekkelig fin inddeliad [ a;c], séledes at 1S-§ < 3¢.
P4 tilsvarende made bestemmesg$S fra[c;b], s& $ - < l¢.

Hvis vi nu seetter S =18 S og s=s+ S, saer S en oversum for f og s en undersumsoaf
rende til en inddeling a{fa;b], og desuden geelder der, at:

S-s=($+9-(8+92) = (§-D+(S-9) < 3 +3& =¢
dvs. S—-s <.
Ifglge seetning 3.9 a) har vi hermed indset, atifimgrabel i[a;b]

Hermed er farste del af seetningen beuvist.
Antag nu, at f er integrabe[ia;b] - og dermed ogsé[ia;c] 0g [c;b].

Hvis ms; 0g my; er middelsummer for f i hh\{.a;c] 0g [c;b], s& erm; = my; + ms; en middelsum
for fi [a;b].

Da middelsummerne ¢ngar imodj;f (x)dx , nar inddelingens finhed gar mod 0, og tilsande
middelsummerne gagar imodjcbf (x)dx, nar inddelingens finhed gar mod 0, sa vidldelsum-
merne af formemn_ g& modj:f (x)dx + jcbf (x)dx.

Da vi desuden ved om alteiddelsummerne gior f i [a;b], at de gar imoc{:f (x)dx, nar indde-

lingens finhed gar mod 0, s& ma vi have, ﬁff (x)dx = L:f (x)dx + jcbf(x)dx.

Hermed er saetningen bevis.
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V.hj.a. indskudssaetningen vil vi nu udvide integegjrebet til ogsa at omfatfeabf (x)dx, nar a> b.

Idet vi gnsker, at indskudssaetningen skal geeldej sed at lade a = ¢, at:
b a b
ja f(x)dx = ja f (x)dx + ja f (x)dx.

Dette giver os, at vi ma saettﬁaf (x)dx = 0.
b
Da vi ligeledes vil have, a[fa f(x)dx + j baf(x)dx = jaaf(x)dx (= 0) skal gaelde, vi m& saette:

b a
ja f(x)dx = —jb f (X)dx..
Vi anfarer derfor fglgende definition:

Definition 3.16.
Lad f veere en integrabel funktion. Vi seetter fj§n‘ (x)dx =0 og jabf(x)dx = —j baf(x)dx

Dvelse 3.17.
Gor v.hj.a. definition 3.16 og saetning 3.15 rede db jabf(x)dx = jacf(x)dx + jcbf(x)dx geel-

der for alle mulige placeringer af a, b og c i fadhtil hinanden (f.eks. c < b <aeller a < b <0g)
ikke kun for a < ¢ < b som i seetning 3.1%.

Indtil nu har vi fundet en masse resultater omgrdabilitet, men selve udregning af integralerne
(altsa bestemmelse af den vaerdi, der adskillerrgeoversummer), har ikke vaeret meget omtalt,
og bestemmelsen af veerdien er da foregaet medl desleer (jfr. eksempel 3.10 og @velse 3.12).
Dette problem afhjeelpes i de fleste tilfeelde afiémide saetning — evt. i kombination med eksempel
3.13 og seetning 3.15.

Seetning 3.18.
Hvis f er integrabel i intervalle[ta;b], og hvis f har en stamfunktion F i dette intergal,gaelder

der, at

j:f (x)dx = F(b) — F(a)

Bevis:
Lad %, Xo, Xa, .., %, Xns1 Vere en vilkarlig inddeling afa;b]. Vi har da, (idet a =xog b = ¥..),
at
F(b) - F(a) = F(xa) — F(x)
F@s) — FO%) + FO0) — F(a)
hvor vi har trukket F(}) fra og lagt det til igen.
Hvis vi gar tilsvarende med ledderf&(x,,_;), F(X,,_5) --....,F(X,) , sa far vi:

F(0) = F(@) = (F(Xqu) ~F(Xn)) + (F(Xn) =F(Xn)) + (F(Xn1) = F(Xp2)) o (F(X) = F(X4))
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DaFer differentiabel[ia;b] og dermed i alle delintervallerne, far vi ifglgéferentialregningens
middelveerdiseetning, at der i hvert interv]ati ;xi+1[ findes et talit, saledes at
F(Xi.) —F(x;) = F(t) Mxq —x;) = f(;) [AX,
hvor vi har brugt, at '~ f.
Heraf ser vi, at
F(b) - F@@) = f(t,) X, +f(t ) DX, +.....+f(t) [AX,
dvs. F(b) — F(a) er lig med en middelsum for frewae til den givne inddeling a{fa;b].

For hver inddeling ai{ a;b] vil vi saledes fa, at F(b) — F(a) er lig med emld&lsum for f. Da vi
ved, at middelsummerne for f gar imod et entydigtbmt tal, nar inddelingens finhed gar mod 0,

. ° 0 b .
ser vi, at dette tal ma veere F(b) — F(a). Da gkoged, at tallet ej:af(x)dx, har vi hermed, at

j:f (x)dx = F(b) - F(a)

Hermed er saetningen bevist.

Vi har nu pa baggrund af den teoretiske tilgangd#temte integraler via summer og integrabilitet
etableret en saetning, som stemmer overens medtaefih.5.3 fra den mere pragmatisk orientere-
de tilgang til emnet i kapitel 1. Det betyder, b aaetninger og regler i afsnit 1.5, 1.6 og 1oms
ikke omhandler arealer, ogsa geelder for det i khpitefinerede integralbegreb. Om de indgaende
funktioner skal blot anfares den "tilleegsforudsasgiyj at de er integrable.

Leesere, der gnsker at se eksempler pa udregnbegtimte integraler, henvises derfor til kapitel 1.

Som det fremgar af saetning 3.18, vil det veereatdktinne arbejde med integrable funktioner, der
har en stamfunktion. Vi har allerede bevist, akentinuert funktion er integrabel (se saetning 3.14)
Vi vil derfor nu bevise, at en kontinuert funktibar en stamfunktion (jfr. seetning 1.5.2):

Seetning 3.19.
Lad f veere en kontinuert funktion defineret irgerval |, og lad dJ | veere et vilkarligt valgt tal.

Hvis vi for alle x[O | seetter
X
F(x) = f(t) dt
0 =] f®

sa er funktionen F en stamfunktion til fi I.

Der geelder altsa, at

» F(X) = f(x) for alle indre punkter x i I,

« hvis a er et venstre endepunkt for I, som er meda erF. (@) = f(a), og
« hvis b er et hgjre endepunkt for I, som er medsélerF (b) = f (b).

Bevis:

F(x) er defineret for alle X1 I, idet f er kontinuert og dermed integrabel emvallet[q;x] eller[x;q]

Ifalge definitionen pa differentiabilitet skal vorf et vilkarligt % O | undersgge differenskvotienten

F(x) - F(xo)
X =Xp

Ifglge indskudssaetningen for integraler har vi:

for x gaende modyxevt. fra hgjre eller venstre i et intervalenddgumeller b).
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F(x) - F(X,) = jqxf(t)dt— jqx"f(t)dt = jqxf(t)dt+ jjof(t)dt = jxxof(t)dt

Antag farst, at x > x
Da f er kontinuert i det lukkede, begraensede imldrs;x] , antager f bade et maximuny &g et

minimum k; i [x;x]. Vi seetter altsak, = minf(t) og K, = maxf(t).
tI][x0 x] tI][xo;x]

Vi far da: Ky, X -X,) < jx f(t)dt < K, [X —X,)

Overvej dette, f.eks. ved under- og oversumsbetiaggr, bade nar f antager positive og negative
funktionsveerdier !!.
Ifalge det ovenstaende har vi sdledes, at:
kx HX _Xo) < F(X) - F(Xo) < Kx HX _Xo)

og ved division med x —{som er positiv), far vi:  k, < FO) = Fxo) < Ky

X=Xgq
Antag dernaest, at X X
Da f er kontinuert i det lukkede, begraensede iald®y x,] , antager f bade et maximuny &g et
minimum k; i [x; Xo]. Vi seetter altsak, = minf(t) og K, = maxf (t).

tD[x;xO] tOX: Xo

Vi far da (overvej !): Ky [X, —X) < j:°f(t)dt < Ky Xy —X)

dvs. Ky [(X, —X) < F(xy)—F(X) < K, X, —X)

F(Xo) —F(x)
Xo — X

F(x) — F(Xo)
X=Xg

Vi ser dermed, at denne dobbeltulighed bade gafddear< x, og x > %

Hvis vi nu lader x ga modyXevt. fra hgjre eller venstre, hvis er et endepunkt for 1), s& giver kon-

F(x) — F(Xo)
X

og ved division medo x (som er positiv), far vik, < < Ky.

Ved at forlaenge brgken med -1 far vi endekig: < < Ky.

tinuiteten af f, at badedog Ky gar mod f(x). Men da

F(x) — F(X,)

at ogsa— gar mod f(x) for x gaende modx
0

Vi far derfor, at F er differentiabel g at F(Xo) = f(Xo).
(Hvis X, er et venstre intervalendepunkt, som er medarlyif F.(Xo) = f(Xo). Og tilsvarende med et
hgjre intervalendepunkt). Hermed er seetningenshawi

ligger imellem k og K, ser vi,
Ao

Ifglge saetning 3.18 kan vi udregne bestemte intexgralot vi kender en stamfunktion, og ifglge
saetning 3.19 har en kontinuert funktion en stamtionk Sa alt skulle veere i den skanneste orden.
Vi har for en raekke standardfunktioner fundet d¢itegarende stamfunktioner (se omslaget pa
bogen), og vi har en reekke regneregler til at fisidenfunktioner for andre mere komplekse funkti-
oner, men det er alligevel langtfra givet, at vidakan findeet funktionsudtrykor en stamfunktion

til en given kontinuert funktion, selvom vi ifglgeetning 3.19 ved, at stamfunktionen eksisterer
Prav f.eks. at finde en stamfunktioner til funkeone f og g givet ved:

100= 5, 0g 9(x) =sinG)
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Arealbegrebet i planen.

Arealbegrebet bygger pa nogle grundlaeggende aksjalve udsagn/seetninger, hvis indhold der er
generel enighed om fornuften og korrektheden alaBde aksiomer bevises derfor ikke, men op-
skrives som gyldige forudseaetninger for det gvrigeegle med emnet. Desuden skal der anfgres
nogle definitioner til fastleeggelse af de begrebearbejder med.

(Det skal bemeerkes, at der er dygtige matematikera,igennem tiden har arbejdet pa at bringe
antallet af aksiomer for den matematiske teori pgét minimum, saledes at man ud fra dette mi-
nimum pa snedig vis kan argumentere for (beviseagd, der tidligere var opfattet som aksiomer.
Dette ligger imidlertid langt udenfor rammerne ahde bog).

Aksiom 1: Den tomme maengde @ har et areal af starrelsersOAGd) = O.

Aksiom 2: Et rektangel har et areal, som er givet ved rek&smdpengde () gange dets bredde (b),
dvs. A(rektangel) £b

Aksiom 3: Diagonalen i et rektangel deler rektanglet i ¢ Istore retvinklede trekanter, som hver
har et areal, der er halvt sétstom arealet af rektanglet, dvs.

A(retvinklet trekant) = [ b

Aksiom 4: Et liniestykke har et areal af stagrrelsen 0, dvéinistykke) = 0.
Aksiom 5: Hvis en punktmaengde M har et areal, sa geelder(Mj A 0.

Aksiom 6: Hvis to punktmaengder Mog M, hver for sig har et areal, og h\W& og M, er parvis
disjunkte (evt. bortset fra edlésekant bestaende af et endeligt antal liniestykksa
har punktmeaengdéhy L1 M, et areal, og der geelder, at:

AMOM,) = A(My) + A(My).

Definition 3.20.

a) Ved engenerel polygorgse figur 3.9) forstar vi et sammenhaengende, kfiylbbegraenset omra
de i planen, der afgreenses af et endeligt aniakliykker, som ikke skeerer hinanden.

b) Denne tomme maengde @ regnes af praktiske grundmfpolygon.

c) Ved enpolygonomradéSe figur 3.10) forstar vi foreningsmaengden afreteligt antal generel
le polygoner, der er parvis disjunkte (evt. borfseten feelles kant bestdende af et endeligt antal
liniestykker)

= =

Fig. 3.9
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Som det fremgar af figur 3.9 b) méa der gerne vaehggonformede "huller” i figuren (heraf navnet
generel polygon), men almindeligvis teenker vi paratade som vist pa figur 3.9 a).

Et polygonomrade kan f.eks. se saledes ud:

% Fig. 3.10
@velse 3.21.

Vis ud fra de ovenstadende aksiomer, at en vilkdrdigant har et areal, og at arealet kan udregnes
som1[gh, hvor g er leengden af grundlinien og h er leengdddmwjden. v

Seetning 3.22.
Ethvert polygonomrade har et areal, idet polygonaletr&an inddeles i et endeligt antal trekante

Arealet af polygonomradet er summen af arealerndise trekanter.

-

Bevis:

Da et polygonomrade bestar af endeligt mange gim@aygoner, er det nok at se pa én generel
polygon. Da denne ifglge sin definition er sammemipeade, aflukket og afgreenset af et endeligt
antal liniestykker, som ikke skaerer hinanden, kam g naturlig made opdeles i trekanter som vist
pa figur 3.11. (Et stringent, generelt bevis formepastand er relativt besveerligt, og vil blive-ude
ladt her).

Fig. 3.11

Ifglge aksiom 6 og gvelse 3.21 ser vi nu, at sagémrer bevist.y
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Definition 3.23.
a) Et polygonomrade;RBiges at vaere @tdre polygonomradéor en given punktmaengde M, hvis

POM

b) Et polygonomrade Jsiges at veere gtre polygonomradéor en given punktmaengde M, hvis
M OP,
y

Fig. 3.12 Fig. 3.13

Bemeerk, at

i definition 3.20 c) kan et polygonomrade godt Besftkun én polygon !

« davi har defineret den tamme maengde til at vaepobgon, sa har alle punktmaengder M et
indre polygonomrade.

« en forudseetning for, at en punktmaengde M har &t gdtygonomrade er, at M er begreenset i
sin udstraekning, idet dette gaelder om ethvert mpoiggrade.

« nar vi har valgt at arbejde med et polygonomradg ikke bare en polygon —, sa skyldes det
gnsket om at kunne tage hgjde for punktmaengdedsonpa figur 3.13 viste.

Det er klart, at hvisRer etindre polygonomradéor en given punktmaengde M, og hvise? et

ydre polygonomradéor M, sa geelder der, at A& A(P,).

Pa samme made som ved seetning 3.4 kan vi arguradateat der for en givet punktmaengde M
findes mindst ét tal A, som adskiller maengden aélar af indre polygonomrader og meengden af
arealer af ydre polygonomrader for M.

Vi giver nu fglgende definition:

Definition 3.24.
En begraenset punktmaengde M siges at have et aresadidn for ethvert > 0 findes et indre poly-
gonomrade Pog et ydre polygonomradg for M, sa A(R) — A(R) <e.

@velse 3.25.
Argumenter for, at punktmaengden M under grafer faa eksempel 3.5 ikke har et areal.

Efter preecis samme princip som i beviset for seetBifikan falgende saetning 3.26 bevises:
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Seetning 3.26.
Lad M veere en begraenset punktmaengde i planenr f@&yende to udsagn ensbetydende:

1) Der findes netop ét tal A, der adskiller meengdearaéler af indre polygonomrader og maeng-
den af arealer af ydre polygonomrader for M.

2) For ethvert > 0 findes et indre polygonomradedg et ydre polygonomradg fr M, sa
A(Py) — A(P) <&.

Pa baggrund af seetning 3.26 og definition 3.24gyaralelig falgende definition:

Definition 3.27.

Hvis en punktmaengde M har et areal, sa saettesamaatiarealet af M , dvs. A(M), lig med veerdi-
en af det tal, der adskiller maengden af arealardsé polygonomrader og maengden af arealer af
ydre polygonomrader for M.

Vi vil nu anvende dette arealbegreb i forbindelsglmpunktmaengder under, over eller imellem gra-
fer for funktioner.

Seetning 3.28.
Lad f veere en positiv, integrabel funktion defirtériatervallet[a;b]. Da geelder, at

a) punktmeengden M %(x,y)| asx<bOO<sy<f (x)} har et areal
b) arealet A(M) er givet ved: A(M) :j:f (x)dx

Beuvis:

Ad a): At f er positiv betyder ifglge definition 1.1.3;,féx) = 0 for alle x[1 [ a;b]. Punktmaengden
M er derfor veldefineret (se nedenstaende figu4 B))

Ifalge definition 3.24 skal vi vise, at der for eéinte > O findes et indre polygonomradedg et
ydre polygonomrade,For M, sa A(R) — A(P) <e.

Lad derfore > 0 veere vilkarligt valgt, og herefter fastholdt.
At f er integrabel betyder ifglge saetning 3.9 ajjex for ethvert > 0 findes en undersum s og en
oversum S for f{ a;b], s& S-s .

T &
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Da f er positiv kan vi sikre, at alle led i undersuen s er ikke-negative (overvej, se figur 3.14 a))
og afstanden mellem S og s bliver kun mindre heraf.

Da oversummen S og undersummen s hermed er aaélet. et ydre polygonomrade og et indre
polygonomrade for M (se figur 3.14 a)), er fomded af saetningen hermed bevist.

Ad b): Hvis s er en undersum og S er en oversum firrté'rvallet[a;b], sa har vi (se figur 3.14
a)), at < A(M) < S, hvor A(M) er arealet af punktmaengden M. Viaésa, at uanset hvilken un-
dersum s og hvilken oversum S vi betragter, salkttA(M) "spzerret inde” imellem s og S.

Ifalge integrabiliteten af f (jfr. definition 3.8)ar dette sig ogsa gaeldende for taﬁé‘t(x)dx, 0og

da der kun er ét tal, der adskiller undersummegeversummerne ser vi, at: A(M) ]E:f (x)dx

Hermed er saetningen bevist.

Vi er hermed i en situation, der svarer til seetririgy5, idet det om funktionen f hér forudseettes, a
f er positiv og integrabel.

Og vi kan herefter pA samme made som i seetning, 1.%.11 og 1.6.5 arbejde med arealer i for-
bindelse med integrable funktioner, som er negailee som bade antager positive og negative
veerdier, samt med arealer imellem to integrablé&tfaner.

Vi stopper arbejdet med den teoretiske tilganddtl bestemte integrale her, hvor de basale seetnin-
ger i kapitel 1 ogsa er vist pa baggrund af inteijjtatsbegrebet.

Opmeerksomheden henledes pa appendix 8, hvor detisée grundlag for logaritmefunktioner og
deres egenskaber bevises pa baggrund af bl.arabitigtsbegrebet.
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