Kapitel 1: Nogle ngdvendige begreber.

| forbindelse med arbejdet med greensevaerdi, kaiteinog differentiabilitet far vi brug for nogle
begreber, som ma formodes at veere ukendte foedeflaesere pa det matematiske udviklingstrin,
der svarer til at sta overfor at skulle saette sihjiigreenseveerdi osv. Det drejer sig om begreberne
kvantorer og omegne.

Kvantorer.
Ordet kvantorer har samme sproglige oprindelse mai@t kvantitet, altsa noget der har med antal
at gare. Vi skal her beskaeftige os to kvantordkvantoren" og eksistenskvantoreéh

Alkvantoren” laeses "For alle” og den fglges op af navnet paagiabel (et tal, en maengde, en ..),
som sammen med et udsagn om den variable givémehg generelt geeldende udsamgn denne
variable. Lad os f.eks. prave at se pa fglgende:

"xT R: x>3 x°>8.24

Dette generelle udsagn leeses: "For alle x indehald reelle tal R geelder der at, hvis x er stgrre
end 3, s& er>starre end 8,24". Til dette udsagn kan bl.a. lesyfslgende kommentarer:
Kolonet efter R laeses: "geelder der at”
Udsagnet betyder, at uanset hvilket reelt tal sevipa, sa pastas det, at hvis blot x er stgrre
end 3, sd er>starre end 8,24.
Udsagnet er derfor sandt (korrekt).
Bemeerk, at vi kan "stramme op” pa udsagnet vedssatte 8,25 med 9, sa der star:

"xT R: x>3 x?>9

og det vil stadigveek veere sandt.

Men hvis vi erstatter 8,24 med et tal, der er stend 9, f.eks. 14,6, s der kommer til at sta:
"x] R: x>3 x°>14,6

s bliver det samlede udsagn falsk, idet der fgdedder, at 3,7 > 3, men 37 13,69 er ikkestarre

end 14,6. Da der altsa eksistesereelt tal (her tallet 3,7), som opfylder, dletzer starre end 3,
men at tallet i anden ikke er stgrre end 14,61 sfeedermed ikke sandt, at der for adle....

Hvis vi eendrer udsagnet til:

"x1 Z: x>3 x*>146
s& far vi igen et sandt udsagn frem, idet hvis eteiilkarligt helt ta) som er starre end 3, s ér x
stgrre end 14,6 (Overvej!).

@velse 1.1.

Undersgg om fglgende udsagn er sande eller falskeargumentér grundigt herfor:
a)"x1 Z: x<3 x*>7 b)'xT R: 2x+5=3 x =4

c) "x1 R: (x+12§ = 144 + 24x + % d)"xT N: TN x=17

e)"x1 Z: x eretrationalt tal DxT R_: x¥*>16 x<-4 ©
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Eksistenskvantored leeses: "der eksisterer” (eller lign.), og den éaslgp af navnet pa en variabel
(et tal, en meengde, en ..), som sammen med etrudsaglen variable giver et eksistensudsaign
den variable. Lad os f.eks. prgve at se pa falgende

$xT R: ¥=2
hvilket leeses: "Der eksisterer et reelt tal x hvordet geelder, atver lig med 2”

Betydningen af dette er ret indlysende, men esdetlt ? Ja, som det nok er laeseren bekendt, sa er
dette en af de historisk set meget interessanendeiser, at der eksisterer et sadant tal. Degler h

ngjagtigt to sadanne tal, nemlig de irrationalexat J2 0g X =- V2 .

Lad os dernaest prave at se pa det falske udsafprftaxi R: x>3 x*>146.

Hvis vi her i stedet for skriver$x T R: x >3 x> 14,6, s& far vi et sandt udsagn, idet vi f.eks.

kan veelge x = 100.

Hvis vi desuden eendrer pa det sidste ulighedstgder star:
$x1T R: x>3 Xx°£14,6,

sa er dette ogsa sandt, idet dette netop er detattedidsagn (overvej !) af det falske udsagn:
"x1 R: x>3 x*>146.

Og vi s& da ogsé& ovenfor, at hvis vi veelger x 5 887har vi at x > 3 og samtidigt &t 14,6.

Vi vil imidlertid ikke komme yderlige ind pa sadamproblemstillinger her.

Pvelse 1.2.
Undersgg om falgende udsagn er sande eller falsieargumentér grundigt herfor:
a) $xT R: ¥+x-30=0 b)$xT R: =X +x—-30=0
7 - > N t t
c) $q1 N: g<200U 33| N d $t1 zz —>—
) %4 \ a ) t+1 t-1
e) $al N: [6;a]1 6:/48 f) $pT R: F—3<-+10 ©

Kvantorerne kan ogsa kombineress f.eks. falgende made:

"x1 R:$yT R: y>2x
hvilket leeses: "For alle reelle tal x eksisterer elereelt tal y, sa y er stgrre end det dobbélie.a
Dette samlede udsagn er abenlyst korrekt, ideikéterfindes noget starste reelt tal.

Ifalge Appendix 1 gaelder der, at uanset hvilkeotsKellige reelle tal vi ser pa, sa findes deméit r
onalt tal imellem disse. Dette resultat kan v.Hpamntorer skrives pa fglgende made (overvej !):

"X X1 RISl Qi x; <X, X, <Q<X,

Dvelse 1.3.

Undersgg om fglgende udsagn er sande eller falskeargumentér grundigt herfor:

a) $sT R:"tTR: st =0 b)" xT Ri:$nl N: 2<x

c) "xT R:"yl N: ¥+y>1 d) $kT R.:" x1 ]3;7]:k>i3 ©
X -
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Omegne.

Definition 1.4.
Ved en_ omegnw(t) om et tal t forstas et abent, symmetrisk iriéomkring t.
(Omegnen tegnes enten oven i eller lidt oven calénien).

Oo—o——0

t Fig. 1.1 t
Ved en_udprikket omegw'(t) om et tal t forstas et abent, symmetrisk imédromkring t — fraregnet

tallet t selv.

v
v

t Fig. 1.2

Ved radiusfor en omegm(t) eller en udprikket omegw'(t) forstas afstanden fra omegnsmidt-
punktet t til et af intervalendepunkterne.

Radius i en omegn benaevnes ofte med et greesk bptgisk e (epsilon), d (delta) eller (rho).
Omegne bruges primeert i forbindelse med begrelyaeaseveerdi for og kontinuitet af funktioner
(se kapitel 2 og 3).

Pvelse 1.5.

Overvej, at fglgende geelder:

| ethvert interval 1, som indeholder et givet tal bg hvor t ikke er endepunkt for intervallet iA; f
des en omegw(t) om t, som helt er indeholdt i intervallet ,.dw(t) [ 1. ©

| forlaengelse af gvelse 1.5 giver vi fglgende dedin:

Definition 1.6.

Lad A vaere en meengde af reelle tal, dvé. R.

Et tal t siges at veere et indre punkiaengden A, hvis der findes en omegt) om t, som helt
ligger indenfor A, dvsw(t) I A.

Pvelse 1.7.
a) Bestem maengden af indre punkter i maengden{a,r, 2,:} E] 20;3(}
b) Bestem maengden af indre punkter i Dm(f), hvor ﬂ)@

c) Argumentér for, at der ikke findes nogen indre genkmaengden Q af rationale tal.
(Vejledning: Se Appendix 1)©

Eksempel 1.8.
Betragt funktionen g(x) = 5x — 4 . Vi vil argumeng for fglgende udsagn: For enhver ome{2o)

med radius findes en omegw(6) med radiusg, sé der for alle X w(6) geelder, at g(x) w(26).
Vi analyserer situationen og ser (overvej !), at
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gx)T w26) U 26-e<g(x)<26+ U 26-e<5x—-4<26-
U 30-e<5x< 30+ U 6-£<x<6+& U xI w(e)
Specielt ser vi altsd, at hvisxw(6), s& er g(x) w(26), hvormed det gnskede er bevist.
Bemaerk (overvej !), at vi hermed har bevist udstighe (26)$ w(6): xT w(6) g(x)T w(26).
Udsagn af denne type vil vi vende tilbage til ifimdelse med graenseveerdi og kontinuited.

Qvelse 1.9.

Betragt funktionerf (x) = Gaor rede for, at der geelder falgende:

2)% "

a) Der findes en udprikket omegri(2) om 2, s& der for ethvertix w'(2) geelder, at: f(x) > 100

b) For ethvert positivt tal K findes en udprikket omeg(2) om 2, s& der for ethvert ix w(2)
geelder, at: f(x) > K.

Skriv udsagnene i a) og i b) ved hjeelp af kvantorer

Definition 1.10.
Ved en omegrw, (t) til hgjrefor et tal t forstas et abent interval, der hsoin venstre endepunkt.

» : »
t Fig. 1.3 t
Ved en_omegrw_ (t) til venstrefor et tal t forstas et abent interval, der hsom hgjre endepunkt.
> - >
t t

Fig. 1.4

@Dvelse 1.11.
Gagr rede for, at

a) hvis leengden af en omegn(t) til hgjre for et tal t har leengd@nsa kan omegnen skrives
som: w,(t) = ]t;t+e[

b) hvis leengden af en omegn(t) til venstre for et tal t har leengdensa kan omegnen skrives
som: w_(t) = ]t- e;t[ ©

@Dvelse 1.12.

Betragt funktionen g(x) = 34. Argumentér for at der geelder fglgende:
X_

a) For ethvert ("stort”) positivt tal K findes en ontegy, (4) til hgjre for 4, sa der for ethvert
xT w, (4) geelder, at: g(x) > K.

b) For ethvert ("stort”) negativt tal L findes en onmeg._ (4)til venstre for 4, s der for ethvert
xT w._ (4) geelder, at: g(x) < L.

Skriv udsagnene i a) og i b) ved hjeelp af kvantorer
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Kapitel 2: Graenseveerdi for funktion.

Det vil for de fleste lsesere veere en god idé at lggpendix 1 inden laesning af dette kapitel.

Begrebet greenseveerdi udger det matematiske funddonete falgende kapitler. Det er derfor af
afgarende betydning af have en god forstaelsesahggeveerdi — for at kunne forsta vigtige begreber
som kontinuitet og differentiabilitet af funktioner

Som en fgrste upreecis, men intuitiv, definitiongpgensevaerdi kan vi sige, at:
Et tal a siges at vaere graenseveerdi for en funkiienh punkt % , hvis f(x) ligger teet pa tallet a, nar
x ligger teet pa x— uden dog at antage veerdign x

Vi kan stramme lidt op omkring denne definition \adudtrykke, at:
Et tal a er graenseveerdi for en funktion f i punktghvis vi kan fa funktionsveerdierne f(x) lige sa
teet pa a, som vi gnsker, nar blot x er tilstreekkétet pa ¥ idet der dog skal geelde, at x..

Oftest bruges i gvrigt talemaden: a er greenseviari{ix) for x gdende modyx- og vi skriver:

fx) ® a for X® X,

Eksempel 2.1.
Pa figur 2.1 ses grafen for en funktion g:

v

Vi ser, at g(x) ligger teet ved 2, nar x ligger teedl 4 (men dog forskellig fra 4, idet g(4) = 3).
Vi vil derfor sige, at g(x) har greensevaerdien 2xgaende mod 4, dvs. g®) 2 for x® 4 ©

Eksempel 2.2.
2 - -
Lad os se pa funktionen h(x):):&.
4x° - 16x+ 12

Vi vil undersgge hvad der sker med h(x), nar xrgéd 3.

Vi starter med at konstatere, at hvis vi indsa&tiestedet for x i naevneren, sa far vi 0 (kontrol)é
hvilket betyder, at funktion h ikke er defineré.iDet ggr dog ikke noget, for nar vi skal have x
gaende mod 3, sa bliver x ikke lig med!
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Vi vil udregne en raekke funktionsveerdier for h@xdy x er teet pa 3. Se den falgende tabel:

X h(x) X h(x)
2 1 4 0,5
2,8 0,66666666 3,2 0,59090909
2,95 0,63461538 3,05 0,61585366
2,995 0,62593985 3,005 0,62406484
2,99995 0,62500038 3,00005 0,62499063
2,9999995 0,62500008 3,0000005 0,62499992

Det ser saledes ud til, at h(x) gar imod 0,625«<fgaende mod 3.
Vi skal senere (gvelse 2.15) vise, at #x)? for x® 3. (Bemaerk, a§ netop er lig med 0,625).

Hvis vi tegner grafen for h, far vi falgende reatilt

F'N

Fig. 2.2

Bemaerk, at der er et "hul” i grafen ud for x =I8ajden 0,625. Dette skyldes, at h ikke er defineret
x = 3, men at der samtidig geelder, at I&xD,625 for x® 3.

Det skal afslutningvist fremhaeves, at nar den odemsle greensevaerdibestemmelse gar godt, s
skyldes det, at ogsa teelleren giver 0, nar x eestamed 3. Hvis det ikke havde veeret tilfeeldete vil
h(x) veere blevet uendelig stor (positiv eller nagabr x gdende mod 3, som det sker ved x = 1
(Overvej ). ©
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Vi vil nu give en mere generel og preecis definitedrgraenseveerdibegrebet.
Den forelgbige formulering ovenfor lgd:

Et tal a er graensevaerdi for en funktion f i punktetvis vi kan fa funktionsveerdierne f(x) lige sa
taet pa a, som vi gnsker, nar blot x er tilstreekjtdet pa ¥ idet der dog skal geelde, at x,.

Dette med at kunne fa "funktionsveerdierne f(x) lsgeteet pa a, som gnsker”, kan udtrykkes ved
hjeelp af begrebet omegne (se definition 1.4) pgeigde made: Uanset hvilken omegn om a, Vi
veelger (underforstaet: uanset hvor lille en omegrapvi veelger), sa kan vi fa funktionsveerdierne
f(x) til at ligge inde i denne omegn, nar blot xtiéstraekkelig teet pags{og X1 X,).

Og dette med, at "nar blot x er tilstreekkelig t@tpuden dog at blive lig med,kkan vi klare ved
hjeelp af begrebet udprikket omegn (se definitiet).1.

Det hele samles i falgende definition:

Definition 2.3. ;
En funktion f siges at have greenseveerdien a faende
mod X, hvis der for enhver omegm(@a) om a findes en
udprikket omegw (x,) om %, saledes at hvis x er inde-
holdt i w'(x,), sa er f(x) indeholdtuv(a)

W(a)'I 1

(Jfr. figur 2.3).

Ved anvendelse af kvantorer og andre matematiske
symboler kan denne definition ogsa skrives:

"W@SW(Xe): X T W(Xo) fx) T w(a)

Fig. 2.3 W(Xo)
At f(x) har greenseveerdien a for x gaende mgskxives kort pa en af fglgende to mader:

f(x) ® a for x® %, (hvilket leeses: f(x) gar mod a for x gdende mg)d
eller
limf(x) = a (hvilket lzeses: limes aj fior x gdende modyer lig med a)

X® X,

Bemaerk, at det i definitionen af greenseveerdi faattiss, at f edefineret i en eller anden udprikket
omegn om ¥!

Bemeerk desuden, at det vaesentlige ved ordeneeriforer omegmv(a) om a” er, atv(a) kan veel-
ges sa lillesom man vil. Og at man pa trods heraf kan beseemudprikket omegn om med

den gnskede egenskab.

Eksempel 2.4.
Lad os betragte funktionen f(x) $x + 2.

Vi vil pa grundlag af definitionen gare rede forf@) ® 3 for x® 2. (Se figur 2.4 pa neeste side).
For at se en beregning med tal veelger vi forst(a} = ] 3-4;3 711[ (dvs. radius i omegnen ér.

Vi vil altsa her hgjst acceptere en afvigelse nmelféx) og 3 pal).
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v

Fig. 2.4

Dette krav kan skrives og omskrives pa falgendeanad
fo)l w3) U 3-1<f(x) <3+1 U 3-1< Ix+2<3+1
U 1-1<ix<1+41 0 2-1<x<2+4
For at sikre, at f(x) falder indenfor den valgteemmw(3) om 3, kan vi altsa vaelge en udprikket
omegnw'(2) om 2 med radius;, hvormed der vil geelde, at
xT w(2) fx)T w(3)
(Det skal bemaerkes, at i dette konkrete eksempedEromegnen om 2 ikke at veere udprikket.
Dette skyldes, at funktionen f er kontinuert i t-begreb vi vender tilbage til i neeste kapitelnMe
det gnskede geelder dermed ogsa for en udprikkegmnog det er jo det, der skal sikres ifalge de-
finitionen).
Lad os dernaest se pa en vilkarlig valgt ome8) om 3. Hvis radius i denne omegn kaldesa
har vi, atw(3) = ] 3-e;3+ e[ . P& samme made som far kan vi se, at hvis vi stprikket omegn

om 2 veelgew'(2) = |2- 2;2+ 2[ {3 ,safarvi,at:d w(2)  f(x)T w(3) (Overvejdette

naermere !).
Svarende til en vilkarlig omegn om 3 har vi altséfndet en udprikket omegn om 2 som har egen-
skaben: X w(2) f(x)T w(3). Men det vil jo netop sige, at vi har vistf@d ® 3 for x® 2 ©

Pvelse 2.5.
Pa figur 2.5 ses grafen for en funktion h. Findrarende til hver af de tre indtegnede omegne om 4
— en udprikket omegn om 5, som opfylder betingeksedefinition 2.3.

F 3
7.._
6

143 6 78 91011
Fig. 2.5

—
a1
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Bemaerk, at den udprikkede omegn om 5, som svhadgrimindste omegn om 4, kan bruges ved
alle tre omegne om 4©

Dvelse 2.6.

Betragt funktionen f(x) = 4x — 9.

Tegn grafen for f.

Betragt en omegw(19) om 19 med radius lig med 0,0001. Bestem emikkigt omegnw'(7) om 7,
der opfylder, at: * w(7)  f(x)T w(19). ©

Pvelse 2.7.
Tegn grafen for funktionen f(x) %(—2 og argumentér for, at f{(® 1lforx® 5 ©
X -

@Dvelse 2.8.

14

a) Gar rede for, at funktionen f(x) = ingen graenseveerdi har for x gdende mod 0.
X
b) Gar rede for, at funktionen g(x):i—5 ingen greensevaerdi har for x gdende mod €5.
X
Som det maske fremgar af det ovenstaende, kamdettiden vaere kompliceret at vise, at en given

funktion har en bestemt graenseveerdi for x gaendkangivet x. For at afhjeelpe denne situation
opstilles fglgende to seetninger (seetning 2.9 ot)2.1

Seetning 2.9.
a) Om funktionen f(x) = k (dvs. en konstant fuok) geelder: f(x® k for x® X,

b) Om funktionen g(x) = x geelder: g®) X, for x® X,
c) Om funktionen h(x) =/x geelder, nar 9 0:  h(X)® \/Z for x® X,

Indholdet i a), b) og c¢) kan kort skrives:
a) k® k forx® x, b) x® %, for x® x, ¢) Vx ® [x, forx® x,

Bevis:
Seaetningen bevises ved at anvende definition 2.3.

Ad a): Uanset hvilken omegwn(k) vi
veelger om k, s& kan vi frit vaelge en om-
egnw(xo) om X, som opfylder, at: k
xT w(xg)  f(x)T w(k). Dermed geelder w(k) I
specielt, at: X w(xo)  f(x) I w(k).

)]
)]
v
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Ad b): Ladw(x,) veere en vilkarlig valgt omegn org ¢pa
2.aksen). Som den hertil svarende omegn g(p&

1.aksen) veaelges den samme omegn, hvormed det @nski(Xo) Xo
i definition 2.3 opnas.

v

Ad c): Lad w(\/x_o) = ] yl;yz[ veere en vilkarlig valgt /l V\;& ) Fig. 2.7
0 . .

omegn om\/Z. Vi kan — som illustreret pa figur 2.8 — i
antage, aty, > 0. Dette skyldes, at hvig £ 0, sa ind-
skraenker vi os til i det fglgende at anvende demdnel B ™
omegnw,(y/x,) = 1x,:3/x, ,somdavilvereen |/ Xof-""_> ;
ViE— I '
delmeengde af(y/x,) . Og om den nedre greense/x, o i
A | B
for w,(y/x,) geelder, ag./x, > 0. " y
Da vi for y > 0 har, at: +1 0 2
y=JYx 0 x=¥ Fig. 2.8

kan vi bestemme intervallet J =y,*;y,” , sdledes at der geelder:

x1 3 Jxiw (f/x,) ogdermed specielt, at: xT J\{x} xIw (/x,)

J er imidlertid ikke en omegn om,xdet J ikke er sym- W(Xo)
metrisk om x. Dette er dog ikke noget problem, idet vi O———0_—J
blot kan fierne lidt af den ene ende af J, hvorwvigdr } >

et symmetrisk interval, dvs. en omeg(x,) om X% med
de kreevede egenskaber (se figur 2.9).
Hermed er beviset for saetning 2.9 tilendebra@.

@velse 2.10.
Gor v.hj.a. definition 2.3 (dvs. efter samme pginsom i beviset for saetning 2.9) rede for, at:

x*® x,° for x® x, ©

Seetning 2.11.Regneregler for greenseveerdier.
Lad det om funktionerne f og g veere givet, at

fx) ® a for x® x, 0g g(x® b for x® X,
hvor a og b er givne tal.

Da geelder:

1) f(xX)+g(x)® a+b for X® Xo

2) f{(X)—gx)® a—b for X® X,

3) fX)g(x) ® ab for x® X,

4) Huvis k er en konstant geelder:¥(k) ® ka for x® X,

5) Hvisb! 0 gaelder:m® 2 for x® Xo
g(x) b
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Seaetningen er intuitiv klar, idet f.eks. f(x) + y(khv. f(xpg(x) maligge teet paa+b hhvba
nar f(x) og g(x) er taet pa hhv. a og b, hvilketrskér x er teet pa.x

Et egentlig bevis byggende pa definition 2.3 ediaitid temmelig teknisk og er derfor anbragt i
Appendix 2, hvor interesserede laesere kan se det.

Eksempel 2.12.
Hvis vi i seetning 2.11 3) seetter f(x) = x og )géxx, sa far vi ifalge saetning 2.9 b) (overvejdl,
x*® x> for x® X,

F.eks. har vi altsd, atx* ® 9 for x® 3 og X’® 7 for x® J7 ©

Eksempel 2.13.
a) Vivil undersgge funktionen h(x) = 2x*+ 5x+ 1 for x® 3.
Ved anvendelse af saetning 2.11 1) og 4), eksemp2If) seetning 2.9 a) og b) far vi:
-2x°®- 2 9 for x® 3
5x ® 58 for x® 3
1® 1 for x® 3
og dermed:
-2x°+5x+1® -18+15+1 for ® 3

dvs.
hx) ® -2 for xX® 3

b) Lad funktionen f veere givet ved: f(x)

2% 1 iyl finde limf(x) .
X“+7 x®- 1
Som i det ovenstaende ses, at:

2x—-1® -3 for x® -1 og x’+7® 8 for x® -1

Ifolge seetning 2.11 5) har vida, at: f@® -2 for x® -1,dvslimf(x) = -2 ©

X®- 1

Pvelse 2.14.
Bestem limf(x) , idet

X® 2
a) f(x) =5x?+2x- 13 b) f(x) = VX xx -v/X)
o) f(x) = X -2)Xx 4) d) fx) = £- L ©

X- 2 X x?
@velse 2.15.
2x% +2x- 4

a) Bestem greenseveerdien af funktionen p(xm for x gdende mod -2.
X“ - 9%

(Vejledning Bemeerk, at bade teeller og naevner giver 0 i vapdie —2. Anvend dette til at om-
skrive og forkorte funktionsudtrykket for p(x)).

2 - -
b) Bestem greenseveerdien af funktionen h(ﬁ%;6 for x gaende mod 3
X - 16x 12

(Vejledning Som i a). Jfr. i gvrigt eksempel 2.2, hvor vi @gs pa denne funktion)©
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Af hensyn til indholdet i de fglgende kapitler et digtigt at regne fglgende gvelse:

@Dvelse 2.16.

2 -
a) Bestem greenseveerdien af funktionen r(x§—-%5 for x gaende mod 5
X -

b) Bestem greenseveerdien af funktionen q(><7‘&—_*;/7 for x gdende mod 7
X -

1.1
c) Bestem greenseveerdien af funktionen s()é)—=§ for x gaende mod 3
X -

Vejledning til bade a), b) og c)Bemaerk, at bade taeller og naevner i funktionsullatygiver O i
veerdien x lig med hhv. 5, 7 og 3. Funktionsudtryl&kekal derfor pa snedig vis omskrives, sa der
kan forkortes noget veek, som fjerner dette problarorefter sesetning 2.11 kan bruge%.

| forlaengelse af og som konsekvens af seetninglfat ¥i falgende saetning:

Seetning 2.17.
For alle nl Z geelder der, at

x"® x," for x® x,
hvor x, * 0, hvis nf 0.

Bevis:

Fra saetning 2.9 b) ved vi, at® x, for x® Xx,, dvs. at seetningen geelder for n = 1.

Som omtalt i gvelse 2.12 fér vi herefter)&t® x,2 for x® x,, idet vi i seetning 2.11 3) kan
seette f(x) = x og g(x) = x. Seetningen geelder ddrogsa for n = 2.

Da x3 =x2x« far vi herefter, a® ® x,® for x® x,, idet vi i seetning 2.11 3) kan szette f(x)= x
0g g(x) = x. Saetningen geelder dermed ogsa forn =3

Da x* = x3» far vi pA samme made, af ® x,* for x® x,, dvs. seetningen geelder for n = 4.

Séledes kan vi fortseette, hvormed vi ser, at dealfe ni N geelder, ak” ® x," for x® X,.

Vivil nu se pax ", hvor n er et positivt helt tal. P& denne madevf@iemlig deekket saetningens
gyldighed for de negativéele tal.

n

Dax " = in ser vi af det netop beviste foll nN, af saetning 2.9 a) og af seetning 2.11 5), at

X

1 1
—® — for x® x, (forx* 0)

x" X,

ogdermed, at: x "® x, " for x® x, (forx,* 0)

Dax’ =1 og xo0 =1, hvor x* 0 og %! O, servi, at det forpd 0 geelder, at:
x°® x.° for x® x,
Hermed er saetningen bevist i alle tilfaeld®.
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@velse 2.18.
Bestem limf(x) , idet
X® 3
6
a) f09 =3x°- 22 b) 1) = 94+ ) f) = ZFX g
X" +4

Vi far senere brug for at kende den fglgende satnin

Seetning 2.19.
a) Hvis det om en funktion f gaelder, at: f® a for x® X,, hvor a > 0, sa findes en udprikkef

omegnwéXx,) om %, s&: xI wEx,)  f(x)>0
b) Hvis det om en funktion f geelder, at: f®) a for x® Xx,, hvor a < 0, sa findes en udprikket
omegnwéXx,) om %, s&: XI wEx,)  f(x) <0

Bevis: Vi beviser a). Beviset for b) forlgber helt tilseade.

Daa>0, emw(a) = %;%‘ en omegn om a, som ikkedeholder 0. (Leeseren opfordres til at teg-
ne en skitse i stil med figur 2.3). Da f®) a for x® X, far vi ifglge definition 2.3, at der svarende
til w(a) findes en udprikket omegm§x,) om %, s&: xI w€x,)  f(x)T w(a). Hermed geelder

specielt, at: X wx,) f(x) > £>0, hvormed det gnskede er bevist.

Undertiden kan man blive udsat for en funktionf(eks. gvelse 2.8 a)), der ikke har nogen greense-
veerdi for x gdende mod,xmen hvor f(x) alligevel naermer sig til en besteagrdi, blot vi ngjes

med at lade x neerme sigra hgjre” (eller "fra venstre”). Dette behandgderligere i det faglgen-

de eksempel.

Eksempel 2.20.
Betragt funktionen f givet ved:

%x+l nar x<- 2
f(x)= -x%+2 ndr- £ £ 1
-x+4 nar k x

Grafen for denne funktion ser ud som vist pa figuo.

b -

o

S
/|
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Vi ser her, at hvis x naermer sig til 1, men hedeti er starre end 1, sa vil f(x) naerme sig til 3.
Vi vil derfor sige, at f(x) gar mod 3 for x gdend®d 1 fra hajre, hvilket skrives:
fx) ® 3 for x® 1+ eller limf(x) =3
X® ¥
Tilsvarende ses, at f(x) vil neerme sig 1, hvis xmeg sig 1 fra venstre, hvorfor vi vil sige, at)f(x
gar mod 1 for x gdende mod 1 fra venstre. Dettiwekr

fx) ® 1 for x® 1- eller limf(x) =1 ©
X®1

Pvelse 2.21.
Betragt funktionen f fra eksempel 2.20.
a) Hvader: Ilimf(x) og Ilimf(x) ?

X®- & X®- 2
b) Hvad er: Ilimf(x) og Ilimf(x) ? ©
X® Ot x® O

Definition 2.22.
Hvis f(x) gar mod a for x gdende moglfrka hgjre, sa skrives:

fx) ® a for x® x,+ eller limf(x)=a

X® xq*+

0g Vi siger, at f har greenseveerdien a fra hgjge i x

Hvis f(x) gar mod b for x gdende moglfxa venstre, sa skrives:
fx) ® b for x® x—~ eller limf(x)=b
X® Xg
0g vi siger, at f har greenseveerdien b fra venstge i

Den formelle definition af greenseveerdi fra hgjreesket ved hjeelp af omegne og kvantorer er:
" w@) S Wi(Xo) 1 X T Wi(Xo) f(x) T w(a)

Den formelle definition af greenseveerdi fra venskeevet ved hjeelp af omegne og kvantorer er
" wb)$W.(Xo) 1 X T W(Xo) fx) T w(b)

Vedrgrende omegna.(X,) til hgjre for x og omegnav_(X,) til venstre for % : se Definition 1.8.
Laeseren opfordres til at lave figurer, der illustrede formelle definitioner i 2.22.

Dvelse 2.23.
Betragt funktionen

Argumentér for, at f(x® O for x® 4+, og at f(x® 0 for x® 4-.
Gor derefter rede for, at f(®) 0 forx® 4. ©
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@velse 2.24.
a) Hvad edim+/x ? Hvorfor kan vi ikkdinde lim+/x ?
X® O X® 0

b) Hvad erlimm ? Hvad erlimm ? ©
x®0)+( x®0x

Vedrgrende greenseveerdier fra hgjre eller venstidegater fglgende saetning:

Seetning 2.25.
a) For en given funktion f geelder, at fglgende to gdsar ensbetydende:

1) f(x) ® a for x® X,
2) fx) ® a for x® X,+ og f(xX)® a for Xx® Xs—

b) For greenseveerdier fra hgijre eller fra venstre gaelelsamme regneregler som graenseveerdier
generelt (jfr. seetning 2.11)

Beviset for seetning 2.25 b) gennemfares pa heltrmamade som beviset for saetning 2.11 — og det
overlades til den meget energiske og interessdeesker.

Pvelse 2.26.
Bevis saetning 2.25 a). ©

Analogt til seetning 2.19 findes fglgende seetnindrgeende greenseveerdi fra hgjre eller venstre:

Seetning 2.27.
a) Hvis det om en funktion f geelder, at: f®)a for x® X+, hvor a > 0, sa findes en omegn

W, (X,) til hajre for %, s&: X w,(x,)  f(x)>0

b) Hvis det om en funktion f geelder, at: f®) a for x® x,—, hvor a > 0, sa findes en omegn
w._(x,) til venstre for x, s&: X w.(x,)  f(x)>0

c) Hvis det om en funktion f geelder, at: f®) a for x® x,+, hvor a <0, sa findes en omegn
W, (X,) til hajre for %, s&: X w, (X,) fx)<0

d) Hvis det om en funktion f gaelder, at: f® a for x® X, hvor a <0, sa findes en omegn
w._ (X, ) til venstre for 3, s&: xI w._(x,) fx)<0

Bevis: Vi beviser d). Beviset for de gvrige tilfeelde fdytr helt tilsvarende.

Daa<0,emw()= 3—2"";—3‘ en omegn om a, som ikkedeholder 0. (Laeseren opfordres til at tegne
en skitse, der illustrerer situationen). Da f@x)a for x® x— far vi ifglge definition 2.22, at der
svarende tilv(a) findes en omegm._ (x,) til venstre for %, s&: xI w._(x,)  f(x)T w(a). Hermed

geelder specielt, at: x w_ (x,) f(x) < £ <0, hvormed det gnskede er bevigt.
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| forlaengelse af seetning 2.27 omtales falgendeisgetsom vi senere far brug for:

Seetning 2.28.
Hvis der om en funktion f geelder falgende to ting:

f(x) ® a for x® X,+
der findes en omegw, (x,) til hgjre for %, s&: xI w, (x,) f(x) 2 0O,

sa er graenseveaerdierd &.

Tilsvarende geelder fra venstre.

Og tilsvarende geelder hvis f(£)0 i omegne til hgjre eller venstre fqj; &t a£ 0.

Beuvis:

Vi beviser den farste del af saetningen. De gvrigéilfeelde overlades til leeseren — bade at beskri-
ve klart og at bevise.

Vi vil gerne vise, at & 0. Dette gares ved et indirekte bevis. Vi antajesa, at a < 0, og vi skal sa
argumentere for, at dette farer til en modstrid.

Daf(x)® a for x® x.+ far viifglge seetning 2.27 c), at der findesoemegn til hgjre for x hvor
funktionsveerdierne er negative (f(x) < 0). Men datiemmer ikke med forudsaetningen om, at der
findes en (anden) omegn til hgjre for kvor funktionsvaerdierne er ikke-negative. (Ovetye
Antagelsen om, at a < 0 kan altsa ikke gaelde, hedwhma have, at®a0.

Hermed er seaetningen bevis
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Kapitel 3: Kontinuitet.

Vi har nogle gange i det foregdende betragtet tsitoer, hvor greensevaerdien af f(x) for x gaende
mod X, var lig med f(x), altsa hvor funktionen var defineret4 ag f(x) neermede sig til f¢x, nar x
naermede sigyx | den situation har vi fglgende definition:

Definition 3.1.

En funktion f siges at veere kontinuert i et punkthwis
1) f er defineret i x
2) f(X) ® f(xo,) for xX® X,

w(f(xo)) Jfixo)

Ved anvendelse af omegne og kvantorer kan defiratio

formuleres saledes: /
"W (F(X )W (X)) :Xw (xo)  F(X)Tw (F(x Q)

| O >
Xp Fig. 3.1

Bemeerk, at nar f er defineretjag f(x)® f(x,) for x® X, , sa har vi specielt (jfr. definition 2.3
og kommentaren hertil), at f er defineret i en omem .
Nar f er kontinuert i ¥, sa er ¥ altsa et indre punkt i Dm(f) (Jfr. definition 1.6)

Laeseren opfordres til at overveje, at definitioaefrt med omegne og kvantorer stemmer overens
med den farst anfarte definition. (Jfr. igen defon 2.3).

Ordet kontinuert betyder: fortsat, sammenhaengdfaléunktion kan saledes intuitivt siges at veere
kontinuert i et punkt  hvis funktionens graf ikke "springer” eller "hat hul” i punktet x.

Eksempel 3.2.
Funktionen f pa figur 2.10 er kontinuert i f.ekd., hvorimod den ikke er kontinuert i —2.

(Man siger undertiden, at f er diskontinuert i —2)©

Pvelse 3.3.
Angiv for hver af funktionerne pa figur 2.1 og 2.4@engden af punkter, hvori de pagaeldende

funktioner er kontinuerte ©

Ifalge definitionen pa kontinuitet, seetning 2.9s@gtning 2.17 ser vi (overvej !), at der geelder fal-
gende seetning:

Seetning 3.4.

f(x) = x" er kontinuerti alle X R (for alle nl N)

g(x) =x " er kontinuert i allexT R\{ 0} (for alle ni N)
h(x) = k, hvor k er en konstant, er kontinuertiéeadl R
jx) = Jx er kontinuert i alle x > 0.
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Pa baggrund af definition 3.1 og saetning 2.11 s@wervej !), at der gaelder fglgende saetning:

Seetning 3.5.
Lad f og g veere funktioner, der er kontinuerte tiadix,.

Daer f+9g, f—g og>d kontinuerte i ¥
Og hvis g(%) * 0 har vi desuden, a% er kontinuert i ¥.

Dvelse 3.6.
a) Hvorfor er funktionen f(x) =4x*- 2x3+ x+ 9 kontinuerti 2 ?

b) Hvorfor er funktionen g(x)=12 kontinuerti -5 ?
X

x - 1x?
c) Hvorfor er funktionen h(x) = Vx 2

(1- Vxx(2+Vx)

kontinuerti 3 ?©

@velse 3.7.
9(x +/x)(2x- V' x)

Ggr rede for, at funktionen
Jx +5

er kontinuertiallet R. ©

@velse 3.8.

a) Gar rede for, at funktionen f(x) = ax + b, hvorglmer vilkarligt givne reelle tal, er kontinuert i
alle xI R. Der geelder altsa, at enhver lineger funktickoatinuert.

b) Gar rede for, at funktionen g(x) =%x bx + c, hvor a, b og c er givne reelle tal, entinuert i
alle xI R. Der geelder altsd, at ethvert andengradspoligmorar kontinuert. ©

| lighed med greenseveerdi fra hgjre og venstre k#dasom kontinuitet fra hgjre og venstre:

Definition 3.9.
4 f er kontinuert
En funktion siges at veere kontinuert fra hdijxe, | fra hejre i x4
hvis f er defineret i xog hvis f
f(x) ® f(xo) for x® Xo+ Flmglp——= I
i
i »
Xq
¥ 3
f er kontinuert
En funktions siges at veere kontinuert fra venisxg fra venstre i x,
hvis f er defineret i xog hvis Flxo)F——
f(x) ® f(Xo) for X® Xo— | .
Xp
Fig. 3.2
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@velse 3.10.
Opskriv indholdet i definition 3.9 v.hj.a. omegng lovantorer. ©

Dvelse 3.11.
a) Argumentér for, at funktionen pa figur 2.10 er Kooert fra venstre i 1, men ikke fra hgjre i 1.

b) Er funktionen f(x) :m kontinuert fra hgjre i 0 ?
X

c) Er funktionen g(x) = X— 2x kontinuert fra venstre i 3 ?©

Dvelse 3.12.
Argumentér for, at funktionen f i gvelse 2.23 entiouert bade fra hgjre og fra venstre i 4.
Argumentér for, at f er kontinuerti4. ©

Om funktioner med opdelt funktionsforskrift ("galfierskrift”), altsd om funktioner som den i gvel-
se 3.12 omtalte, geelder fglgende saetning, hvisloeadrlades til lseseren.

Seetning 3.13. A
Lad funktionen f veere givet ved:

g(x) , nar x< x,

a= flxo)pF-—---5
f(x) = a , ndr x=x | ;
h(x) , nar x> x, i :

|
Hvis limg(x) = limh(x) = a = f(%) / e
X® X5 X® X5+ &
Fig. 3.3

sa er f kontinuert i x

Eksempel 3.14.
Funktionen f omtalt i gvelse 3.12 (dvs. i gvelsgB2er en funktion af den omtalte type.

Om denne gaelder, a§ % 4, g(X)=—x+4, h(x) =/x- 2 oga=f(4)=0. ©

@velse 3.15.
Betragt funktionen

X2 +0x- 2q narE :
-3x+ 1 nar » 1

hvor g er et reelt tal.
Bestem ¢, sa f bliver kontinuert i 1©

f(x) =

@velse 3.16.
En funktion g er givet ved:
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1ix*+2 nar x<0
gxX)= -X(x-1) nar E »¥ ¢

-%x nar x> 4

Undersgg, om g er kontinuert i 0, og om g er kargrhi 4. ©

Dvelse 3.17.
Argumentér for, at funktionen f(x) |=x| er kontinuert for alle X R. ©

En given funktion kan veere kontinuert i alle pumkielenfor en eller anden meaengde. | den sam-
menhaeng giver vi fglgende to definitioner (3.18d2P):

Definition 3.18.

En funktion f erkontinuert i et interval |
hvis fglgende tre ting er opfyldt:

1) fer kontinuerti alle indre punkter i |
2) fer kontinuert fra venstre i et evt.

hgjre intervalendepunkt, som er med i |
3) ferkontinuert fra hgjre i et evt.

venstre intervalendepunkt, som er med i |

I

5
Ll

h
f
/\1
1
.
I

[ er kontinuert 1 I.
(Grafen for f er sammenh@ngende)
Fig. 3.4

@velse 3.19.
a) Skitsér grafen for en funktion, som er kontinueft; 6]

b) Skitsér grafen for en funktion, som er kontinue}t i2;5] bortset fra punkterne 0 og 5©

Definition 3.20.
En funktion siges kort at veekentinuert, hvis den er kontinuert i hele sin definitionsmaleng

Bemaerk, at der i Definition 3.20 er to muligheder:
Dm(f) er et interval. | sa tilfaelde er vi tilbagdéfinition 3.18

Dm(f) er ikke et interval.
| sa tilfeelde skal f vaere kontinuert i alle punkitein definitionsmaengde. Ifl. definitionen pa
kontinuitet betyder dette bl.a., at alle punkt&m(f) skal veere indre punkter i Dm(f).

| naesten alle situationer vil netop en af dissetdigheder veere opfyldt, eller man kan i den givne
problemstilling ngjes med at se pa dele af funktigrhvor den ene af disse to muligheder er op-
fyldt.
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Men definitionen tager altsa ikke hgjde for "besgmige” definitionsmaengder !!!

Hvis f.eks. Dm(f) ¥ ; O[ E [5; §], sa giver definitionen umiddelbart ikke noget spar hvad

det vil sige, at f er kontinuert (underforstagteie sin definitionsmaengde). Men dette kan pa "sne-
dig vis” klares ved at anvende Definition 3.18 p&maf de to delintervaller i definitionsmaengden —
og sa i gvrigt bemaerke, at grafen ikke er én sarheeegende kurve, men bestar af to dele.

Hvis Dm(f) bliver meget "besynderlig” — hvilket nesest kun har teoretisk og ikke praktisk veerdi —
sa ma man som antydet ngjes med at se pa funktitoledt” (dvs. i naerheden af et givet punkt).

Vi vil ikke ga dybere ind i emnet end disse komnaeet farer os.

Det er derfor — specielt i matematiske seetningerelavante emner — vigtigt at praecisere, hvor en
given funktion er defineret eller kontinuert her{typisk — men ikke altid — i et bestemt interval).

Eksempel 3.21.

a) Funktionen f(x) L er kontinuert, idet den er kontinuert i hvert dagsunkt i sin definitions-
X

maengde, som er Dm(f) = {ZO} . Men dens graf er ikke én sammenhangende kurve dere

imod to sammenhaengende kurvedele). Leeseren opddiidae tegne grafen for f.

b) Funktionen h i eksempel 2.2 er kontinuert, idet dekontinuert i hvert eneste punkt af sin de-
finitonsmeengde, som er Dm(h)|=¥ ;1 ]1;3F | % [. Men som det fremgér af figur 2.2
er dens graf ikke én sammenhaengende kurve, manatttre sammenhaengende kurvedele
svarende til de tre intervaller, som definitionsrgalam bestar af©

@Dvelse 3.22.

Betragt funktionen g(x) = 21 9 Bestem Dm(g) og gar rede for, at g er kontinuert.
X -
Tegn grafen for g og kommentér resultaterr@.

Eksempel 3.23.

Vi vil i dette eksempel se péa betaling af skastiten.

Den funktion f, der til en given skattepligtig imtkst x knytter det belgb f(x), der skal betalelsats
til staten, kaldes statsskatteskaléelter blot: skatteskalaen).

Om denne funktion ma man forlange forskellige tiiog,at der kan tales om en "retfeerdig beskat-
ning”. Man ma f.eks. forlange, at
skatteskalaen er voksende, —elleri  Skat 4
det mindste ikke-aftagende — idet en
skatteskala som vist pa figur 3.5 med-

fgrer, at en person, som tjenegrkx. Fig. 3.5
skal give mere i skat end en person, + J. .
som tjener noget mere (f.eks.kt.). ! X2 Skattepligtig indkomst

Man ma ogsa forlange, at f(8)0 samt at f(x) < x for alle x > 0, idet f(0) > Ole betyde, at en per-
son uden skattepligtig indkomst skal betale skaff(x) 3 x ville betyde, at en person betaler hele
sin indkomst eller mere i skat.
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Men udover disse egenskaber bgr skatteska Skat?
laen ogsa veere kontinuert, idet en skatteska (kr.)
la som f.eks. vist p& (figur 3.6) vil betyde, at  ¢og0l________
hvis en person, som tjeney k., far 1 kr. SO =g | Fig. 3.6
mere i lan, s& skal vedkommende af med ca. I T
1000 kr. mere i skat. : >

Xo Skattepligtig indkomst

Bemaerk, at vi i denne sammenhaeng betragter en moaelindkomsten opfattesom en kontinu-
ert stgrrelse (altsa som en sammenhaengende delmafndgel reelle tal), selvom indkomsten reelt
set kun er heltallige veerdier. Dette skyldes, doeskel pa 1 kr. i den skattepligtige er megéd il
set i relation til indkomsternes starrelse, saari ketragte det som at der er en flydende overgang
imellem de forskellige indkomstveerdié.

Inden vi gar videre og ser pa nogle seerlige egdreskaed kontinuerte funktioner, vil vi farst se pa
kontinuitet af sammensatte funktioner og af omveridbktioner.

Af hensyn til leesere, der ikke — eller kun i begsegromfang — kender til begreberne sammensatte
og omvendte funktioner, er der i Appendix 3 omiaftdamentale egenskaber for disse.

Vi beviser farst falgende saetning om kontinuitetsahmensatte funktioner:

Seetning 3.24.
Lad g og f veere to funktioner, der kan sammensaitfesktionenf g

Hvis g er kontinuert i xog f er kontinuert i g, sa erf  gkontinuert i %

Beuvis:

Vi bemeerker farst, at ifalge definition A.3.3 ér ( )(&) = f(g(X0))-

For nemheds skyld indfgrer vi bengevnelsegre g(x) 09 z = f(g(%)) = (Vo).

Ifalge definitionen pa kontinuitet skal vi bevisd for en vilkarlig valgt omegmw(z,) om z findes
en omegmv(Xy) om X%, s&: XI wW(xo)  f(g(x)) T w(zo).

Lad derforw(z,) veere en vilkarlig valgt omegn org. zDa f er kontinuert i yog da z = f(y,) findes
der ifglge definitionen p& kontinuitet en omemy,) om y, s&: i w(yo)  f(y) w (zo).

Da g er kontinuert i xog da ¥ = g(x), ses tilsvarende, at der findes en ome@n) om X, Sa:

xT wixo)  9g(x)T wW(yo). (Se figur 3.7).

o)
|

' ! i » Z

Z
f T \

. ~9(x)

I T T 1 : y

Yo

gT /

— > X

Xo X Fig. 3.7

Viser dermed i alt, at: k w(xo) g1 w(yos) f(g(x))T w(zo), hvormed det gnskede er vit.
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@velser 3.25.
a) Hvorfor er funktionen f(x) 8x2x +5)% kontinuert i 4 ?

b) Hvorfor er funktionen g(x) = kontinuerti2 ?©

x4 +1
Pvelse 3.26.
9(x++/x)°
a) Gar rede for, at funktionen h(x)—-? er kontinuert.

5
b) Gar rede for, at funktionen g(x)=1—- 2 er kontinuert. ©
X

Vedrgrende omvendte funktioner geelder der fglgseelming:

Seetning 3.27.
Lad f veere en funktion, som er monoton og kontinuet interval I, lad ¥ veere et vilkarligt valgt

indre punkt i I, og seet ¥ f(x,). Da geelder der:
a) f-1 er defineret i en omegni(y,) om ¥, 0g
b) f-1 er kontinuert i Y

Bevis:
Vi beviser saetningen for en voksende funktion. Bewfor situationen, hvor f er aftagende, overla-
des som en gvelse til leeseren. (Der skal kun fvesndringer i det falgende !).

Da f er voksende, er den ogsa injektiv og har ddremeomvendt funktiori - 1

Lad wi(Xo) vaere en omegn om,ysom opfylder, atvi(xo,) | 1. (Dette er muligt, dager et indre
punktil). Lade; veere radiusw;(Xo), dvs.

Wi(Xo) =] Xo—€1; Xo +e€r[.
Vi kan antage, at endepunkterng-e; og X+ e, begge tilhgrer intervallet I, idet omegnen ellers
blot gares lidt mindre (Overvej dette ).

Vi seetter nu y= f(xo—€1) 0g y = f(x, + €y).

Yy %=fxo) y

v
<

X—€ % Xot €

v
X

Fig. 3.¢

Da f er voksende, er1 X yo < y», idet —e1 < X% < X% *é€i.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Greenseyéadtinuitet og differentiabilitet”.



- 26 -

Da f er kontinuert i | — og dermed specielt i intlet [x, —e1; X, + €1] — far vi ifalge nedenstaende
seetning 3.29, at ethvert tal y mellemog y» er funktionsveerdi af et eller andet x imellep+>e; og
Xo+ €. Vi ser derfor, afy: ; y.] I Vm(®).

Lad nuw(y,) veere den omegn omg,\som har det mindste af talleng-yy; og ¥ — Yo Som radius
(se figur 3.8). Vi ser da, ai(y,) | [y1;Y2], hvormed vi ogsa far, at(yo) I Vm(f).

Da Dm(f '1) = Vm(f) ser vi, at funktionerf “ler defineret i omegnen(yo).

Hermed er punkt a) i saetning 3.27 bevist.

For at bevise, at ™! er kontinuert i ¥, skal vi ifglge Definition 3.1 bevise, at for eitkarlig valgt
omegnw( f 'l(yo)) om f '1(y0) findes en omegm(y,) om y, Sa:

yl wiyo) 1y T w(f t(yo)

Da % = f "1(yo), kan dette ogs& udtrykkes saledes:
Vi skal bevise, at for en vilkarligt valgt omeyix,) om X, findes en omegw(y,) om ¥, Sa:

yT wlys) ) T w(xo).
Lad derforw(x,) veere en vilkarlig valgt omegn ong.x8aetwx(Xo) = Wi(Xo) C W(Xo), hvorwi(xo) er

den omegn, der blev betragtet i beviset for puhkVaser da dels, at/x(x,) er en omegn omyXden
er lig med den "mindste” af omegnemg(Xo) 0gw(Xo)), dels atwa(Xo) I W(Xo) 0g Wa(Xo) I W(Xo).

Lad e, veere radiuswa(Xe), dvs.Wa(Xo) =]Xo —€; Xo + &
Pa praecis same made som i beviset for punkt aYrk@emss nu to (nye) punkter gg y, og en (ny)
omegnw(y,) om Y, idet vi erstattee; mede,. Vi far dermed, at

y Tw (yo) h<y<y
Da f er voksende, har vi ifglge seetning A.3.20, dt er voksende, hvilket giver os:
Yi<y<y fly) < £y < F(y)

Day =1(xo—&) 0g ¥ =1(X, + &) servi, atf '1(y1) =X —€ og f 'l(yz) = X, + &, hvormed vi far:
Fly) < 1) < 1) x-e < fliy) <x+e
hvilket ifalge definitionen aiv.(x,) betyder, atf 'l(y)T Wa(Xo).

Alt i alt har vi altsé falgende:

y W (yo) M<Y<y f iy < f7Hy) < F o)

Xo— & < fTHy) < %+e Fiy) T wa(xo) i) T wixo)
dvs.

y W (yo) Fhy) T wixo)

hvormed det gnskede er bevi&.

@Dvelse 3.28.

Gar rede for, at funktionen h(x) ¥x er den omvendte funktion til f(x) =x
Argumenter for, at funktionen h er kontinuert i 8.©
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Nogle egenskaber ved kontinuerte funktioner og desegrafer.

Kontinuerte funktioner defineret i intervaller hem raekke saerlige egenskaber, som er saerdeles nyt-
tige at kende til — bl.a. i forbindelse med bevigken raekke andre saetninger.
Vi vil her indskraenke os til at se pa kontinuertaktioner defineret i lukkede, begraensede interval-

ler, altsa intervaller af typen[:a;b], hvor begge endepunkter er med i intervallet.

Seetning 3.29.
Hvis f er kontinuert i et interve{la;b], og hvis t er et tal imellem f(a) og f(b),

sa findes der mindst ét tal c] a;b[, s f(c) =t,
hvormed der specielt geelder, &t ¥m(f).

v

Fig. 3.9
a) b) g

Denne seetning falger intuitivt klart af, at grafenen kontinuert funktion defineret i et intenel

en sammenhangende kurve, hvorfor specielt talietéere funktionsveerdi for et eller andet tal c.
(Jfr. figur 3.9). Men et egentligt bevis byggendede definitioner og saetninger, der beskriver situa
tionen, er pudsigt nok relativt kompliceret. Detlerfor placeret i Appendix 4, hvor interesserede
leesere kan se det.

Ud fra saetning 3.29 far vi falgende saetning:

Seetning 3.30.
Lad f veere en kontinuert funktion defineret i imafet [a;b]. Da geelder fglgende:

a) Huvis f(a) og f(b) har forskelligt fortegn, sa firglettal d ] a;b[, s& f(c) = 0.
b) Hvis f(a)! f(b), sa er intervallet mellem f(a) og f(b) enmetngde af Vm(f).
c) Huvis f er voksende fa;b]|, s& er vm(f) f(a);f(b)] , og

hvis f er aftagendeia;b], s& er Vm(f) f(b);f(a)]

@velse 3.31.
a) Argumenter for at saetning 3.30 er korrekt
b) Tegn for hver af de tre dele a), b) og c) af sagém figurer, der illustrerer situationen©
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Eksempel 3.32.
Vi vil prgve at finde en lgsning til ligningenx® =+/1+4x v.hj.a. seetning 3.30 a).
Ligningen x° =+/1+4x er ensbetydende med ligninger® - v+ 4x = 0. Hvis vi derfor saetter

f(x) = x3- J1+ 4x , skal vi finde et nulpunkt for f.

Dette kan nemt ggres v.hj.a. en grafregner (mel¥és eller et cas-program til en PC. Men vi vil
dels gare rede for, hvorfor der overhovedet eugiunkt, dels vise, hvordan det kan findes med
"handkraft”, hvis man ikke har sddant maskinero¢-derigennem samtidig fa en idé om, hvad der
sker inde i maskinen, nar den bestemmer en lgsning)

Vi starter med at konstatere, at funktionen f entkauert for x >- % (Overvej ).
Af seetning 3.30 a) falger herefter, at:

Da f(0) =—1 og f(2) =5, har f et nulptimellem 0 og 2 (her svarer a til 0 og b til 2)
Da f(-1) =1- J5< 0 harfet nulpunkt mellem 1 og 2  (her svardit 1 og b til 2)

Daf(1,5) = 3,375 <7 >0, har f et nulpunkt mellem 1 og 1,5 (hvadrsv til a og b her ?)
Da f(1,25) = — 0,496 <0, har f et nulgmellem 1,25 og 1,5

Pa denne made fortsaettes, idet vi hele tiden uaderdunktionsveerdien af tallet midt imellem to

tal, som vi ved har funktionsveerdier med forskellartegn. Processen stoppes enten, nar et af de
undersggte punkter er et nulpunkt for f, ellerman er tilfreds med ngjagtigheden i angivelsen af
lgsningen.

Denne metode er velegnet til databehandling (ogp&wdmaend godt veere den, der pa grafregneren
eller i cas-programmet bestemmer nulpunktet). Metrslal bemaerkes, at der findes andre meto-
der, som er vaesentligt "hurtigere”, dvs. som gresultatet med den gnskede ngjagtighed efter feer-
re antal "skridt” i processen. Vi vil imidlertid ile komme yderligere ind pa dette.

Hvis lgsningen skal findes ved "handkraft” (detiyiraksis sige ved hjaelp af en regnemaskine
uden "solver”), bgr man efter de farste indledeski&dt nok prave sig frem v.hj.a. "paene” tal som
f.eks. 1,2, 1,3, 1,4 o.lign.

Hvis vi gar dette ser vi, at f(1,3) < 0 og f(1,4D>sa nulpunktet ligger imellem 1,3 og 1,4. Hyiis v
praver med 1,36 og 1,37, sa ser vi, at f(1,36)0502226 og f(1,37) = 0,02577.

Et nulpunkt for f, dvs. en Igsning %l ligningen, ligger altsa imellem 1,36 og 1,3%is man er
tilfreds med to decimalers ngjagtighed, sa veelgesix36, idet f(1,36) ligger neermere 0 end
f(1,37). Hvis man ikke er tilfreds med to decimalewjagtighed, sa fortseettes processen.

Vi har sdledes, atye 1,36 er en Igsning til ligningenx® =v1+4x. ©

@velse 3.33.
Tegn grafen for funktionen: f(x) x3- V1+ 4x , x1 [0;2], med en stor enhed, og fglg pa figuren
udviklingen af beregningerne i eksempel 3.32.

Dvelse 3.34.

Ger rede for, at funktionen g(x) % +2x- 1 har et nulpunkt. (Vi kan senere bevise, at den har
preecis ét nulpunkt).

Find nulpunktet ved metoden i eksempel 3.32 medcuhlers ngjagtighed©
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@velse 3.35.

Las ligningen0,5x* - 2X%+ x+ £ Cv.hj.a.:

a) metoden i eksempel 3.32 med 2 decimalers ngjeagi
b) en regnemaskine/grafregner med en "solver”

c) et matematik-program/cas-program pa en PC
Kommentér resultatet. ©

Den sidste saetning vi vil omtale vedrgrende komtiteufunktioner defineret i lukkede, begreensede
intervaller, altsa intervaller af type['a;b] , er falgende:

Seetning 3.36.
Lad f veere en kontinuert funktion defineret i eidat, begraenset interv[adi;b]. Da geelder:

a) f(x) antager bade en mindsteveerdi (minimum) ogtersgevaerdi (maximum)[ia;b].
b) Hvis f(x;) er mindstevaerdien og f{xer stgrsteveerdien, sa er Vm(f)[f-(Xl);f(x 2)] ,
hvilket ogsa kan udtrykkes saledes: Vm(1[)minf(x);maxf(x)]

Ogsa denne saetning falger intuitivt klart af, @fgn for en kontinuert funktion defineret i et inte
val er en sammenhaengende kurve. Grafen "startenfige punktet (a, f(a)) og "slutter” i punktet
(b, f(b)) uden nogen form for afbrydelse (se figutO, som viser forskellige mulige situationer).
Men ogsa her er et egentligt bevis byggende péfiritibner og seetninger, der beskriver situatio-
nen, ret kompliceret. Det er derfor placeret i Apghi@ 4, hvor interesserede laesere kan se det.

1T T —— Fle) -

s s s s

v
-

|
] J
1 b a=x, b=x,
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Det skal bemeerkes, at ingen af forudsaetningemisgeB.36 kan undveaeres, dvs. seetningen geelder
ikke, hvis f ikke er kontinuert, eller hvis f iklex defineret i et lukket, begreenset interval.

Dvelse 3.37.
a) Betragt intervallef] 0;5], som er begraenset, men ikke lukket, iddt Po;5]

Skitsér grafen for funktionen: f(x)=1 ,xT ]0;5].
X

Argumentér for, at f er kontinuert]iO;S] , 0g at f ikke har noget maximum.
b) Overvej, at hvis vi betragter intervall[32;¥ [ som ikke er begraenset, sa er funktionen
f(x) = x?, x1 [2;¥ [ et eksempel pa en kontinuert funktion, som ikkeeét maximum. ©

@velse 3.38.
Tegn en skitse af en funktion, som

a) er defineret i det lukkede, begraensede intefz6],
b) ikke er kontinuert i[2;6],
c) hverken har en stgrsteveerdi eller en mindstevasedi.

@velse 3.39.
Skitsér i hvert af nedenstaende tilfeelde graferefokontinuert funktion f, som er defineret i inter

vallet|[ - 1;3[, og som opfylder:

a) vm(f) = [-2;1]

b) vm(f) = ]- 8;2]

c) vm(f) = [0;4]

d) vm(f)= R, E{C = [0;¥

e) Vm(f) = R

Kommentér resultaterne (indholdet af gvelse®).

Vi afslutter kapitlet om kontinuitet med at giveseknpler pa funktioner, der ikke er kontinuerte:

@velse 3.40.

0 hvisxi
Betragt funktionen f givet ved: f(x) = V! XA Q
1 hvis xI 1

hvor Q og | som bekendt er hhv. de rationale ogrdéonale tal.
Anvend saetning A.1.4 fra Appendix 1 til at bevigef ikke er kontinuert noget sted®

@velse 3.41. )

X hvis xI Q

-X  hvisx |

Bevis, at g er kontinuert i 0, og ikke i andre(tdt. gvelse 3.40).©

Betragt funktionen g givet ved: g(x) =
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Kapitel 4: Differentiabilitet 1.

Differentiabilitet og differentialkvotient.

Vi vil indledningsvis betragte et eksempel, soml $&ae os frem til en definition af begreberne
differentiabilitet og differentialkvotient.

Eksempel 4.1.
Benzintanken pa en bil fyldes op pa en tankstaffumfanget af benzinmaengden i bilens tank er

da en funktion f af tiden, og vi kan teenke os, et tleks. har en graf som fglgende:

Fig. 4.1

Vi kan se, at pafyldningen af 30 liter tager 60wsder, hvilket svarer til, at der i gennemsnit &gd
% liter pa i sekundet. Vi siger, at gennemsnits-faffingshastigheden for hele tidsforlrabet%er

liter pr. sek. (skrivesi L/sek.).

Men vi kan se af grafen, at rumfanget ikke forgigent, idet kurven ikke er en ret linie. F.eks.
forages rumfanget hurtigere omkring 30 sek. endrorgkidspunktet 50 sek., ider grafen "stiger
hurtigere” omkring 30 sek. Vi vil derfor finde etaffor pafyldningshastigheden ved forskellige
tidspunkter. Vi vil f.eks. prgve at betragte tidsktet t = 40 sek. og finde ud af, hvor hurtigt vee-
skemaengden forgges netop ved dette tidspunkt.

Til dette formal betragtes figur 4.2 (se gverst gste side), som er et udsnit af figur 4.1.

Vi ser, at f(40) = 30 liter og f(45) = 32,5 litexa pa de 5 sekunder, der forlgber fra t = 40 dek. t
t = 45 sek., er vaeskemaengden forgget med 2,5Hitéket altsd over denne-sek.-periode svarer
til en gennemsnitshastighed Eé L/sek. = 0,5 L/sek.

Denne gennemsnitshastighed er altsa beregnet som:

_25_325 30_ f(45) f(40

0,5 =—
5 45- 40 45 40
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Vi ser ogsa, at f(37) = 27,9, sa over den 3-sekiege, som gar fra t = 37 til t = 40, er gennem-

snitshastigheden givet ved:
30- 27,9 21
40-37 3

Som ovenfor ved 0,5 L/sek. har vi her, at

2130 27,9 27,9 30 f(37) f(4

© 3 40-37 37 40 37 40

Selv om vi har nogle "sma&” intervaller ved t = 4ks sa er gennemsnitshastigheden altsa ikke
ngdvendigvis en fast starrelse, og den er dermedeékbrugbart mal for hastigheden til tidspunktet
40 sek.

Men hvis vi nu ggr tidsintervallerne mindre og mimdsa ma vi komme teettere og teettere pa "den
rigtige” veerdi for hastigheden ved 40 sek. Hvislerfor definerer funktionen h ved:

h(t) = f(t) - f(40)
t- 40
(dvs. h(t) bliver gennemsnitshastigheden i et tigsival af Iaengdeht- 40| placeret ved tidspunk-

tet 40 sek.), sa skal vi undersgge h’'s opfarsel; gar mod 40.
| denne situation siger vi, at hvis h har en graesesdi for t gdende mod 40, sa kaldes graenseveerdi-
en for "hastigheden til tidspunkté0 sek.”.

0,7 ,altsa 0,7 L/sek.

0,7

Af nedenstaende tabel (se naeste side), som erajdaripa grundlag af figur 4.2, ser vi, at den om-
talte greenseveerdi ser ud til at veere ca. 0,65 L/bekrfor vi siger, at pafyldningshastigheden til
tiden 40 sek. er 0,65 L/sek.
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t (sek.) | h(t) (L/sek.)| t (sek.) h(t) (L/sel.)
45 0,50 37 0,70

41 0,60 39,5 0,69

40,25 0,64 39,9 0,66

40,1 0,65

For at finde hastigheden til tidspunktet 40 seka) si altsa finddim h(t), dvs. lim (v - 1(40)
t® 40 t®40 t-40

Hvis denne graenseveerdi eksisterer, sa siger finktionen f er differentiabel i punktet 469 vi
betegner graeenseveerdien nfeg@l0), der laeses: "f-maerke af 40”.

f €40) kaldes differentialkvotienteaf f i 40, og den angiver altsa i dette tilfaelddydningsha-
stigheden til tidspunktet 40 sek.

Lad os til sidst i dette eksempel undersgge ukletykw lidt neermere.

& g

f@
f(40)

v

Fig. 4.3

Hvis vi betragter punkter (40, f(40)) og (t, f(t¥pm ligger pa grafen for f (se figur 4.3), sd\seat

f(t) - £(40)
4

udtrykket netop er heeldningskoefficienten for linien s igemnde to punkter. (En sa-

dan linie igennem to af grafens punkter kaldesedaustfor grafen).
Nar vi nu lader t g& mod 40, sa vil vi fa en

raeekke forskellige sekanter og dermed en raekk 4
forskellige heeldningskoefficienter. P& figur 4.4
er tegnet sekanter svarende til tre mulige posi-
tioner af t: 1, t og &.

Vi ser, at efterhanden som t naermer sig til 40,

vil sekanterne naerme sig til en bestemt linje JAQ oo
som omkring punktet (40, f(40)) ligger teet op

af grafen. Vi vil senere definere denne linie

som grafens tangent i punktet (40, f(40)). Z

Idet sekanterne saledes "neermer sig” til tan- /Wl/

genten, nar t gar mod 40, sa vil sekanternes
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heeldningskoefficienter ogsa naerme sig til haeldhiogficienten for tangenten. Vi ser derfor, at
differentialkvotienten af f i 40 svarer til haeldgskoefficienten for tangenten.

Da sekanthaeldningerne svarer til de gennemsnjtig@dningshastigheder i de forskellige tidsin-
tervaller ved 40 sek., kan vi altsa sige, at haalgskoefficienten for tangenten — som er lig med
f €40) — svarer til pafyldningshastigheden i punktet 40.

(Bemaerk, at pafyldningshastigheden ogsa kan kaloefangets eendringshastighed, idet den angi-
ver, hvor hurtigt @ndringen af rumfanget foregae).

Pvelse 4.2.
Find pa grundlag af figur 4.1 pafyldningshastighetletiden 25 sek. og til tiden 50 sekd

@velse 4.3.
Der er gaet et lille hul pa en gasballon, sa gassem ud. Ved at male sammenhaengen mellem
rumfanget @i crﬁ) og tiden (| sek) er der fremkommet falgende keurv

Fig. 4.5

a) Find rumfangets sendringshastighed til tiden 1 egkil tiden 8 sek.
b) Hvorfor er disse resultater negative ?
c) Find gassens wtrgmningshastighed til de samme tidspunkier.

Pa baggrund af eksempel 4.1 vil vi anfgre fglgetefmition:

Definition 4.4.
En funktion f siges at veere differentialbelt punkt %, hvis falgende to ting er opfyldt:
1) funktionen er defineret i en omegrkamng X,

2) udtrykket]M har en greenseveerdi for x gaende mgod x

O

Graenseveaerdien a#(i" for x gdende modykaldes differentialkvotienteaf f i X
X- X,

— 0g den betegne${(x, .)
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Hvis f er differentiabel i ¥ sa har vi altsa, at:

fx,) = lim 1K) g T 1) @ £y for x @ %,
X® Xq X- Xg X=X,

f(x)-f(x , , . .
Udtrykket 109-1(x,) kaldes differenskvotientefor funktionen i intervallet mellemyog x — et
X- X,
navn der desveerre er nemt at forveksle med nadifferentialkvotienten, men forskellen ligger
altsa i, at differentialkvotienten er greenseveerdiedifferenskvotienten (for x gdende mag. x

Differenskvotienten angiver haeldningskoefficienten 4
sekantenmellem de to grafpunkter (x, f(x)) 0gdX(Xo)),
medens differentialkvotientent,) angiver_haeldnings-
koefficienten for tangentetil grafen i punktet (¥ f(Xo)).

Differenskvotienten angiver den gennemsnitlige fiors-
tilveekst(eller den gennemsnitlige vaeksthastigk#dr den
gennemsnitlige andringshastighedtervallet fra x til x,
og differentialkvotienten €x,) angiver funktionens veekst-
hastighed (eller eendringshastighed) i punkget x

Fig. 4.6

Nar vi skal bestemme generelle udtryk for differ@ivotienter for givne funktionstyper, eller nar
vi skal bevise regneregler for differentiation ms#,kan vi benytte fglgende:

3-trins strateqi ved undersggelse af differentiabilet mm.
1) Kontrollér, at f er defineret i en omegn o &g opskriv derefter differenskvotienten

109-1(x,) for den givne funktion
X- X,
2) Pregv gennem snedige omskrivninger og argumentss,am differenskvotienten har en
graenseveerdi for x gdende magd x
3) Konkludér: Hvisdifferenskvotienten har en graenseveerdi for x gédendd %, sa er f
differentiabel i %, og differentialkvotienten €x,) er lig med den fundne greenseveerdi.

Eksempel 4.5.
Vi vil vise, at funktionen f(x) = Xer differentiabel i 3, samt finde differentialkiaiten i 3.

Idet f er defineret overalt, og dermed specieit benegn om 3, skal vi betragte udtrykket
f(x)-f(3)
xX-3
Vi har for x* 3, at

2 2
fx)-f@) _ x7-3° _ (x+ 3)(x 3) _ 43
xX-3 X-3 Xx- 3
og heraf ser vi, at:
f(x)-f(3)

® 6 for x® 3
X-3

Vi har séledes vist, at f er differentiabel i 3 nufferentialkvotientenf ¢3) = 6.
(Jfr. avelse 2.16 a), hvor vi ser pa en tilsvargmdlemstilling, men med 5 i stedet for 3)©
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@velse 4.6.
Vis v.hj.a. 3-trins strategien, at:
a) funktionen g(x) = 2x — 3 er differentiabel i 5y Hind g&5). Kommentér resultatet.

b) funktionen f(x) = X er differentiabel i allexi R, og at f ¢x,) = 2X,
(Jfr. eksempel 4.5, hvopx 3). ©

Eksempel 4.7.
Betragt funktionen h(x) =/x . Vi vil vise, at h er differentiabel i et vilkagt punkt % > 0, samt
finde h&x,).

Da Dm(h) :[ 0¥ [ og da x> 0, ser vi (jfr. Appendix 1), at h er defineredri omegn omx

Vi skal derfor beskaeftige os med differenskvotian x)- h(XO). For xt X, har vi:
X- X,
h()- h06) _ VX-Xo (- fxo <X +x,)
X- Xq X- Xq (X XXX +y/X)

hvor vi i den sidste omskrivning har forlsenget hmmlmedx/;ﬂ/z — o0g en forleengelse af en
brgk eendrer som bekendt ikke brgkens veerdi.
Hvis vi nu anvender regnereglerne: (a — b)(a + =K og (\/5)2 = a pateelleren, s far vi:
h(x)- h(x,) _ X- X, _ 1
X=Xy (X- X XWX HX) VX HyXg
Da+/x ® \/Z for Xx® X, (jfr. Seetning 2.9 c¢)), ser vii alt, at:
h(x)- h(x,)

1

Funktionen h(x) =/x er séledes differentiabel i med differentialkvotientenh@x,) =

for x® X,

1

2

(Jfr. @Qvelse 2.16 b), hvor,x 7). ©

Dvelse 4.8.
Vis v.hj.a. 3-trins strategien, at funktionen fé)()1 er differentiabel i alle i R\{O} ,ogat:
X

_ 1
f&x,) = 2

(o]

(Jfr. @Qvelse 2.16 c), hvorx 3). ©

Eksempel 4.9.
a) Funktionen f(x) 5 x| er ikke differentiabel i 0, idet differenskvotien

f(x)-f0) _[x-19 _ X
x-0 x-0 X
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ikke har nogen greenseveerdi for x gadende mod OeBkyides, at nar x >0, s el X =
X X
X -
ognarx<0, sa eu = X-_1 (Jfr. ogsa Dvelse 2.8 a)).
X X

b) Jx er ikke differentiabel i 0, bl.a. fordi'x ikke er defineret i et symmetrisk interval omkridg

c) Lad funktionen f veere givet ved: i)
30
f(x) = x
-JIx x< 0

¥

Pa figur 4.7 ses det grafisk billede af f.
f er ikke differentiabel i 0, idet differens-

kvotienten 09 - O( ) bliver uendelig
X- .
stor, nar x naermer sig til 0 (overve;j !). Fig. 4.7

Differenskvotienten har altsa ingen graenseveerdi fgiende mod 0.

(Sekanterne far starre og starre haeldningskoeffieieefterhanden som x kommer neaermere til
0, hvorved "tangenten” bliver en lodret linie gemmpunktet (0,0). Og en lodret linie har ingen
haeldningskoefficient). ©

Undertiden er det fordelagtigt at omskrive diffeslevotienten pa fglgende made:
Hvis vi seetter h = x —{dvs. h er tilveeksten i den uafhaengige variable&har vi, at x =x+ h ,
og dermed, at

f(X)'f(Xo) — f(xo+h)'f(xo) 1
X=X, - h

o - - o -.f-{‘xc—’_}‘zi"r___ T
Da x gar mod ¥ hvis og kun hvis h gar mod

0 (overvej!), ser vi, at hvis greenseveerdien i apleos

i T00-(xo)

eksisterer, sa eksisterer

=

X® Xq X- X, I

.. f(x,+h)-f(x,) o - iy —
graensevaerdleLl(gno g ™ 9~ ogsa | S WU )
(og omvendt), og de to greenseveerdier er ens. Fig. 4.8

Hvis disse greenseveerdier eksisterer, sa er f diffebel i x, og der gaelder:

TR CRL R

Eksempel 4.10.
Betragt funktionen f(x) =%, og ladx, T R veere vilkarligt valgt. Vi har da:
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f(x,+h)-f(xy) = (Xo+h)3- x2 = x,2+3x,°h+3x, WP+ h - x° = 3x.h+3x,hF+ 1

hvoraf vi ser, at
f(Xo +h) - f(xo)
h

= 3x,2+3x,h+ I
Dette giver os, at
f(Xo +h) B f(Xo)

h
dvs. f(x) = X er differentiabel i xmed differentialkvotienterf ¢x ) =3x 2. ©

® 3x,° for h® 0

@velse 4.11

Find p4 samme made som i eksempel 4.10

a) differentialkvotienten af g(x) = 3% 4x — 1 i punktet 2

b) differentialkvotienten af en lineaer funktion f(x)ax + b i et vilkarligt punktx ©

Ofte benaevnes tilveeksten h sbm idet symboleD ("delta”) anvendes til at angive, at der er tale
om en tilveekst i den starrelse der anfares €ty altsa i dette tilfaelde x. (Denne skrivemade an
vendes specielt i matematiske modeller, Hostar for en lille tilvaekst i den konkrete uafhageg
variable, f.eks. tiden).

Vi har altsa, atDx = h = x — .

Funktionen f er differentiabel, hvis differensk\tmtenf (X, * DI;() - T(%) har en greenseveerdi for
X

Dx gaende mod 0, og da geelder der:
f (Xo + DX) - f (Xo)

® f¢x for Dx ® 0
O €x,)

f(x,+Dx) -f(x)
Dx

dvs. f¢x,) = Ilji(rgo

P& samme made sdix betyder tilveeksten i den uafhaengige variabléxarsrzendes undertiden
betegnelserDf for tilveeksten i den afhaengige variable, dvs= f(x, + D) -f(x,) , hvormed

differenskvotienten kan skrives sogqrx—.

Vi har da, at
Df _ f(x,+Dx)- f(x,) _ F(x)-f(xy) S+ Ax)-
Dx Dx X- Xg o
J(xo)1
og dermed, at
Df
X ® f¢x,) forDx ® O
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Vedrgrende sammenhaengen mellem kontinuitet ogreliffebilitet geelder der fglgende saetning:

Seetning 4.12.
Hvis en funktion f er differentiabel i et punks,»sa er den ogsa kontinuert,i x

Bevis:
Da f er defineret i en omegn omg fog dermed specielt L skal vi ifalge definition 3.1 vise, at:
f(X) ® f(Xo) for X® X,
hvilket er det samme som at vise, at
f(x) —f(Xo) ® 0 for x® X,
Da vi ved, at f er differentiabel pxskal vi have dette inddraget i beviset. Dette\gared at lave
falgende omskrivning (som geelder fot x,):

00— 16x9) = (100~ T 2 = )X

>(X 'Xo)

o - Xo
Vi ved, at
f(x) - f(Xo)
X- Xq
Ifalge seetning 2.11 c) far vi dermed, at
f(x) —f(Xo) ® f&x,)*0 forx® X,

® f¢x,) forx® X, og at X—X® 0 for x® X,

dvs.
f(x) —f(Xo) ® 0 for x® X,

Hermed er seetningen bevis®

Omvendt kan en funktion godt veere kontinuert itk uden at veere differentiabel i punktet.
Funktionen i nedenstdende eksempel 4.13 er sdtedéisuert i 2, men ikke differentiabel i 2.

At en funktion f er differentiabel i et punkg ketyder, lidt Igst udtrykt, at grafen for f er agjl i
punktet (%, f(Xo)), saledes at der kan tegnes en tangent, soneikloglret. Grafen ma derfor hver-
ken "knaekke” eller "springe” i punktet, og en evagittangent ma ikke veere lodret.

Pa nedenstaende figur 4.10 er skitseret grafemfaddorskellige funktioner:4f, f, , f; og &, hvor-
af kun f, er differentiabel i punktetox

& &, T 1‘

AN

/O 4
1

1 ; x

Xg Xg Xo 1]

Fig. 4.10

L

Eksempel 4.13.
Betragt funktionen f givet ved:

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Greenseyéadtinuitet og differentiabilitet”.




- 40 -

x? nar x£ 2 4

)= | :
5X +1 nar x> 2

Grafen for f er tegnet pa figur 4.11

f er kontinuert i 2, idet®= 4 og %XZ 1 =4 (jfr. seetning

3.13). _ 1
Men f er ikke differentiabel i 2, idet hvis x ermdire end 2,
saer
2
f(x)-f(2):x-4:X+2 ,f
X-2 X- 2 I
hvoraf vi ser, at L »
fx)-1(2) ® 4 for x® 2 !
X-2
Og hvis x er stgrre end 2, sa er
f(x)-f(2) _ 3x+1-4 3x 3 3(x 2)_3 Fig. 4.11
x-2  x2 %2 x2 2
hvoraf vi ser, at
)12 o 3 tor x@ 2
X-2 2
. . f(x)-f(2) o . . o .
leferenskvotlenten—2 har saledes ikken greenseveerdi for x gaende mod 2, dvs. f er ikke
X_

differentiabel i 2.
Det ses da ogsa af figur 4.11, at det ikke er rhaligndtegne en tangent til grafen i punktet (2,4)

idet linien y :%x +1 er den linie, som bedst tilneermer "hgjre del§edfen ved punktet (2,4)

(denne linie er grafen selv), hvorimod den skitderiniel tilnaermer "venstre del” af grafen bedst
ved punktet (2,4). Grafen "knaekker” i (2,4).
Vi vender senere (i Kapitel 7) tilbage til dettesekpel. ©

Tangent.

| forbindelse med indfarelse af differentialkvotien blev det omtalt, &t¢x,) er haeldningen for
en linie, som tangerer grafen for funktionen f ngtet (%, f(Xo)).
Nar vi kender heeldningskoefficienten a for en limig et punkt (¥ Yo), som linien gar igennem, sa
er liniens ligning givet ved: y =& — %) + Yo, 0g linien er graf for en lineaer funktion t med
skriften: t(X) = &X — X)) *+ Yo.
Om tangenten ma derfor geelde, at den har ligninggre f €x ) Xx -x.) +(x )
og at den er graf for en funktion t med forsknift t(x)= f¢x,) Xx -x,) +H(x )
Disse to formler kan omskrives til fglgende (kofiég:

y = Texo)x «f(x) £®&9 x9  hhv. t(x) = fex)x f(x) (& x
hvormed de er angivet pa den kendte form: y = dxhhv. t(x) = ax + b.
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De omtalte udtryk — og dette at den omtalte linaterer” grafen, dvs. ligger teet pa grafen i punk-
tet (%, f(Xo)) — kan ogsa indses pa falgende made:

Da funktionen f er differentiabel geelder der, at

M@ f¢x,) forx® Xo
X - Xg

Hermed ser vi, at narxx, (dvs. nar "x naesten er lig megl)x sa er

F0- Fxo)
Txex,

[0}
Ved at gange pa begge siderafmed x — ¥ far vi, at
f(X) — f(xo) » fEX,)XX -X,)  Nar x» X,
dvs.
f(x) » f€x,)xx -x,) H(xy) nar x» X,

Udtrykket pa hgijre side afkan som ovenfor omskrives fix ) % (f(x,) &) x o , dvs. il

et udtryk af formen: ax + b. Vi ser dermed, atx&r teet pa g sa antager funktionen f neesten de
samme funktionsveerdier som den linegere funktionet yed forskriften:

t(X) = f((Xo) >(X 'Xo) + (Xo)
eller

tx) = Fexo) % 4f(xo) &) x )

Grafen for t har haeldningskoefficientéffx ) , og da

t(x,) = F&x,)x, Kf(xy) &9 x) F(x)
gar grafen for t igennem punktet, (Xf(X,)) — som ogsa ligger pa grafen for f (se figur 4.12
Vi ser altsa, at

f(x) »t(x) nar x» Xo

Pa baggrund af denne analyse angiver vi falgenfileiten:

Definition 4.14.
Lad f veere en funktion, som er differentiabel patkt x,.

Den linie, som har haeldningskoefficientefx ) og

som gar igennem punktety(xf(xo)), kaldes tangenten
til grafen for f i punktet (x, f(xo)).
Den tilsvarende linegere funktion t, som har forftan

t(x) = F&x,) Xx -x) +H(x ) S(xa)t
kaldes det approximerende fagrstegradspolynomiugn

&

tangenten

i (xoe.f(-\’o])

i
>

X0

Udtrykt ved liniens ligning er tangenten givet ved:
y = f&x,) Xx -x,) H(x ) Fig. 4.12

Et farstegradspolynomium er en funktion med forsénifax + b, og at approximere betyder at til-
neerme (i dette tilfaelde funktionsvaerdier for f),lmpge dele passer netop pa t(x).
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Eksempel 4.15.
Lad os betragte funktionen f(x) Z./i har i gvelse 4.6 b) set, at f er

differentiabel i alle T R, og atf ¢x ) =2x,. Vi vil nu finde en lig-
ning for tangenten til grafen for f i punktet (2,4)
Ifglge definition 4.14 har vi ligningeny =f ¢2) Xx -2) +f(2) ,
og da der geelder:
y=f¢€2)xx -2)+f(2) U y=4xx -2)+4 U vy=4x-4

ser vi, at tangenten ligning er: y=4x -4 (geif4.13). (2,4)

Det approximerende farstegradspolynomium er altég:= 4x — 4
Da f(x) » t(x), nar x er teet pa 2, sa har vi f.eks., at /
f(2,015)» t(2,015) = 42,015 — 4 =4,06. /

4,06 kan altsd bruges som en tilnsermet vaerdi fol.6¥f. X
(Faktisk geelder der, at 2,045 4,060225). ©

v

Fig. 4.13

Pvelse 4.16.
Find en ligning for tangenten til grafen for furddien f(x) = X i punktet (-1, 1). ©

@Dvelse 4.17.

Betragt funktionen h(x) =/x . Bestem det approximerende farstegradspolynomi@mfunktio-
nen h i punktet 9 (jfr. eksempel 4.7).

Anvend t til at finde en tilnaermet veerdi fg®,075. Sammenlign denne tilneermede vaerdi med
veerdien af\/9,075 fundet v.hj.a. en regnemaskin®.

Den praktiskeanvendelse af approximationer ved hjeelp af etapmrerende farstegradspolynomi-
um er efter regnemaskinernes fremkomst og genardbecdelse stort set uden betydning.

Men den teoretiskbetydning, herunder anvendelse i diverse modelfadet approximerende for-
stegradspolynomium er ganske stor. (F.sgdler det en veesentlig rolle ved beskrivelspeaidu-
lers svingning).

Afledede funktioner.

Vi har i eksempel 4.10 gjort rede for, at funktiarféx) = ¢ er differentiabel i et vilk&rligpunkt %,
og at f¢x,) = 3x02. Vi kan derfor til et vilkarligt punkt x tilordndifferentialkvotienten af f i
punktet, hvorved vi far en funktion, som betegfiésog som kaldes den afledede funktadrf (jfr.
definitionen pa en funktion).

Vi har altsa i det ovenstaende tilfeelde, at furmtforskriften for den afledede funktiogdr givet
ved: fgx) = 3%
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| almindelighed har vi, at hvis en funktion f effdientiabel i en maengde af punkter A, sa er den
afledede funktion x) defineret for alle ¥ A. (Forskriften for #¢fas ved at bestemme et generelt
udtryk for differentialkvotienten €x,), og nar dette udtryk er fundet, fiernes index'eta x’et).
Meaengden A af punkter, hvor f er differentiabel,des undertiden for differentiabilitetsmaengden
for f. En funktion, som er differentiabel i allemqkter i sin definitionsmaengde, siges kort at veere
differentiabel

Pa baggrund af eksempler og gvelser i det foregélkaal vi opstille falgende tabel over nogle
funktioner f og de tilhgrende afledede funktioheér

f(x) k (konst.) ax+b JX X2 N 1
1 1
f¢x 0 a = 2% 32 1
) 7 .
o ) e o 1 ¢ 1 _
For nemhed skyld vil vi ofte tillade os at skrivéx®)¢= 3x* og — =-— ,ogtilsvarende
X X

for andre funktioner.

Eksempel 4.18.
Hvis en bil karer ud af en vej, sa vil afstanddrasstartpunktet veere en funktion af den tid t, ssm
gaet siden starten.

s(t)- s(t,)

0]

fra t til t,), medens differentialkvotientesf{(t, ) angiver hastigheden til tidep(dvs. sqt,) angiver,

hvad speedometeret viser til tidgh {Jfr. indledningen til dette kapitel).

Den afledede funktiontangiver altsa hastighedeom funktion af tiden t. Ofte — specielt i fysik —
skriver man v i stedet fo§saltsa: v(t) = &t). (v star for det latinske ord "velocitas”, sdratyder
hastighed eller fart).

Differenskvotienten angiver bilens gennemsnitshastighed i tidsrummaet til t (eller

Som bekendt vil hastigheden af en bil ofte aendhebkat af en karetur — bl.a. afhaengig af, hvilken
pedal der trykkes pa.
Hastigheden v er saledes en funktion af tiden (sgsa@ allerede angivet i betegnelsen v(t)).

Differenskvotientenw angiver hastighedsaendringen i tidsrummetfta t divideret med

(0]
den tid, der er brugt til sendringen.
Differenskvotienten for v(t) angiver m.a.o. genneitsaccelerationen i det givne tidsinterval. (Den
angiver, hvor hurtigt hastigheden i gennemsnit a&s)dr
Differentialkvotienten t,) angiver saledes, hvor stor en acceleratiy) hifen har til tidspunktet.t
Den afledede funktiondangiver altsa accelerationarsom funktion af tiden t.

Vi har altsa nu: a =&/0og v = § og vi kan derfor skrive: a =4 eller kort: a=3%

& kaldes den dobbelt afledede eller den anden aftedes.

Hvis afstanden s males i meter (m) og tiden t usdler (s), s& males hastigheden i m/s, og dermed
males accelerationen a i (m/s)/s, hvilket skrive&. (Laeses: "Meter pr. sekund i anden”)®
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@velse 4.19.
Pa nedenstaende figur 4.14 ses grafen for en imktisom angiver afstanden fra startpunktet for
en bil, som karer ud af en glven vej (Jfr eksem@&B)

: ]'T."_T__
i Eastaes et 431
HET |--__.

=D 4__+

f:;:__-;____g??i!_?_l__g;m:-..ze 30 4@ 50 g0 1000

a) Tegn pa grundlag af figuren en skitfehastigheden v som funktion af tiden.
b) Tegn desuden en skitagaccelerationen a som funktion af tiden.
Hvad sker der, nar accelerationen er negatie?

Hvis den afledede funktioh¢ af en given funktion er differentiabel, sa vikvsom omtalt i eksem-
pel 4.18 — skrivef ¢i stedet for(f ¢ . f ¢ kaldes den dobbelt aflededber den anden aflededéf.

Vi skal i det falgende kapitel vise, at funktion®xf er differentiabel med differentialkvotienten 6x.
| det ovenfor betragtede tilfaelde: f(x) 2og f¢x) = 3% far vi sdledes, at den anden afledede er

givet ved:fd&) = 6x. Vi vil her tillade os kort at skrive: % = 6x.

@velse 4.20.
Lad funktionen f vaere givet ved: f(x) Z xAngiv en forskrift forf ¢x) og for f@k). ©
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Kapitel 5: Regnereqler for differentiation.

| dette kapitel vil vi se pa differentiabilitet afy regler for differentiation af: en konstant garsm
funktion, en sum af to funktioner, en differeng@funktioner, et produkt af to funktioner, en brgk
af to funktioner, sammenseetning af to funktionedeg omvendte af en given funktion.

| beviserne anvendes 3-trinsstrategien omtalt itkhg (side 35).

Differentiation af f+q, f—q, kikoqg f+ k.

Eksempel 5.1.
a) Betragt en stor beholder, hvor der er montereutager A og B til opfyldning af beholderen.

Hvis f(t) betegner veeskerumfanget til tiden t, pémpe A anvendes alene, sa angif&t) pa-
fyldningshastigheden til tiden t for pumpe A al€jie indledningen til kapitel 4). Og hvis g(t)
betegner vaeskerumfanget til tiden t, ndr pumpev@aes alene, sd angivg®t) pafyldnings-
hastigheden til tiden t for pumpe B alene.

Hvis vi nu lader begge pumper virke pa én gangrsamfanget h(t) som funktion af tiden gi-
vet ved: h(t) = f(t) + g(t). Desuden er det klattden nye pafyldningshastighed er givet som
summen af de to selvsteendige pafyldningshastighie¢t@rog g&t). Vi har altsa:

h@t)= f ¢t) + g&t). Men da h(t) = f(t) + g(t) ser vi, at(f (t) +g(t))¢d = f¢t) + gqt).

b) 1 beholderen fra ovenstaende eksempel har vi 10.080d. Vi teenker os nu, at den ene pumpe
(A) pumper vand ind i beholderen, medens den apderpe (B) pumper vand ud.
Hvis f(t) angiver rumfanget til tiden t af vandddeholderen, nar pumpe A virker aleong hvis
g(t) angiver den vandmaengde, som pumpe B har pumagittiden t, sa er det faktisk fore-
kommende rumfang h(t) til tiden t givet ved: h¢tj(t) — g(t).
Da f ¢t) angiver indpumpningshastigheden @@t) udpumpningshastigheden til tiden t, sa er
rumfangets sendringshastighb@(t) givet ved: hqt) = f ¢t) —g&t).
Der geelder saledes, aff (t) - g(t))¢ = f ¢t) —g§t).

c) Pumpe B iovenstaende eksempel b), (dvs. den pwsopepumper vand ud), er gaet delvis i
stykker og virker derfor kun med halv kraft. Demdangengde u(t), som den defekte pumpe har

pumpet udil tiden t, er saledes givet ved: u(t)%=g(t).
Dette sker naturligvis, fordi udpumpningshastighredefaldet til det halve. Vi har saledes:
u§t)=3g @), dvs. (3>g(1))¢ =} g®). ©

Inspireret af eksempel 5.1 kan vi opstille fglgesedsning:

Seetning 5.2.
Lad f og g veere to funktioner, som er differentéabét punkt ¥, og lad k veere en konstant.

Da er funktionerne f+ g, f—g,%Xkog f + k differentiable i xmed differentialkvotienterne:

a) (f +g)qxo) = f(zxo)-l_ g(I(Xo) b) (f - g)qxo) = fQXO)_ gG(XO)
c) (kA)ex,) =k &(&,) c) (F+Kk)&x,) = f&x,)
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Bevis:

Da f og g — samt den konstante funktion k — errei8t i en omegn omyxer funktionerne f + g,
f—g, kf og f+k ogsa definereti en omegn omkrindovervej !).

Vi skal derfor blot opskrive og undersgge diffetartienterne for de forskellige funktioner og via
passende omskrivninger finde graenseveerdierne fografgaende modx

Ad a): (F+g)(x) - (F+9)(X,) _ f(x) +g(x)- f(xo)- 9(xo) _ f(X)-f(Xo)+ 9(x)- 9(X,)
X- X, X- X, X- X,
Den sidste brgk opdeles i to brgker, som giveetgffiskvotienten for hhv. f og g:
FO) - T(Xa)+ 9(x)- 9(Xe) _ F(X)-T(Xo) . 9(X)- 9(%,)
X- X, X- X, X- X,
Da f og g er differentiable ixxhar vi, at

f) - fxo) ® f¢x,) for x® X,
X- X,

09

9()- 9(%) ® g¥x,) for xX® X
X - Xg
Vi ser saledes, at
(f +g)(x) - (f+ g)(X,)
X- Xg
Vi har dermed bevist, at f+ g er differentiabe), og at (f +g)&x,) = f&x,)+ 9¥x,).

® f¢x,)+ g¥x,) for x® X,

Ad b): Beviset fgres som for a), idet nogle +'er udgldfined nogle —'er, og omvendt. Detaljerne i
beviset overlades til lseseren som en gvelse.

Ad c): (KN)x) -k R)Xo) _ KA(x) K*(Xg) _ | F(X)-T(Xo)
X- X, X- X, X- X,
f()-f(x)
X- X,
differentiabel i %, og at: (kX¥)¢x,) =k &) .

Da f er differentiabel i xhar vi, at: f¢x,) for x ® X, hvoraf vi ser, atker

Ad d): Denne regel, der siger, at en konstant lagnhtijigen funktion ikke aendrer pa differential-
kvotienten, er indeholdt i a), idet vi blot kan ssag(x) = k for alle x. Vi far da, ag&x,) = 0.

Hermed er saetning 5.2 bevigd.

Eksempel 5.3.
Hvis h(x) = 2x° Ly 2, sa far vi ifalge saetning 5.2, at:
X

¢

¢
hix) = (27) ¢ 2 7. (2) = 2xA)e X2 = 26 Hx — = 6x2- 4 ©
X X
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@velse 5.4.
Find differentialkvotienterne af fglgende funktione
a) f(x) = X*=3x+1

b) gx) = AVx- —
2X

c) h(x) = ax*+bx+c , hvor a, b og ¢ er konstante®

@velse 5.5.
Skitsér grafen for funktionen: f(x) %xz - X+ 4. Bemeerk, at da f er differentiabel, skal kurven

veere "glat” uden "knaek”).
Find ligningerne for de tangenter til grafen fosém gar igennem punkterne: (1, f(1)), (-2, f{-2)

og (3, f(3)).
Indtegn tangenterne pa figuren — og kommentér tatstl ©

Differentiation af produkt og brgk af funktioner.

Vedrgrende differentiation af et produkt af funkio geelder der fglgende seetning:

Seetning 5.6.
Hvis f og g er to funktioner, der er differentiabbe,, sa er & differentiabel i ¥, og

(F9)€x,) =f &,) g(x,) #Hxy) (%)

Beuvis:

Da f og g hver for sig er differentiable §,>er de begge defineret i en omegn qgnDermed erxy
ogsa defineret i en omegn om X

Vi skal derfor blot opskrive og undersgge diffeterttienten for g og via passende omskrivninger
finde graenseveerdien heraf for x gaende moW®/ixhar:

(f0)(x) -(F 9)(Xo) _ F(x)9(x) -f(x,) ¥(X,)
X- X X- X

Vi indskyder nu leddet f(®)(xo) i teelleren, idet leddet dels treekkes fra, detgkes til igen (sva-
rende til, at vi leegger 0 til i teelleren — og detdeer ikke vaerdien af brgken). Vi far:

(F9)(x) -(F9)(x,) _ F(x)9(x) -f(x) gx,) F(X) &KHx,) HXo) HXo)
X- X, X- X

Den sidste brgk kan omskrives ved at seette f(xpfaden parentes i de to farste led i teelleren,
seette g(¥) udenfor en parentes i de to sidste led i teellegederefter opdele brgken i to brgker:

(F9)x) -(F 9)(xo) _ FO)Ag(x) -9(%,)) , (F(X) - T(X4))>a(Xo)

X- X X=X X=X
Ved at flytte f(x) hhv. g(¥ ned ved siden af brgken far vi endelig, at:
(F9)(x) -(Fa)(x,) _ f(x)ﬂ(x) 90%) fOxr f(xo)

X-X X-X X

- g(X,)

(0] (o]
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Da f og g er differentiable ixhar vi, at
f) - Txo) ® f¢x,) for x® x, o0g 9()- 9(%) ® g%x,) for x® x,
X- X X- Xq
Ifglge seetning 4.12 har vi desuden, at f er komtihiux,, hvormed vi ser, at:
f(x) ® f(xo) for X® X,
Da g(%) er en konstant, far vi alt i alt, at:

A0 L) @ 1ix,)gtx,) # & 8k Tor x® X,

Vi ser hermed, atg er differentiabel i  samt at(f >)g)&x,) =f(x,) & &,) #(%,) o¢x,)
Da f(x,) 9%&x,) # &) g(x,) = F&x,)0(x,) H(x,) g &, ersaetningen hermed bevi.

Det er begraenset, hvor mange forskellige, relevekéempler og gvelser der kan angives pa diffe-
rentiation af et produkt pa nuveerende tidspunéksten, hvor vi dels endnu ikke kan differentiere
sammensatte funktioner, dels ikke kan bruge meeszdasante funktioner sorf}, Xogaritme-, eks-
ponential-, potens- og trigonometriske funktiordden her er lidt. Se desuden i opgavesamlingen.

Eksempel 5.7.
Vi vil bestemme differentialkvotienten (den afleédidnktion) af funktionen: h(x) =8x>(x? + x)

Hvis vi seetter f(x) = 8k og g(x) = X+ x, s& far vi ifalge saetning 5.6, at
hix) = (857) &(x% +x) 48x° 0% ) = 242 x(x* +x) 48X 2x 1) = 40x* +32%
dvs. h{x) = 40x* + 32¥. ©

@velse 5.8.

Find differentialkvotienten af falgende funktioner:

a) x/x b) (WX +3)X7 +5) 0) 2¢(5x3- 19%) ©
X

@velse 5.9.

Om tre funktioner f, g og h geelder, at de er défgiable i %. Find en formel for(f g R)§x,) ©

Vedrgrende differentiation af en brgk af to funko geelder der fglgende saetning:

Seetning 5.10.
Hvis f og g er to funktioner, der er differentiabbe, og hvis g(x)* 0, sa erL differentiabel i x,
g

fy = 180 000) F(x) 9 &)
) (9(xo))°

f
09 —
g
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Bevis:

Vi skal fgrst argumentere for, a];e er defineret i en
g

omegn om ¥

Da g(x%) O, harvienten, at g{x> 0 eller g(x) < O.

Lad os antage, at g{x> 0. (Hvis g(x%) < 0, forlaber

argumentet pa tilsvarende made ).

Da g er differentiabel i er g ogsa kontinuert px

hvormed der geelder, at: g®) g(x%,) for x® Xo. / Xo

Da g(%) > O far vi hermed ifglge seetning 2.19 , at \/

der findes en omegn(x,) om X%, sa (se figur 5.1)
AW (%) g(x) >0,

Dette betyder specielt, at der findes en ome@), sa g er defineret i denne omegn og sa

g(x) O for alle x i denne omegn. Da f er differentiabel, er f defineret i en omegn omg.x

v

Fig 5.1

| alt far vi dermed, at funktioneL er defineret i en omegn ong fovervej !).
g

Vi skal derfor blot opskrive og undersgge diffetaratienten
f f
— (X)- = (Xo)
g g

X - Xq

for r og via passende omskrivninger finde greenseveerdiarad for x gdende mog.x
g

Teellereni differenskvotienten omskrives pa fglgende made:

FO)  f(%,) _ F(X)°9(X,) - f(X,)°9(X)
a(x) 9(X,) a(x)>9(X,)

Lo- Lixy) =
g g
f(X)’g(Xo)- f(X0)>g(XO)- f(X0)>g(X)+f(XO)>g(XO) —
9(x)>9(X,)

(F (%) - F(X6))°9(Xo) - F(X0)>@(X) - 9(X,))
9(x)>g(x,)

hvor vi undervejs har "indskudt” leddet: f (x,) >9(X,) +f(X,)>9(X, , $om er lig med O, samt sat
0(Xo) hhv. —f(%) (bemaerk —'et !) udenfor parenteser.

Differenskvotienten fremkommer nu ved at dividee¢ findne udtryk med x -.xDa man divide-
rer en brak med et tal ved at gange med tallewvinegen, er differenskvotienten altsa lig med:

(F () - F(X0))°9(X0) - F(X,)°(@(X) - 9(X,))
9(x)>g(X,) (X~ X,)

Ved anvendelse af regneregler for bragker kan ddiffexenskvotient omformes til (kontrollér !):
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f (X) - f (XO) >g(xo) - f (Xo) ::g(X) : g(xo)

X- X, X- X,

9(x)>9(x,)

Da f og g er differentiable ixhar vi, at

109-1(x,) ® f&xy) forx® X, 0g 9()- 9(x,) ® g&x,) for x® X,
X- X, X- Xq

Da vi desuden har, at: g(®) g(x,) for x® X, (idet g er differentiabel og dermed kontinuerg)i x
(OB CHER(CHEELCH

ser vi alt, at differenskvotienten gar i for x gaende modex

©(x,))?
Hermed er det gnskede bevigl.
Pvelse 5.11.
o . 1 . 1¢ 1
Vis v.hj.a. seetning 5.10, at funktionen er differentiabel, ogat — = - — ©
X X X
Pvelse 5.12.

Find differentialkvotienterne (de aflede funktiongar hver af falgende funktioner
(reducér mest muligt):

x?% - x Jx-1 2x+3

Tl b) h(X):\/;+1 c) h(x) = X ©

a) h(x) =

¢
Vi har tidligere set, at(x®)¢= 3x?, (x?)¢= 2x og (x)¢= 1. Desuden ved vi, at: = iz
X X

0g dat=x"! og iz =x"? kan denne sidste regel skriveg )¢ = - x 2.
X X

Det ser saledes ud til, at der geelder falgendeirsgetn

Seetning 5.13.
For alle nl Z geelder der, at funktionex er differentiabel, og at (x")¢= nx"?!

Beuvis:

For x O harvi, at ¥=1, og da (19= 0, ser vi, a{x°)¢= 0 = 0%« !, hvormed szetningen gaelder
forn=0.

Idet vi allerede har vist saetningen forn = 1,2eg n = 3, vil vi se pa n = 4.

Da x* =x3» far vi ifglge saetning 5.6, at* er differentiabel, og at
(xHe= (x3) & 3 ) ¢3x? xx ¥ 1x 3x3 xi 4
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Tilsvarende ses, at da® =x* %, s& erx® differentiabel, og
(x°)¢ = (x*) & &* &) ¢ Ax3 x x* 1x 4x* x%  5x

Séledes kan vi fortsaette med =x°», x’=x®%, osv. osv.
Hermed har vi indset, at saetningen geelder fomed|®.

Betragt nu funktionerx™ ", hvor n er et positivt tal (hvormed —n er et nagaal).

Vi har da, at x™" =in, hvormed vi ifglge det ovenstdende samt saetnityyfar, atx™ " er diffe-

X
rentiabel, og at
¢ n _ n 1 n-1
(x ")¢= in — (1)(]><x( n)lz"(x )¢_ 0 X' 2’: X _ 'nxxzn = oxxE20 = eyl
X X X X
Hermed er saetning 5.13 bevisd.
Pvelse 5.14.
Find differentialkvotienterne af fglgende funktione
a) f(x) = 9x!’- 3x5% 8x* 81 b) g(x) =i3+i6 ©
X®  6X

Differentiation af sammensatte funktioner.

Vi vil nu vende os mod differentiabilitet (og difentiation) af sammensatte funktioner.

Seetning 5.15.
Hvis g er differentiabel i xog f er differentiabel i g@}, sa erf  gdifferentiabel i %, og der gael-

der fglgende regel:
(f 9)&x0) = £(a(x,)) 94X,)

Bevis:
Vi bemeerker farst, at da f er differentiabel i ger f defineret i en omegn omkring g>0g der-
med specielt i g@ selv, hvormed det er muligt at definere den sansatte funktionf g

Da det geelder, at hvis en funktion er differentiatet punkt, sa er den ogsa kontinuert i dette
punkt, far vi ifalge saetning 3.24 og beviset heré&rder findes en omegv(x,), hvor f g er defi-

neret. | de fglgende betragtninger forudsaettes] atv(xo).

9)(x)- (f 9)(x,) _ fO(x)- f@(x,))
X - X, - X - X,

greenseveerdi for x gdende magbyg at denne greenseveerdi é1{g(x,)) X9(x, . )

Vi omskriver differenskvotienten pa falgende masiea(ende til, at vi ganger den med 1 !):

fFEO) - f@Exe) _ FOX) - F@E(Xe)) 9 - 9(x,) _ F@X)) - FO(X,)) 9 - 9(X,)
X - Xg X- X, a(x) - 9(X,) g(x) - 9(X,) X - Xq

. : . . f
Vi vil gerne bevise, at dlfferenskvotlentezg.: har en
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Hvis vi seetter y = g(x) 0goy= g(X%) sa far vi, idet g er kontinuert pxat: y® y, for x® Xo.
Kombineres dette med, at g er differentiabe) og f er differentiabel i y= g(x,), sa far vi:

fE()) - 1O(X,)) _ f() - T(¥e) 9X) - 9(Xo) o F(y.)xg(x.) for x® xq

X- Xo Y- Yo X- Xo
hvormed det gnskede tilsyneladende er bevist. Enudtl er bare, at detbevis forudseetter, at der
findes en omegmwy(x,), hvorom der geelder: i wi(xs)  g(x)* g(x), idet vi ellers kommer til at
dividere med 0 i omskrivningen ovenfor. De flestele funktioner, vi normalt ser pa, opfylder gan-
ske vist det gnskede, men hvis g f.eks. er konsEmbmegn omx sa kan beviset ikke bruges.
Hvis g er konstant i en omegn omkringex det imidlertid let at se, at differenskvotienter
f ger 0idenne omegn, hvormed dens greenseveerdi@ia der samtidig geelder, apg) = 0,
er savel differentiabiliteten som formlen ogsa gaette her. Der findes imidlertid funktioner, som
ikke er konstante, og som ikke opfylder det naeknde til beviset. For at deekke sadanne tilfeelde,
skal beviset "skrues sammen” pa& en noget anden erédlgist ovenfor. Interesserede laesere henvi-
ses til nedenstaende eksempel 5.18, hvor der ghgsnerelt bevis©

Eksempel 5.16.

Vi vil finde differentialkvotienten for funktionee F(x) = Vx3 +2x og H(x) = (\/x7+§)5

Vi ser, at F er sammensat af funktionerne: f(x\Y; og g(x) = X+ 2x. Ifglge saetning 5.15 har
vi, at:  R¥x) = f(g(x))>g(x) = x(3x2 +2) = X(3x% +2).

1 1
2y9(x) 23 +2x

Bemeerk, at F altsa differentieres "udefra og indédt vi farst differentiereg/_ i punktet "et eller

andet”, og det giver 1 divideret med 2 gaqé_e af "et eller andet”. Og bagefter differentiererdat
der star under kvadratrodstegnet (det som far béeaevnt "et eller andet”) og ganger resultaterne

sammen. Dette kan kort skrives séledeéx3(+ 2x)¢ = _ X(3x% +2).
20x3 + 2x
Hvis vi gnsker veerdien aftFet tal, indseettes tallet pa x’s plads, altsisf.€§4) = 25—\/(7)_2 = 2,946.

Vi bemeerker, at H er sammensat af tre funktionen aette kan opfattes som om H er sammensat
af to funktioner, hvoraf den ene sa selv er samateafgo funktioner. Nar vi skal findedgt) an-
vendes derfor samme filosofi, dvs. vi differentraudefra og indefter og far dermed:

M) = (X +2)* = x1- )
2./X +% X
Vi differentierer altsa "et eller andet” i 5. og fa gange "et eller andet” i 4., derefter diffeierar
Vi \/_ 0sv. 0sv.©

Dvelse 5.17.
Bestem Kx) og derefter §2) for hver af fglgende funktioner:

a)h(x)= 2x-3) b) h(x) =/ (03x +1)’ c) h(x) =v12- x3 xx? +4x)* ©
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Eksempel 5.18.

Som omtalt er der problemer med beviset for seethih§, hvis der ikke findesn omegmw;(X,),
hvorom det geelder, at:Txwa(xo) g(X)* g(X). Spergsmalet er altsd, om der findes funktigner
som opfylder det modsatte, dvs.: For enhver omegmxgdindes der et x indeholdt i denne omegn,
sa g(x) = g(¥). Og svaret pa dette spgrgsmal er: Ja. Uden dylogre ind i sagen kan det bemaer-

kes, at f.eks. g(x) £x- x,)?sin( 1 ) (for x* x, 09 g(%) = 0) opfylder dette og er desuden dif-
X- X

(0]
ferentiabel i x (Prav at opskrive differenskvotienten og find gsaargerdien §x,) = 0).
Her falger et lidt mere kompliceret bevis for satnb.15, hvor det naevnte problem er elimineret:

Vi seetter y = g(%,). Da f er differentiabel iy er f defineret i en omegn(y,). Der findes derfor en
omegnw,(0) om 0 med samme radius s@y,), hvor vi for hvert 4 wy(0) kan definerdf(s) =
BT _t¢y.) (forst 0)ogT(0)=0.

S

flyo + s) — f(y) og dermed definere: T(s)

Da f er differentiabel i yhar vi, ath(S) ® fgy,) for s® 0, og dermed, at T(® O for s® 0.
S
Ifglge definitionen af T har vi for allels wi(0), at: f(y + s) — f(y) = Df(s) = (f&y,) + T(S))s

Da g er differentiabel i findes der en omegm,(0), hvor vi for hvert H w»(0) kan definere:
Dg(h) = g(% + h) — g(%) , og dermed far vi for h wy(0), at: g(% + h) = g(%) + Dg(h)

Da Dg(h)® O for h® O (idet g er differentiabel og dermed kontinuedj)igeelder der specielt, at
der findes en omegms(0), s&: H ws(0)  Dg(h)T wa(0). Ladw(0) =w:(0) C ws(0).

Lad F=f g Viskal undersgge differenskvotienten for F, oger farst pa taellerddF(h).

For hi w(0) geelder derDF(h) = F(x, +h) - F(x,) = f(g(x, +h))- f(g(x,)) , og da

g(% + h) = g(%) + Dg(h) ser vi (idet g(® = o), at: DF(h) = f(y, + Dg(h)) - f(y, ) for hT w(0).
Hvis vi derfor i det ovenstaende erstatter s ig¢h), sa far vi for i w(0), at:
DF(h) = f(w + Dg(h)) — f(w) = (f&yo,) + T(Og(h))xm(h). For H w(0) geelder derfor alt i alt, at:

BF(h) _ (f(y,) +T(Bg(h)))>Dg(h) _ Lah)
N . = (F&yo) + T(Dg(m) = =

Da T(Og(h))® 0O for h® 0 og DgT(h) ® g&x,) forh® 0 servi, at:

DFh(h)® fay,) xgtx,) for

h® 0, hvormed det gnskede er bevi€.

Eksempel 5.19.
En 10 m lang bjeelke star op ad en mur som visigud .2 (se gverst naeste side).

Afstanden fra muren ud til stangens rgringspunkaBles x, medens toppen af stangen A nar h
meter op ad muren.

Vi vil undersgge spgrgsmalet: Med hvilken hastighedil A bevaege sig ned af muren, hvis B
treekkes udad med en hastighed pa 0,5 m/s ?

For at Igse dette problem bemaerker vi farst, atendunktion af tiden t, og att) = 0,5 m/s.

Ifelge Pythagoras har vi, af +h? =107, hvilket giver: h =+/100- »° . Vi ser sdledes, at h er
en funktion af x, der som naevnt er en funktion afs. h = h(x(t)).
Nar vi skal finde den omtalte hastighed v, skalifferentiere h mht. tiden. Vi ser saledes, at
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v

Fig. 5.2

1 xx0,5

= 2X) X)) = -
24/100- ¥ V100- ¥

Der geelder altsa dels, at den sggte hastighedyatime(hvilket skyldes, at h bliver mindre), daks
hastigheden afheenger af x.
Hvis x =3 m, s er

v = (h(x(O)e= h&x(1)xx &) =

3x0,5

v(3) =- —— = - 0,157
V100- #
dvs. v(3) = — 0,157 m/s
Tilsvarende ses, at
ve)=- 9% _ 375

V100- &

altsa v(6) = — 0,375 m/s.©

@velse 5.20.
| en grusgrav fares sand ved hjeelp af et trans@odihen til toppen af en bunke sand, der har form
som en kegle (se figur 5.3).

Fig. 5.3
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Vi antager for simpelheds skyld, at sandet faldeplads pa en sadan made, at diameteren i grund-
fladen hele tiden er lig med hgjden af bunken.

a) Ggar rede for, at rumfanget R som funktion af hgjdem givet ved: R(h) =1i2p xh®
(Rumfanget af en kegle %rGh, hvor G er grundfladens areal).

b) Find den hastighed, hvormed rumfanget aendres @a@vshastighed, hvormed sandet heeldes pa)
nér hgjden er 11 m, hvis h p& dette tidspunkt fesaged; m pr. time.

(Vejledning: R er en funktion af tiden, idet h erfenktion af tiden, dvs. R = R(h(t))©

Differentiation af omvendte funktioner.

Vi vil nu til sidst vende os mod differentiabilitéag differentiation) af omvendte funktioner.
Vi starter med at se pa et eksempel.

Eksempel 5.21.
Betragt funktionen f(x) =%, x > 0.

f er injektiv ogf'l(y) = ﬁ , y>0, ogdergeelder, at?=xy eller x =\/§.

Da (ﬁ)‘ =1 09 (xz)( = 2x farvi hermed, at:

2y

-1 = (:i:i: 1 = 1
) = () = T T o 6

Lad X 0og y, veere valgt, S& f(x=Yo 09 % =f 1(yo) (dvs. x> =y, eller % =./y, ).
Ifglge det netop viste geelder da, at:

ey = L - 1
(%) =ty ™ fer iy

Hvis vi f.eks. vil finde:(f “1)&9), s& kan dette beregnes som:

flgg e Lo 1 1 _ 1
()0 fefl@) fe/9) f43) 23

hvilket stemmer fint overens med, at kvadratrodsfiemens differentialkvotient i tallet 9 % ©

1
6

Inspireret af eksempel 5.21 vil vi opstille og mviglgende saetning:

Seetning 5.22.

Lad f veere en funktion, som er monoton og kontihuet interval 1.
Hvis f er differentiabel i et punkit |, og hvisf(x,)* Q saerf "1 differentiabel | ¥ = f(Xo),

og der geelder, at
1 1

0,) e (yy))

(F Y%y, F
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Bevis:

Ifglge seetning 3.27 a) findes der en omegy,) om y, , hvor f Ler defineret\(yo) I Vm(f)).

Vi ser nu péAdifferenskvotienten for funktionént mgd udgangspunkt pyog vi veelger i det fal-
gende kun yw (yo), hvormed der findes tilsvarende xl, sa f(x) = y.

Da f er monoton, ef 1 ogsa monoton (jfr. seetning A.3.20), hvorméed y, giver os, at

1)t £ (yo), og dermedf *(y) = f *(yo) * 0.

Vi kan derfor tillade os at foretage fglgende omakng:

Fy) - f o) _ 1 _ 1
y'yo y'yo f(X)-f(XO)
f(y)- 1(yo) X - Xo

Vi skal undersgge, om differenskvotienten fort har en greenseveerdi foRy y,, 0g i givet fald
bestemme denne. Ifalge saetning 3.27 b) ved Vi, her kontinuert i y. Dette betyder, at:
y® yo W@ i)  x® x
f(x)- f(xo)
X - Xq

og da f er differentiabel iofar vi hermed, at: ® f&x,) fory® vy,

Anvendes dette i den ovenstdende omskrivning &dreifiskvotienten fof “ser vi alt i alt, at:

W1 0) o
Y-Yo quo)
hvor vi udnytter, af (x,) * O0Da %= f'l(yo), er seetningen hermed bevi&.

fory® vy,

Eksempel 5.23.

Seetning 5.22 kan ogsa bevises pa falgende made: (vo./ (o))
Da f er differentiabel i x har grafen for f en tangent i punktet
(Xo , f(Xo)). Dermed har grafen fort 0gsa en tangent i punktet
(Yo ,f "1(yo)), idet grafen forf ! ifelge saetning A.3.18 fas ved
at spejle grafen for f i linien y = x. Og sadanspejling bevarer
grafens geometriske egenskaber. (Se figur 5.4).

Idet tangenten i punktet {xf(X,)) kalded , ser vi, at spejles
over i en liniem, som er tangent til grafen fért i punktet /

o .~ (%o)).
Da en linie af formen y = ax + b,ta0, spejles over i linien:

: (XUJ.(XO)}

Fig. 5.4

|
i
)
!

0 Xp

y = %x - g (jfr. seetning A.3.15), og da haeldningskoefficeantor| er f (x ), ser vi, at heeld-

ningskoefficienten fom er lig medﬁ. Men det vil netop sige, dt ! er differentiabel i ymed

diﬁerentialkvotiente%. Hermed er saetningen igen bevist.
(o]
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Eksempel 5.24.

Udtrykketfor differentialkvotienten af -1 (men_ikkedifferentiabiliteten aff '1), kan bestemmes
ud fra reglen om differentiation af sammensattéfiomer, idet vi ifglge ssetning A.3.19 har, at:

y=(f f1)(y),ogdermed: 1f f 1)gy) = f¢f 1(y))xf 1)¢y). Ved indseettelse af, g
Xo, 0g ved division med ¢f '1(y0 Yisom er ligf (x, ) far vi udtrykket i seetning 5.22©

@velse 5.25.

Find fglgende differentialkvotienter udéarst at finde en funktionsforskrifor f-1 (men naturlig-
vis skal f '1(y0) bestemmes for at kunne finde svaret):

a) (FHey,) ,idet f(x)=2x+1 ogy=3

b) (fHey,) ,idet f(x)=v/x+1 ogp=1 ©

@velse 5.26.

Det oplyses, at funktionen f(x) gl-x3+2x- 1 er voksende.
a) Find f(0), f(1), f(-3) og f(6).

b) Find (f )¢-115), (f")¢-1) og (f H)¢47) ©

Pvelse 5.27.
Betragt funktionen y = f(x) givet ved:

X
== x>1
y 1-x
Det oplyses, at f er voksende.
Bestem en forskrift fof *

Bestem en forskrift for funktionergf ** ¢)

— dels ved direkte at differentiere funktiorfen

— dels ved at anvende formlen {6f* ¢ fia saetning 5.22.
Reducér mest muligt og konstater, at de to udttidebens. ©
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Kapitel 6:
Middelveaerdisaetningen, monotoniforhold og optimering

Vi starter med at undersgge funktionen f med fadgegraf:

Fig. 6.1.
Denne funktion har lokalt minimum i -2, 1,5 og 5§ @en har lokalt maksimum i -3, 0,5 og 3 (jfr.
Appendix 5 vedrgrende lokale ekstrema).

Hvis vi praver at betragte punktet —2, sa sertviaagenten til kurven her er vandret. dvs. atediff
rentialkvotienten i —2 er lig med 0.

Tilsvarende har vi i de andre punkter, hvor f ldalt extremum, og hvor f er differentiabel, atdif
ferentialkvotienten er 0. Der geelder saledest ¢8) =0 og f ¢0,5) = 0.

Derimod er f ikke differentiabel i de gvrige punktievor f har lokalt extremum (dvs. -3, 1,5 og 5).

Det ser saledes ud til, at der geelder falgendeirsgetn

Seetning 6.1. s

Hvis en funktion f er differentiabel i et punkg, x
hvor f har lokalt extremum, sa éfx ) = 0.

@

—
¥

o S

1

|

]
0 X

fx0)=0 [fx1)=0

Fig. 6.2

Beuvis:

Vi kan f.eks. antage, at f har lokalt minimumyj ket beviset for lokalt maksimum forlgber helt
tilsvarende.

Da f har lokalt minimum i  findes der ifalge definition A.5.1 en omegm(X,) OM X%, S

f(x) 3 f(xo) for alle xI wi(xo) C Dm(H).
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Da f er differentiabel i xfindes der ifglge definition 4.4 en omegn(X,) OmM X, hvor f er defineret,
dvs.wx(Xo) I Dm(F).
Hvis vi nu seettew(X,) = wWi(Xo) C Wa(Xo), (dvs.w(X,) er den mindste af de to betragtede omegne),
sa har vi, at

f(x) 3 f(xo) foralle X w(xo)
og dermed, at

f(x) —f(xg)® O foralle X w(Xo).

Lad os nu undersgge differenskvotien X) - (xo) , idet vi kunbetragter X w(Xo).
X- X,
Hvis X > %, (og dermed x —¢¢ 0), sa har vi at
f(X) - f(X 0) 3 0
X- X,
Ifalge seetning 2.28 far vi da, at

X® Xg+ X-Xq

<

=
L
o
B L

T
L

-

Fig. 6.3

Tilsvarende far vi, at hvis x <,xsa erM £ 0, hvormed vi ifglge seetning 2.28 ser, at
X- X,

im 1) -T(Xo) ¢
X® Xg X- Xq
Da f er differentiabel i  har vi, at

) -T(Xo) o f¢x,) for x® x,

X- X,
hvilket ifalge seetning 2.25 a) giver os, at
fexy) = lim T gy pe y = gm 1))
x®xg  X- X, X®xg X=X,

| alt ser vi sdledes, dt§x,) 3 0 og f¢x,) £0. Dette kan kun veere tilfeeldet, né§x ) =0.
Hermed er seetningen bevis

| forbindelse med lokale extrema geelder der fglgesatning, hvis argument overlades til laeseren:

Seaetning 6.2.
Hvis en funktion f har lokalt extremum i et punkt sa geelder en af falgende pastande:

a) Xo er ikke et indre punkt i Dm(f). per f.eks. et endepunkt for Dm(f))
b) X, er et indre punkt i Dm(f), og f er ikke differealel i %
C) Xoer etindre punkt i Dm(f), f er differentiabel §,>og f ¢x,) =0

Situationerne i saetning 6.2 er illustreret pa fiGu¥ gverst pa naeste side.
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A
i
!
| | |
l f |
| l |
| I [ I
| I | I
I I | [ "
1 T T T _
X4 X o X 3 X,
(ende-  (f erikke f'{x3)=0 f'(x,)=0
punkt} differenti-
abel i x,)
Fig. 6.4
Bemaerk, at seetning 6.1 (0og seetning 6.2 c)) sigénisf har lokalt A

extremum i %, sa erf ¢x,) =0.

Man kan saledes ikk&lutte, at f har lokalt extremum §,xlot fordi
f¢x,) =0.

Huvis vi f.eks. betragter funktionen f(x) = % 1 (se figur 6.5), s er 7
f ¢x) =3x2, hvormed vi specielt har, &&0) =0. Men f har ikke

lokalt extremum i 0. Vi siger i sadanne tilfeeldefunktionen har
(vandret) vendetangenpunktet.

Y

Fig. 6.5

Seetning 6.2 kan bl.a. benyttes til at bestemme iv@eedgden (og dermed maximum og minimum)
for en bestemt slags funktioner, nemlig:
Hvis en funktion f er

a) defineret og kontinuert i et lukket, begraensetrirab[a;b]

b) differentiabel i]a;b[ , maske bortset fra i et endeligt antal punkter
sa falger det af seetning 3.36, at Vm(f) er et irkEmemlig intervallet framinf(x) til maxf(x),
dvs. Vm(f) =[minf(x); maxf(x)] .
Da vi ved, at bade minimum og maximum specielbkale extrema, kan vi ifglge saetning 6.2 be-
stemme disse stagrrelser ved at undersgge funktemssrne i falgende punkter:
1) endepunkterne a og b, 2) de punkter, hvor f égkdifferentiabel, og 3) de punkter, hviggx) =0.

Den starste af disse funktionsveerdier er da maxinognden mindste er minimum.

Det skal bemeerkes, at der i praksis oftest ikkekommer punkter, hvor funktionen er defineret,
men ikke er differentiabel. Men det falgende ekselnep konstrueret, sa denne egenskab ogsa ind-
drages i overvejelserne.
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Eksempel 6.3.
Betragt funktionen

-ix*+2x+ 2, CE XE 3

f(x) = )
-X“+8x- 115 , 8 ¥ ¢

f er defineret i det lukkede, begraensede intef0s5]
Seet g(x) = %x2+ 2x+ 2 og h(x) =- x?+ 8x- 11,5. Da g og h er kontinuerte i hele R, har vi spe-
cielt, at g er kontinuert[i0;3] og h er kontinuert | 3;5] .

Da
gx)® 3,5 for x® 3 -— og h(® 3,5 forx® 3+

har vi ifglge saetning 3.13, at f er kontinuert i\8.ser saledes i alt, at f er kontinue[Oi;S] .

f er differentiabel i alle punkter i Dm(f), bortsea 0, 3 og 5.
ForxT ]0;3[ harvi: f€x) =—x+2, ogfori |3;5] harvi: f€x) =—2x + 8. Vi ser saledes,
atf¢x) =0, nar x=2ellerx =4,
Vi skal derfor undersgge funktionsveerdierne i pankt 0, 2, 3, 4 og 5. Vi finder:
f0)=2, f(2)=4, f3)=3,5 f{4) =%,09 f(5)=3,5
hvoraf vi ser, aminf(x) =2 og maxf(x)=4,5. Dermed far vi, at Vm(f) {2; 4,5]
Pa den nedenstaende figur 6.6 ses grafen for f.

Pvelse 6.4.
Lad funktionen h veere givetved:  h(x)&3+x*-3x+1 , ¥ { 5;2].
Bestem Vm(h). ©

@velse 6.5.
Bestem vaerdimaengden for funktionen:  f(d/%(1- x) , X [0;3]

Angiv det approximerende fgrstegradspolynomiumf(1}). ©
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veerdimaengdebestemmelse. Der geelder saledes folggmtdimg, som kaldes Rolles szetning

Seetning 6.6.

Lad f veere en funktion, som er kontinuert i et legkbegreenset intervﬁ;b], og som er differen-

tiabel i det tilsvarende &bne intenja;b] .
Hvis f(a) =0 og f(b) = 0, s& findes der et puakt] a;b[ , hvor f¢c) =0

Bevis:

Da f er kontinuert [a;b] , har f ifglge saetning 3.36 bade et maximum ogieimum.

Hvis maxf(x)= 0 og minf(x)= 0, s er f konstant lig med 0, hvorfigc) = 0 for alle ci ]a;b[.

(Se figur 6.7 a)).

a)

Hvis f.eks.maxf(x)! 0, s& antages maximum i et punﬁt]:a;b[. Og da f saledes har lokalt ex-

Fig. 6.7

B

tremum i et punkt c, hvor f er differentiabel, giweetning 6.1 os, dt¢c) =0.
Beviset forlgber tilsvarende, hviminf(x)* 0.

Hermed er saetningen bevis®

Seetning 6.6 har fglgende vigtige konsekvens:

Seetning 6.7. (Middelveerdisaetningen).

Lad f veere en funktion, som er kontinuert i et ledk
begreenset intervdl;b], og som er differentiabel |

det tilsvarende abne intervph; b .

Der eksisterer da mindst ét punkit ¢a;b[, hvor

f¢c) =

f(b)- f(a)

)
(@f@) |-/~
R0 N
a ¢ b
Fig. 6.8

Inden vi giver beviset for middelveaerdisaetningehyvknytte nogle kommentarer til den.

()

Stagrrelsen————~

(b, f(b)), dvs. Ilnlen gennem de to "yderpunkted grafen for f (se figur 6.8).

angiver haeldningskoefficienten for linien igennpumkterne (a, f(a)) og
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Denne linies haeldning kan siges at veere "middeltsakigheden” (den gennemsnitlige veekstha-
stighed) for funktionen. Middelveerdiseetningen sigésd, at der findes et punki q a;b[, hvor

funktionens veaeksthastighed i punktet (dvs. heaeldmraf tangenten i (c, f(c)),) er lig med funktio-
nens middelveeksthastighed. (Jfr. s. 35).

Eksempel 6.8.
a) Lad os progve at se pa eksemplet med pafyldningmdib (jfr. figur 4.1). Kurven starter i punk-

tet (0,5) og slutter i (60,35). Der er sdledestf@sl — 5 = 30 liter pa i lgbet af 60 — 0 = 60 se-
kunder, hvorfor den gennemsnitlige pafyldningsiuhetd ("middelveeksthastigheden”) er:

= 50" dvs. 3 liter pr. sekund.

Middelveerdisaetningen siger da, at der findes miatistispunkt, hvor pafyldningshastigheden
(dvs. tangenthaeldningen) er lig méd_/sek. Af figur 4.1 ses, at dette faktisk er tilfiest ved
t =14 sek.

b) Hvis vi teenker pé en bil, som karer en tur pa 35 knbet af$ time, s har bilens gennem-
snitshastighed vaeret pa 70 km. pr. time.

Middelveerdisaetningen siger da, at bilen mindstagg lgbet af turen har kart netop med ha-
stigheden 70 km pr. time.©

Bevis for middelveerdisaetningen:
Lad| veere den lineaere funktion, hvis graf gar igennenkferne (a, f(a)) og (b, f(b)).
| har altsé en funktionsforskrift af typdfx) = px + g, hvor haeldningskoefficienten p er givet ved
(jfr. figur 6.9):
_f(0)-f(a)
p = — - 7
b- a

—

(a.f(a) Q

v

. i
d C

Fig. 6.9

Da funktionen er differentiabel og dermed kontinuert i allé€ >R, har vi specielt, dter kontinuert
i [a;b] og differentiabel ij a;b[. Desuden ved vi, &#(x) = p for alle x.

Betragt nu funktionen h(x) = f(x) Kx). Da bade f od er kontinuerte [a;b], er h kontinuert i
[a;b]. Og da bade f ober differentiable | a;b[, er h differentiabel {a;b| .
Vi har desuden, at:
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h(a) = f(a) Ha) = f(a)—f(a) = 0 og h(b) =¥EI(b) = f(b)-f(b) = 0
Der geelder m.a.o., at funktionen h opfylder forunhsagerne i seetning 6.6. Vi kan derfor slutte, sat
der findes mindst étlc ] a;b[, hvor hic)= 0.

Da 0 =h®c) = f¢c)- l¢c) = f¢c)- p ,servi,at: f¢c) = p :—f(bt))' f(a)
- a
Vi har saledes set, at der findes mindstTét]a;b[ med den gnskede egenskab, hvormed middel-

veerdiseetningen er bevis®

@velse 6.9.

Betragt funktionen f(x) 5v/x - x, 1£x £4
Gaor rede for, at f opfylder forudsaetningerne i neigeerdisaetningen.
Find et tal c, som opfylder betingelsen i middeldizgetningen. ©

@velse 6.10.
Skitsér grafen for en funktion h, som opfylder faide tre krav:

1) h er kontinuert i[1;5]

2) h er differentiabel [1;5] \{3 (dvs. h er differentiabel 1;5[ undtagen i 3).

3) der findes ikke nogetic ]1;5[ , som opfylder betingelsen i middelveerdisaetningen.
Kommentér resultatet©

Monotoniforhold for og optimering af differentiable funktioner.

Vi har set, at vi ved hjeelp af seetning 6.1 ermgtaél at finder punkter, hvor der muligves lokalt
extremum for en given differentiabel funktion.

Funktionen "opfarsel” ved siden af og imellem dipséentielle extrema har vi derimod ikke kunnet
udtale os om. Og vi har heller ikke kunnet afgeara,der faktisk efokalt extremum, samt om det

er et lokalt minimum eller et lokalt maksimum.

Vi vil nu anvende middelveerdisaetningen til at Visgende vigtige seetning, der hjeelper os med at
besvare de rejste spgrgsmal/udestaender:

Seetning 6.11.
Lad f veere en funktion, som er kontinuert i etimét |. Lad det endvidere veere givet, at f er diffe

rentiabel i alle ¥ 1o, (hvor |, er det interval, der fremkommer af | ved at fieemelepunkter, som
eventuelt er med i I). Da geelder falgende:

a) Hvis f¢x) >0 for alle xI 1o, s& er f voksende i |

b) Hvis f¢x) <0 for alle xI |, s& er f aftagende i |

c) Huvis f¢x) =0 for alle xI 1o, s& er f konstant i |

Situationerne i saetning 6.11 er illustreret parfigul0 gverst pa nseste side.
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& &
1 7 —
, I
i a |
} et ' et > »
1 i x 1 x X I
f er voksende, f er aftagende, f er konstant,
idet f'(x)>0foralle xel, idet f(x)<Oforallexel, idet f(x)=0forallexely
Fig. 6.10

Bevis:
Lad x og % veere to vilkarligt valgte tal fra |, hvor X Xo.

Ifglge forudsaetningerne om f geelder middelveerdiseagem for f i intervallet[xl;xz] (Overvej .
Ifelge middelveerdiseetningen far vi da, at der fsdetalcl ] xl;xz[ , hvorom der geelder:

_ f(x) - (X))

X=X

f ¢c)

f(x2)-f(x) o
X=X
Da naevnereny- x; er stgrre end 0, idet X X, ma teelleren i dette tilfeelde ogsa vaere positiv.
Vi har sdledes, at fox— f(x1) > 0, dvs. f(x) < f(x2).
Vi har hermed vist, at n&r¢x) >0 for alle xI 1o, s& far vi for vilkarlige x og % fra I, at

Hvis nu f ¢x) >0 for alle xI 1o, s& har vi specielt, dt¢c) >0, dvs.

X1 < X2 f(x1) < f(x2)
Og dette betyder netop, at f er voksende i I.

Tilsvarende ses, at f bliver aftagende i |, higx) <0 for alle xI |,, idet dette bevirker, at

f ¢c) <0 og dermed, at f(} — f(x;) < 0, hvormed vi far: f(¥ > f(xy).

Hvis endeligf ¢x) =0 for alle x1 1o, s& vil ogsé& ¢c) vaere 0, hvoraf vi far, at: fgx— f(x;) = 0,
dvs. at f(x) = f(x2). Da x og x er vilkarligt valgt, vil alle punkter fra | salesdave samme funkti-
onsveerdi, dvs. funktionen er konstant.

Hermed er seetningen bevis

Eksempel 6.12.
Vi betragter funktionen f(x) = - 3Jx . Vi vil bestemme monotoniforhold og lokale extiefor f.
f er defineret og kontinuert[i0;¥ [, differentiabel i] 0;¥ [, og der geelder, at:

1.3
fEx) =1 N

Vi finder fagrst nulpunkterne fof ¢x) :

00 1=-° ¢ _
fex)=0 0 1 2\/;U Jx

Vi vil herefter finde fortegnene far¢x) i forskellige intervaller for at kunne bruge saanb.11.

U

Nl
X
1

Ao
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| den konkrete situation kan vi lgse uligheddix) >0:

f¢x)>0 O 1>_> @ x>3 0 x>2

2Jx
men ofte(st) er dette ikke muligt — eller i hvealdf ret vanskeligt. Vi kan da finde fortegnene for
f ¢x) pa falgende made: Vi betragter de abne intenyatem nulpunkterne fof ¢x) inddeler

Dm(f) i — idet konkrete tilfeelde intervallerned; 2 og 2;¥

2
Lad os farst se péo;% . Viveelger et eller andet punkt i dette inter¥adks. x = 1, og udregner
f¢1). (Her kan man — som det f.eks. er tilfeeldet medix— med fordel veelge et punkt, som sim-

plificerer udregningen af¢ i punktet).

3
Dergeelder: f¢1) =1- — = 1-3=- 1 < 0.
g Q) 2\/1 2 2

Funktionenf ¢ antager altsa en negativ funktionsveerdi i 1.
Herefter argumenteres der (ved anvendelse af sger80 a)) pa falgende made:

Da funktionenf ¢ er kontinuert i intervallet O;% , kan f ¢ ikke skifte fortegn i dette inter-

val uden at antage veerdien 0. Men da vi har fualienulpunkter forf ¢ ved vi, at den ikke
har noget nulpunkt i O;% . Fortegnet forf ¢ er derfor det samme i hele intervalle@;%

-9
14
Daf¢4) = 1- 3= 1 > 0, servi pd samme madef&x) >0 foralle xi 2;¥

Vi kan derfor angive fortegnsvariationéor f ¢ pa falgende made:

Vi ser hermed, at ¢x) <0 for alle xI 0O

x 0
fx) LD.i _

v

O Re

“+ +
Fig. 6.11

Vi har her tegnet en tallinie, hvorover de muligeagrdier forekommer, og hvorunder fortegnet for
f ¢x) angives. (I.D. betyder: "Ikke defineret”).

Vi har altsé bl.a., at¢x) <0 for alle xI 0;2 . Da videsuden ved, at f er kontinuertO;% :

7
far vi ifglge seetning 6.11, at f er aftagende0;2
P4 tilsvarende made ses, at f er voksend%;¥

Da f er aftagende i0;2 og voksende i 2;¥ , ma der veere lokalt minimum i x£.

Alle disse egenskaber ved f kan man symboliserealéidien pa falgende made:

9
X 0 E
1(x) ID. | _ 0 1 +
f(x) \ lok /
min. Fig. 6.12
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Da f er defineret og kontinuert i intervallk@;¥ [ , 0g da f er aftagende til venstre @)rog vok-
sende til hgjre fo& ser vi desuden, at der ikke kun er lokalt, meraglominimum i%, dvs. at f

antager sin mindsteveerdgi. Vi far alts: minf(x) = () = 2- 3\/; =2-2=-23.

Pa nedenstaende figur 6.13 ses grafen for f. ignirtg af grafen er udover den ovenstaende in-
formation bl.a. anvendt funktionen nulpunkter, simdes saledes (idet 0):

fx)=0 0 x=3/x 0 x?=9x U x2-9x=0 U x(x-9=00 x=0Ux=9

&

+3

4+

Tl

v

Fig. 6.13

Bemeerk, at nar man har til opgave at angive monfidw|dene for funktionen, sa er figur 6.12
ikke tilstreekkeligt. Man skal opskrive resultatet:

fer aftagende i 0;2 , fervoksendei ;¥ ,

altsa opskrive monotoniintervallern@

| forlaengelse af eksempel 6.12 kan vi anfare falgeseetning (Overvej !):

Seetning 6.13.

Hvis f er en differentiabel funktion, hvorom dedtipunkt x geelder, af ¢x ) =0, sé er der:

a) lokalt minimum i %, hvis f er aftagende til venstre foy ag voksende til hgjre for,Xfigur 6.14 a))

b) lokalt maximum i x, hvis f er voksende til venstre fog &g aftagende til hgjre for,Xfigur 6.14 b))

c) vendetangent ix hvis f er voksende pa begge af aller hvis f er aftagende pa begge sideryaf x
(figur 6.14 c og d).

a) b) c) d %
AN K 7S
| > | — : > 'l —
! X0 ! X0 ‘ Xop l X0
) — 0+ S +0 - [0+0+ J)-0-—
Fig. 6.14
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Som demonstreret i eksempel 6.12 kan saetning 3.8 seetning 6.11 anvendes til at finde mono-
toniforholdene for de fleste funktioner. Dette goved at finde fortegnsvariationen fof, som
med fordel kan indtegnes ved en tallinie som vasfigur 6.11.
Fortegnsvariationen fafr¢ findes ved at gennemfare 1), 2) og 3) €llgr2) og 4) i det falgende:
1) Indtegn definitionsmaengden for f i forbindelse ntaltinien
2) Las ligningenf ¢x) =0 og indtegn lgsningerne i forbindelse med tallinien
3) Los ulighederf ¢x) >0 (og dermed ulighedefh¢x) <0), hvis det med rimelighed er muligt
4) Bestemf ¢x) i et punkt x fra_hveraf de intervaller, som nulpunkterne fof inddeler defini-
tionsmeengden for f .
Hvis f ¢ er kontinuert i det konkrete interval, giver fatet for den fundné ¢x) —veerdi for-
tegnet forf ¢ i hele intervallet (jfr. den indrammede argumentai eksempel 6.12).

Eksempel 6.14.

Vi vil bestemme monotoniforhold og lokale extremoafunktionen: h(x) = éLOg.
X -
Vi ser farst, at definitionsmaengden for h er alleundtagen 3 og —3, dvs. Dm(h) :{RB,G} .
2 - - -
Vi finder dernaest: h§x) = 0x{x 29) i()( 2X _ 220X2
(x*-9) (x*-9)

Sa lgses ligningenh®x) =0 U -20x = 00U x=0
Definitionsmaengden for h og nulpunkterne fdrindtegnes ved en tallinie:

X -3 0 3 R
h(x) 1.D 0 1.D
Fig. 6.15

Vi ser, at tallinien inddeles i fire intervalleri Veelger et x fra hver interval og udregrefx):
h-5)= 0,3906> (, h®-1)= 0,3125 ( h®1) =- 0,312 ( hq5)=- 0,3906< (
Som i eksempel 6.12 argumenterer vi nu pa folgemilde:

Da funktionenh¢ er kontinuert i intervalle] -¥ - 3[, kan f ¢ ikke skifte fortegn i dette interval

uden at antage veerdien 0. Men da vi har fundenalieunkter forh¢ ved vi, at den ikke har noget
nulpunkti]-¥ - 3[. Fortegnet forh¢ er derfor det samme i hele intervallet¢ - 3.

Da h&- 5)> 0 ser vi dermed, ah®x) > O for alle xT |-¥ - 3[.

Pa samme made ggres med de gvrige intervallenreebvi far falgende fortegnsvariation fof:

X I 0 i
I [ [ >
h{x) + + + +ID ++++ g ---- ID ----
Fig. 6.16

Ifalge seetning 6.11 anvendt p& hvert af intervatldran vi nu tilfgje tendenspile (se figur 6.17 pa
naeste side) og opskrive monotoniforhold. Og veceadelse af seetning 6.13 kan vi angive lokale
extrema.
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X I 0 3
| | [ »
h§x) + + + +ID ++++ g ---- ID ----
lok.
h / / max\ \
Fig. 6.17

Monotoniforholdene opskrives:

h er voksende |-¥ ; 3[ ogi]-3;0] , h er aftagende[i0;3[ ogi |3;¥[.
h har lokalt maksimum i O.

Grafen for h ser ud som vist pa falgende figur:

-~

1 Fig. 6.18

De stiplede linier er indtegnet for dels at videh) &ke er defineret i —3 og i 3 (hvormed grafkke
ma krydse disse linier), dels for at vise, at gndfeegger sig op ad” disse linier i "det fierne’gmx
er teet pa 3 eller —3. (Sadanne linier kaldes asytaptor grafen, se kapitel 8).

Bemaerk, at h kun har ét lokalt maximum, men aked&ke er glogalt maximum (starsteveerdi) for
h, idet h slet ikke har nogen stgrsteveerdi.

Bemaerk desuden, at h er voksende¥ - 3[ ogi]-3;0], men_ikkei |-¥ ;0] p.gr.a. "hullet” i

definitionsmaengden ved —3. Og tilsvarende vedcs.
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@velse 6.15.

Bestem monotoniforhold og lokale extrema for hvieigéggende funktioner, samt undersgg, om
funktionerne har et globalt maximum eller globalhimum:

a) fx)=2x%-x+7  b) fx)=x*-12x 1 ¢) f(x) =

x2+ 2 d) (x) = x2+ 2
X< - X<+

@velse 6.16.

En lineaer funktion f(x) = ax + b er voksende, géiade eller konstant, afheengigafoma >0,a<0
eller a = 0. Bevis dette v.hj.a. saetning 6.1.

@Dvelse 6.17.

| ovelse 3.34 s& vi pa funktionen g(x)2 + 2x - 1.
Bevis, at denne funktion har netop ét nulpunii.

Seetning 6.11 a) og b) kan "udvides” til falgendérsoag:

Seetning 6.18.
Lad f veere en funktion, som er kontinuert i etiné I.

a) Huvis f er differentiabel i x od ¢x) >0 for "naesten” alle x i | (dvs. bortset fra i et etigt antal
punkter), sa er f voksende i I.

b) Huvis f er differentiabel i x od §x) <O for "neesten” alle x i | (dvs. bortset fra i et etidt antal
punkter), sa er f aftagende i I.

Bevis:
Hvis f f.eks. er kontinuert i intervallgta; b], og hvisf ¢x) >0 for alle x i[ a;b] bortset fra |

punkterne a, b, s, t, u og v (se figur 6.19), siifelge saetning 6.11 a) voksendpd;s|, [s;t],
[t;u], [u;v] og[v;b]. Og p.gr.a. kontinuiteten er f dermed voksenfla;ib].

F 3

I
!
|
|
!
|
|
|
I
|

v

— A i ——

o Y —

U
Fig. 6.1¢

Der argumenteres tilsvarende, h¥igx) <0 for "neesten alle” st . ©

@velse 6.19.
Vis, at funktionen f(x) = Xer voksende i hele R©
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Saetning 6.11 kan ikkevendes om”. Der gaelder altsa ikkat hvis f er voksende, s £¢x) >0.

Vi har f.eks. lige set i gvelse 6.19, at funktiorie®) = x° er voksende i hele R, men der gaelder, at
f¢0)=0.

Men der geelder dog falgende:

Seetning 6.20.
Hvis f er voksende i et interval 1, og hvis f effelientiabel i et punki 1 1, sd erf¢x, )2 0.

Hvis f er aftagende i et interval I, og hvis f éfferentiabel i et punkix, T 1, sd erf€x,) £0.

Bevis:
o o - . f(x) - f(x
Nar f er voksende, sa har teeller og neevner i (ttian‘fxakvotlentenM samme fortegn
X- Xq

(overvej!), dvs. at differenskvotienten er positiv.
Og da
f(x) - f(X,o)
X- X,
far vi dermed ifglge seetning 2.28,fdx,) 2 0 (overvej!).
Argumentet for en aftagende funktion overladekdsgeren. ©

® f¢x,) for x® X,

Vi skal i savel opgavesamlingen som i kapitel 9roodeller se flere eksempler p&, hvordan seet-
ning 6.11 kan bruges til at optimere (maksimereratiinimere) forskellige funktioner.
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Kapitel 7: Differentiabilitet 2.

Differentiationsmetoder og notation.

Nar man skal bestemme differentialkvotienten fofuarktion, sa er der i princippet tre forskellige
mader at gare dette pa:

1)

2)

3)

Hvis man kender en funktionsforskrift for funktionesd kan man almindeligvis bestemme
differentialkvotienten v.hj.a. kendskab til diffetealkvotienterne for de grundlaeggende
funktioner (f.eks. at (R¢= nx") samt v.hj.a. de regneregler for differentiatidar er om-
talt i kapitel 5.

Hvis man har givet grafen for funktionen, kan mastemme en tilnaermet veerdi for diffe-
rentialkvotienten i et punkt ved at indtegne ergtart til grafen i det pagaeldende punkt og
dernaest bestemme haeldningskoefficienten for deamgent.

Denne metode kaldes "grafisk differentiation

Hvis man kun har givet funktionen ved en (rimetigtaljeret) tabel — eller hvis beregnin-
gerne skal foretages af en computer —, kan mamaeveaumerisk differentiatidin
Dette kan forega som falger:

f (%, + DX) - F(x,)

teet pa dif-
Dx P

Som tidligere omtalt (se bl.a. side 38) er diffedlarotienten

ferentialkvotientenf (x, )nar blotDx er "lille” (dvs. teet pa 0).

Vi kan derfor beregne differenskvotienten for die IDx-veerdi og benytte resultatet som en
tilnaermet veerdi forf (x, .)

Men som det fremgar af den falgende figur 7.1, \Wda en bedre approximation &f(x, )
ved at benytte gennemsnitsveerdien af de to difegnestienter:

f(Xo +Dx) - f(X,) 0g f(x,) - f(x, - Dx)

Dx Dx
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Bemaerk, at ved den fagrste differenskvotient er nggpunktet ¥ medens det ved den anden diffe-
renskvotient er x— Dx.
Vi far altsé (kontrollér !) falgende approximatidémsnel ved numerisk differentiation

f(xy +DX) -f(X,-DX)
2Dx

fgx,) » nar Dx er"lille"

Bemeerk, aff (x, )er haeldningskoefficienten for tangenten t pa figdr, medens approximations-
udtrykket (braken) er heeldningskoefficienten foidih m pa figuren.

Pvelse 7.1.
Bestem ved grafisk differentiatioi10) og f ¢15) for funktionen pa figur 4.1 side 31©

Pvelse 7.2.
Bestem ved grafisk differentiatioi§5) for funktionen pa figur 4.5 side 34©

Dvelse 7.3.
Betragt funktionen f(x) =% Beregnf ¢ (2)

Anvend den ovenstaende approximationsformel fihale en tilnaermet veerdi fof ¢  (2pels hvor
Dx = 0,1, dels hvobx = 0,02. Kommentér resultaterne®

Pvelse 7.4.

Om en funktion g, der er defineret i et intervagd opgivet bl.a. falgende funktionsveerdier:

X 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4
g(x) 3,795 3,911 4,025 4,135| 4,243 4,34y 4,450 (1,554,648
X 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 3,1 3,2 3,3
g(x) 4,743 4,837 4,930 5,020 5,109 5,196 5282 5,365,450

Bestem ved numerisk differentiation en tilnsermetdidor g¢(2), g¢(24) og g¢((3). ©

Dvelse 7.5.

Lav et fysikforsgg med et frit fald, hvor beveegalsegistreres v.hj.a. en timerstrimmel eller lig-
nende. Bestem hastigheden w& bevaegelsen i forskellige positioner.

(En timerstrimmel laves ved at et speciallod faldl treekker en papirstrimmel gennem en "timer”,
som saetter en prik pa strimlen for hvert 1/100 sdku

Pa timerstrimlen bestemmes den bedste tilnaermiklsastigheden, som loddet havde, da en given
prik blev afsat, ved at males lig med afstanden imellem prikken fgr og prikledter den givne

prik, og ved at seettét = 2/100 sek. Forklar hvorfor !).©
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Differentialregningen blev opfundet omkring 167Ceafleenderen Isaac Newton (1642 — 1727) og
af Gottfries Leibniz (1647 — 1716) fra Leipzig -striok uafhaengigt af hinanden, selvom de senere
skeendtes om hvem der egentlig opfandt det. Grutidex dette omtales her er primaert, at Newton
og Leibniz havde hver deres made at anfgre diffei@motienten pa. Newton anvendte en lille prik
over de variable, medens Leibniz anvendte nogledm&oran de variable. Idéen med prikkerne

er sandsynligvis baggrund for den notationsmeto@derede har omtalt, nemlifyt (xhvorimod
Leibniz’s sma d’er endnu ikke er omtalt hér. Menbdeges stadigveek — specielt, men ikke kun, nar
der er tale om matematiske modeller i andre fag @ik og gkonomi — og de indgar desuden i
omtalen af differentialer sidst i dette kapitel.

Hvis y = f(x) er en given differentiabel funktiosa benyttes falgende skrivemader

df (x)
dx

df df d
= 00 = o= 2= ye= i)
X X

f&x) =
Metoden med meerket er nemmest at anvende rentrgfiglg men metoden med d’erne har den
fordel, at man nemmere kan se, hvilken stgrrelselifferentieres med hensyn til hvilken variabel.
Hvis vi f.eks. ser pa stﬂrrelse%? , sa kan vi se at der er tale om at differentirakningen s med

hensyn til tiden t — og dermed opna at bestemratgheden.

Eksempel 7.6.
Betragt funktionen f(x) = 0,5% 2/x . Vi vil bestemmej—f og j—f(4)
X X
df 5 1 , 1 . df , 1
— = 05X3x°- 2%x— = 15x° - — hvoraf vi ser, at: —(4) = 154“- — = 235 ©
dx 2Jx Jx dx( ) Ja
@velse 7.7.
Betragt fglgende funktionsforskrifter:
2 -
a) f(x)= 32+~ +8 by y =% ¢) h(r) =2r2 x/r
X X +1
Bestem fglgende:
df df dy dy dh dh
a) — og— (2 b)— og — (-1 c)— og —(B) ©
)dx gdx() )dx gdx() )dr gdr()
Da den afledede funktion af en funktion f er gived: f¢x) = @ , Ser vi, at den anden aflede-
X
de af f kan anfgres ved:
df (x)
df&x) dx
f = =
) dx dx
2
hvilket normalt skrives sé’tledesqc;# .
X
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Hvis y = f(x), sa kan vi angive den anden afledeéiéalgende mader:

d®f(x) _ d*f
dx? dx?

2
yous 1 o = Y = )

Dvelse 7.8.
2 2
a) Bestem d f(zx) 0g d 2(3) for funktionen f i eksempel 7.6.
X
2 2
b) Bestem a7 () 0g d f(- 1) for funktionen fi gvelse 7.7 a)
dx? dx?

2 2
d h2(r) og (31 2h(5) for funktionen h i gvelse 7.7 ¢).©
r r

c) Bestem

Differentiation fra hgjre og fra venstre. Halvtangenter.

Vi har nogle gange haft den situation, at en fagefanktion er differentiabel i "naesten alle” punk-
ter i sin definitionsmaengde, dvs. at der kun finelesndeligt antal punkter, hvor funktionen ikke er
differentiabel. Disse punkter kan f.eks. veere endkfer i definitionsmaengden eller punkter, hvor
grafen "knaekker”.

Vi vil nu undersgge, hvad der eventuelt kan sigafunktionen i sddanne punkter.

Eksempel 7.9.
Betragt funktionen f givet ved: f(x) ﬁxz - 1‘

Da rgdderne i andengradspolynomi?tg2 -1 er lig med 2 og -2, kan f ogsa skrives saledes:

~

-1x%+1 3
f(X): 4X + nar| j: ;

2 o
+x°-1 nar
Grafen for f fremkommer af grafen for funktioneiix)g= %xz - 1 ved en spejling i 1.aksen af den

del, som ligger under aksen, medens resten bevavesst pa naeste side ses figur 7.2, der dels vi-
ser grafen for f, dels (stiplet) viser den del &ffgn for g, som spejles i 1.aksen. (Der er desuden
nogle halvlinier, som omtales i det falgende).

Det fremgar, at f er differentiabel i alle punkterdtagen 2 og —2.

Hvis vi nu indskraenker os til at se p& 2, sa far vi, idet funktionen g(x) %xz - 1 er differentia-
bel, og idet f(x) = g(x) for X 2, at der geelder (overvej !):

fx)-f(2) _ 9(x)- 9(2)
2 = o ® g%2) for x® 2+
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 Fig.7.2

Vi vil derfor sige, at f er differentiabel fra hgjr 2 med hgjre-differentialkvotientdrf{2) = g§2),
hvormed vi far, atf 2) = 1.

Vi vil kalde den halvlinie, som udgar fra punktgt {(2)) (= (2,0)) , og som har heeldningskoeffici-
entenf §(2) (= 1), for den (fremadrettede) halvtangent i petk2, f(2)). (Se figuren).

Denne halvtangent far dermed ligningen: y =X+ x3 2

Pa samme made ses, at f er differentiabel fra kengtmed venstre-differentialkvotientéi(2) =
(-9)%2) = —1. Den tilsvarende (bagudrettede) halvtangpuanktet (2, f(2)) far dermed ligningen:
y=—x+2, x£2. ©

Pa baggrund af det ovenstaende eksempel givelgérfde definition:

Definition 7.10. a)
En funktion f siges at veere differentiabel fra bdjet punkt ¥, hvis der findes et tdif(x,) , sa

f(x) - f(x,)
X- X,

4 halvtangent

® fHx,) for x® X,+

Tallet f {(x ) kaldes differentialkvotienten fra hgjrej x
eller kortere: hgjre-differentialkvotienten 4.x

Halvlinien : :
y:fﬂ(XO) >(X 'Xo) +f(xo) o X 3XO Fig. 7.3
kaldes den fremadrettede halvtangent til graferi fopunktet (% , f(Xo)).

(Fortszettes pa naeste side)
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Definition 7.10 b):
En funktion f siges at veere differentiabel fra wems$ x,, hvis der findes et tefld(x ), sa

f(x) - f(x,) ® fox,) for x® x-— t halvtangent
X- X,

Tallet f {x ) kaldes differentialkvotienten fra venstre,i x
eller kortere: venstre-differentialkvotientengi x B

|

Og halvlinien %
y =f®X,) Ax -Xo) H(xg) , X £x,
kaldes den bagudrettede halvtangent til grafer igounktet (% , f(Xo)).

Pvelse 7.11.
Betragt funktionen i eksempel 7.9. Find ligningeforeden fremadrettede hhv. den bagudrettede

halvtangent til grafen for f i punktet (-2, f(-2)©

Pvelse 7.12.
Angiv f(2) og f®2) for den i eksempel 4.13 omtalte funktion f.

Bestem en ligning for den bagudrettede halvtangeuanktet (2, f(2)). ©

Seetning 7.13.
a) Huvis en funktion f er differentiabel ioxsa er f differentiabel bade fra hgjre og fra wensx,,

0g
F&x,) = f&x,) =fAx,)
b) Hvis en funktion f er differentiabel bade fra hejg fra venstre i og hvisf {(x,) = f&x,),
sa er f differentiabel i og

fe€x,) = fHx,) = fUx,)

Pvelse 7.14.
Argumentér for rigtigheden af seetning 7.1®

Pvelse 7.15.
Lad funktionen g veere givet ved
x+3 x31
g0 =
2X°+px+q x<1
hvor p og q er reelle tal.
Bestem vaerdien af p og af q, sa g bliver diffesdral i 1.

Skitsér grafen for den derved fremkomne funktior®
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Undertiden kan det veere sveert at bevise, at diffash:wfl)tientenM har en greenseveerdi
X- X,
for x gaende mody{ra hgijre eller fra venstre.
Hvis funktionen er differentiabel "i naerheden” af %& kan vi imidlertid anvende fglgende saetning:

Seetning 7.16.
Lad f veere en funktion, som er kontinuert fra h@jxgog differentiabel i en omegw, (X,) til hgj-

re for x.
Hvis der findes et tal a, sa

fe¢x) ® a for x® X+

sa er f differentiabel fra hgjre i xog f {x,) = a.

Det tilsvarende geelder naturligvis fra venstre.

Beuvis:
Beviset bygger pa middelvaerdisaetningen (saetning 6.7

Lad h vaere laengden af omegnen(x,), dvs. w, (X,) = ]Xq;X, +h][.
| det fglgende betragtes kuri xw, (X,) =]Xq;X, +h]
Ifzlge middelveerdisaetningen anvendt pé f i intdetdix, ;x| findes et talc, T | x, ;X[ , s&
f(X)-f(XO) - fQCX)
X- X,
Det lille indeks x pa c’et skal vise, at tallet afhger af hvilken x-veerdi, der vaelges.
Daf¢x) ® a for x® X.+,sa harviogsa, at¢c,) ® a for x® X,+, idet der hele tiden

geelder, atx, <c, <x. Men heraf far vi netop, at
F(x) - F(x,)

X- Xq
Hermed er saetningen bevist©

= f¢c,) ® a for x® x.+

Pvelse 7.17.
Vis, at funktionen g(x) =x+/x +2x er differentiabel fra hgjre i 0, og finig{0). ©

| lighed med kontinuitet af en funktion defineredtiinterval (jfr. definition 3.18) har vi falgende
definition:

Definition 7.18.
En funktion f siges at veedifferentiabel i et interval | = [ a;b], hvis f er differentiabel | a; b,

og hvis f er differentiabel fra hgjre i a og frangére i b.
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Krumning af grafer.

Definition 7.19.
En funktion f siges at veere konvest interval[ a;b], hvis det for to vilkarligt valgte tal

Xy, X5 1 [a;b] geelder, at liniestykket mellem punkterne (%x1)) og (% ,f(x2)) ligger overgrafen

for f. (Se figur 7.5 a)).
En funktion g siges at veere konkiaet interval[ a; b] , hvis det for to vilkarligt valgte tal

Xy, X5 1 [ a;b] geelder, at liniestykket mellem punkterne ((x1)) 0g (% ,9(x%)) ligger undemgra-
fen for f. (Se figur 7.5 b)).

\ A
\ f

b————

Y

(=]
>
b3
~N
o

a)

Fig. 7.5

Bemeerk, at definitionen lidt kortere, men lidt miagraecist kan formuleres saledes:

En funktion f er konvex i et interve[da;b], hvis liniestykket mellem to vilkarlige punkter géa-

fen ligger over grafen.
En funktion f er konkav i et interve{da;b], hvis liniestykket mellem to vilkarlige punkter géa-

fen ligger under grafen.

| forbindelse med krumning af grafer anvendes igien raekke forskellige betegnelser:

En konvex funktion siges ogsa at vaere progressikrumme opaeller at vaere opad hul
En konkav funktion siges ogsa at veere degreasikrumme nedaslller at veere nedad hul

Specielt benaevnelserne progressiv og degressindasaeneget, bl.a. i gkonomiske og samfunds-
faglige sammenhaenge. (Man taler f.eks. om en psegyrekatteskala).

Bemeerk, at der i definitionen star:_to vilkarlige
(eller to vilkarligepunkter). Funktionen pa figur 7.6
er saledes ikkkonvex, selv om der findes punkter,
som opfylder det gnskede.

Praill T e e
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Vi vil nu se pa, hvordan vi v.hj.a. differentialrigg kan udtale os om krumning af grafen for en
funktion.

Ligesomf &x,) angiver "sendringshastigheden” af funktionen fmktet %, saledes angiver
fa& ) , hvor hurtigt differentialkvotienten (den afledefd@ktion) f ¢ aendres i x

Hvis f q&) > 0 for alle x i et interval I, sa er funktionéif voksende i |, dvs. "aendringshastighe-

den” forgges i intervallet I. Tangenten til grafenf far altsa starre og starre heeldningskoeffitie
hvormed vi ser, at grafen krummer opad (funktioeekonvex) i intervallet | (se figur 7.7 a)).
Tilsvarende vil grafen fa mindre og mindre heeldskagfficient i et interval J, hvig@&) < 0 for

alle x1 J, hvormed vi ser, at grafen krummer nedad (fomein er konkav) i J (se figur 7.7.a)).

a)l Jl b) J\

/N

|

] L
~ e B x e
a

f"(xr)<0 f"(x;>0
Fig. 7.7

| et punkt %, hvor f @& ) = 0, og hvorf &) har forskelligt fortegn pa hver sin side af kaldes

tangenten til grafen for f i punktetyxf(x,)) for en_vendetangefr grafen , og punktet,kaldes
et inflexionspunkt for funktionen (se figur 7.7 b))
Der geelder altsa falgende saetning:

Seetning 7.20.
Krumningen af grafen for en funktion f kan fastlaegagid fra fortegnene for den anden afledieée

idet der geelder falgende:
a) Hvis f@&) > 0 for alle x i et interval, sa er f konvex (prog3 i dette interval.

b) Hvis f @) <0 for alle x i et interval, sa er f konkav (degieyssdette interval.
c) Hvis f@&_ ) =0 iet punkt ¥ og hvisf @) har forskelligt fortegn pa hver sin side af a er
der vendetangent for grafen i punktes (%(xo)).

Eksempel 7.21.
Hvis s(t) angiver den straekning, som en bil hat ker 4
ud af en given ve;j til tiden t, s& har vi tidligevet
(eksempel 4.18), &f(t) angiver hastigheden til
tiden t, og atstft) angiver accelerationen til tiden t.

Betragt figur 7.8, som viser grafen for en sadan {
funktion s(t). Vi ser her, at heeldningskoefficiamte 3
|

for tangenten, dvs. hastigheden, gges indtil tids-
punktet §, hvorefter den aftager igen. Den maksi- |
male hastighed opné&s séledes til tiden t to

L 4
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Accelerationers®t) er derfor positiv indtild, og negativ derefter (svarende til at funktionesr s
progressiv indtil 4, og derefter degressiv). Funktionen s har altsdfleionspunkt i §, og grafen

for s har en vendetangent i punktet, @(t)).

(Man traeder m.a.o. pa speederen indtil tidgehwvtorefter denne slippes, og bremsen anvendes i st
det for (eller gnidningsmodstanden far bilens lyhstd til at falde)). ©

Eksempel 7.22.
Vi vil bestemme monotoniforhold og krumningsforhddd funktionen:

f(x) = - %x3+%x2- Sxt 2
Vi finder forst den afledede funktion: f¢x) = - 1x*+3x- 3

Derneest finder vi nulpunkter fdr¢ (kontrollér !):
f¢x) =0 U -1x*+3x-3=0 0 x=1U0x=5

Da f ¢ er et andengradspolynomium, hvis graf vender benedad, far vi i alt fglgende fortegnsva-
riation for f ¢
X 1 5
f'(x)- - = 0 +« + + 0 - - - =

Fig. 7.9

hvormed vi ser, at:
fer aftagende i] - ¥ ;1] , fervoksende {1;5] , fer aftagende [ 5;¥ [

Ved at differentiere en gang til far vi:
fak) = -x+3  ogdermed: f@&) =0 U x =3

Fortegnsvariationen foir¢ ser altsa saledes ud:

x l3 i —
f*(x) & + + + 0 = = = = -
Fig. 7.10
hvormed vi ser, at: A

f er konvex i]-¥ ;3] ,

ferkonkavi[ 3;¥[
f har inflexionspunkt i 3

Grafen for f, der ses tegnet pa figur 7.11, hadadin
vendetanget i (3, f(3)). ©
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Pvelse 7.23.

Lad funktionen f veere givet ved forskriften: (%) %XS +x% , x1 ]- 4;2[

a) Find f¢x) og fak).

b) Bestem monotoniforholdene for f.

c) Bestem krumningsforholdene for f.

d) Tegn grafen for f pa grundlag af en reekke relevatattepunkter

e) Indtegn tangenten i punktet (-1, f(—1)) — og argutér for, at det er en vendetangent.
f) Bestem Vm(f). ©

| forleengelse af eksempel 7.22 og gvelse 7.23dges i det falgende eksempel en generel behand-
ling af 3.gradspolynomier, hvor det vises, at dedds 6 forskellige typer 3.gradspolynomier.

Eksempel 7.24.

Betragt et trediegradspolynomium f(x)ax® + bx? + cx+ d, hvor a, b, ¢ og d er konstanter (8).
Vi ser, at f §x) = 3ax? + 2bx+ ¢ er et andengradspolynomium. Fortegnsvariationefi ¢ — og
dermed monotoniforholdene for f — afheenger deréds df fortegnet for 3a (og dermed for a), dels
af antallet af radder i dette andengradspolynomium.

Der er her seks principielt forskellige muligheder:

X
a) a>0, f¢ haringen rgdder:

Y

b) a>0,f¢ harénrod: - T —
f{ x) + + 0 + + +
¢) a>0, f¢ har to rgdder: - . 4 >
fx) + + + 0 = = =Q + + +
d) a<0, f¢ haringen rgdder: -X —
Bl = 0= om0 & 0w o=«
e) a<0, f¢ harénrod: : ' -
f(x) = = =0 - - = -
: X L 3 b - .
f) a<0, f¢ har to radder: ——t T Fig. 7.12

Udover monotoniforhold for f ser vi ogsa pa krungsforhold. | denne sammenhaeng finder vi:
f &) = 6ax+ 2b, hvormed vi ser (kontrollér !), at:

1) Nara> 0, sa er@) >0 for x>-3£ og fa&k) <0 for x<-3£
a a

Grafen for f er altsa konkav til venstre fgr= - 3£ og konvex til hgjre fox, = - 3£
a a

2) Nara <0, sa ér@x) >0 for x<-3£ og fa&k) <0 for x>-3£
a a

Grafen for f er altsa konvex til venstre fgr= - 33 og konkav til hgjre foix, = - 33
a a
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Kombineres monotoniforhold og krumningsforhold geiat der er seks principielt forskellige typer
trediegradspolynomier som skitseret pa figur 7.13:

Fig. 7.13
hvor situationerne a) — f) pa figuren svarer tiiationer a) — f) ved monotoniforholdene ovenfr.

Differentialer.

Pa side 38 sa vi, at differenskvotienf X)-(xo) for en funktion f kan angives ved:
X- X,

f(x)-f(x,) _ f(x,+Dx)- f(x,) _ Df
X- X, - Dx T Dx
hvorDx = x — % betyder tilvaeksten i den uafhaengige variable Bfog f(x, + Dx) -f(x,) erden
tilsvarende tilveekst i den afhaengige variable.

Og hvis f er differentiabel i« s& gaelder der: % ® f¢x,) for Dx ® O

Vi kan saledes sige, at nax er meget lille, sa e% teet paf ¢x,) , dvs.Df er teet p&f €x,) x D .

Vi kan altsa skrive:
Df » f¢x,)xB nar Dx » 0

og "naesten-lig-med” tegnetkan erstattes med et egentligt lighedstegnDrang dermedf, bli-
ver "uendelig lille”.
Som "uendelig sma” starrelser anfgixsog Df ved hhv. dx og df. Vi far hermed, at:

df
df =f¢x ) xdx o — = f¢x
€x,) 9 €x,)

Starrelsen df kaldes differentialet aihed udgangspunkt x og det kan ogsa skrivestf (x,)
Starrelsen dx kaldes differentialet af x

Vi ser séledes, atf ¢x,) = j—f er en "bragk” (en kvotient) imellem to differeritia, hvilket ogsa
X

ligger i navnet: differentialkvotient. (Jfr. omtals. 74).

Hvis y = f(x), sa seetter vi dy df (x,), hvormed vi far:
dy =) ix  og <Y = fx,)
X
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Differentialet dy (= df) angiver altsa, hvor stor &vaekst vi far i funktionsveerdien, nar vi ud fa
giver x-veerdien den differentielle tilveekst dx. @fgudtrykket dy =f ¢x,) >dx ser vi, at dy er

f §x,) gange sa stor som dx. Dette svarer geometriskstiim antydet pa figur 7.14 —, at haeldnings-
koefficienten for tangenten er forholdet mellemaodydx.

Fig14

Eksempel 7.25.
a) Om funktionen f(x) :%x +1 geelder, at:  df izdx , dvs. differentialet af f er det halve af
differentialet af x. (Overvej den geometriske beiyd af dette !).
b) Differentialet af funktionen g(x) %XZ - 3 er med udgangspunkt § x 4 givet ved:
dg =g%4)xdx = 2dx
dvs. differentialet af g med udgangspunkt i 4 drdidbelte af dx.
(Overvej den geometriske betydning af detted.

At vi vil beskeeftige os med differentialer skyldesst og fremmest, at man ofte med fordel kan
betragte udtrykket
Df » f¢x,)xB® nar Dx » 0

som veerende lig med udtrykket:
df = f¢x,)dx

Vi kan da enten
ud fra en given funktion f findé¢x ) og dermed tilveeksten i funktionsveerdien svareit@ét

meget lille tilveekst i x, eller
vi kan finde et udtryk foif ¢ ud fra en given sammenhaeng melleimog Dx , hvorDx » dx,
dvs. hvorDx er meget lille, og hvobf » df. — og ud fra dette udtryk kan vi ofte bestenfme

Eksempel 7.26.

Betragt en kobberklods, der for nemheds skyld a&#tag have form som en terning. Hvis vi op-
varmer sadan en klods, sa vil den udvide sig €i rmtninger).

Kaldes sidelaengden af klodsen x, s er klodsenfangm(x) = X.

Hvis vi nu p.gr.a. opvarmning far en lille leengdeid@lseDx af hver side, sa vil rumfanget forages
medDr givet ved:

Dr » 3x°xIX.
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Dette ses af, at néx er lille, s& har vi:Dx » dx og Dr » dr, hvorefter formlen:

dr(x) = r&x)dx  dvs. dr(x) =3x?dx
giver det gnskede.

Hvis siden x er 30 cm og den f.eks. forages metl 68, sa forages rumfanget med:
Dr » 380%0,01 = 27

dvs. rumfanget foreges med cirka 27°cm©

Pvelse 7.27.

Radius i en given metalkugle er 5 cm. Kuglen spmagles og far derved et 0,02 cm tykt lag maling.
Beregn, hvor meget rumfanget af kuglen foragesjerged hvor mange chmaling, der anvendes.
Udregn resultatet savel v.hj.a. differentialer sahj.a. rumfanget efter maling minus rumfanget far
— og diskutér forskellen.©

Eksempel 7.28.

Vi betragter i dette eksempel en geercellepopulasom vokser ved celledeling under optimale
vilkar (fastlagt ved korrekt temperatur, rigelign@gsmaengde og plads, ringe koncentration af af-
faldsstoffer o.lign.).

Til et givet tidspunkt t har vi N(t) geerceller pnl i en naeringsoplgsning. Nar der sker en lille til
veekstDt i tiden, sa forgges antallet af geerceller p.ge#edelingen.

Lad DN betegne tilveeksten i antallet af gaerceller i t@faidsintervalleDt. NarDt er "lille” (set i
fht. den "hastighed” hvormed cellerne deler sig)eeDN tilnzermelsesvist proportional med bade
N(t) og medDt (overvej !). Vi far dermed, at:

DN» pN({t)xD nar Dt » O

hvor r er en positiv proportionalitetsfaktor. (rslever sandsynligheden for celledeling pr. celie p
tidsenhed).

Ved division medt pa begge sider af lighedstegnet far vi differensienten for N(t), og ved at
ladeDt ga mod Ot er "lille”) far vi som omtalt ovenfor, at tegneterstattet af et lighedstegn sam-
tidig med,at differenskvotienten bliver til differentialkventen.

Funktionen N(t), som beskriver antallet af gaercgdle ml til tiden t, opfylder altsa ligningen:
dN
dt

Vi fa altsa opstillet en ligning, hvor den ubekemndt funktionen N, som man gerne vil bestemme.

Lasning af sddanne ligninger hgrer imidlertid ikiiemme her (se f.eks. i bogen "Matematik for

Gymnasiet. Differentialligninger og matematiske malbet”). Men for laesere, der har leert om eks-

ponentialfunktioner kan det forteelles, at lgsningleden anfarte ligning bliver, at funktionen N er

givet ved: N(t) = N<", hvor N er antallet af geercellen til tiden t = 0.

= r>xN(t) som ogsa kan skrives: N”(t) N(t)

Det skal bemeerkes, at denne model for en geeragfielations veekst kun geelder ved optimale
vilkar. Hvis der bliver pladsmangel, naeringsmanfyel hgj koncentration af affaldsstoffer eller en
forkert temperatur, vil reproduktionsraten (dvst elekelte "individs” evne til reproduktion pr. tids
enhed) begynde at aftage. Men dette vil vi ikke kayderligere ind pa her. ©
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Der kan gives en mere praecis og "matematisk kdroeKinition af differentialer end den ovenfor
anvendte. Men da den til gengeeld gar det hele rfreweetisk” uden egentligt at bidrage veesentlig
til forstaelsen i forbindelse med vores brug afaténtialer, udelades den her.

Stamfunktioner.

Vi slutter dette kapitel med en kort omtale af, dhvaan kunne kalde den "modsatte” regningsart til
differentiation, nemlig at finde en stamfunktiohen given funktion, dvs. at finde en funktion, som
differentieret giver den funktion, vi allerede héEmnet behandles indgadende i bogen "Matematik
for Gymnasiet. Integralregning. Teori, anvendetsgmodeller”).

Definition 7.29.
En funktion F siges at vaestamfunktiortil en funktion f i et interval I, hvis: @) = f(x)

for alle x1 | (altsd hvis F differentieret giver f).
Hvis x er et intervalendepunkt for I, som er médsé er det underforstaet, at der er talefrgx) eller F((x)

Eksempel 7.30.

a) Funktionen F(x) = 2/x  er stamfunktion til funktionen f(x) =1 I R+, idet der for alle po-

Jx

sitive tal x geelder, aFgx) = f(x), dvs. (2vX)¢ = ——

Jx
Men bemaerk, at funktionernev/x - 3, 2/ x % og 2/ % 100 ligeledes er stamfunkti-
oner til f(x), idet det konstante led forsvindedaifferentiationen.

b) Funktionen<x* er stamfunktion til funktionen % idet ((x*)¢= x> ©

@velse 7.31.
Bestem en stamfunktion til hver af funktionerne:

a) f)=x2 b fx)=0 ¢ fx)=% d) fx)=12 €) fx)=2x-1 ©

@Dvelse 7.32.

Bestem en stamfunktion til:

a) f(s) = s b) g(p) = - 2p+ 300 c) h(y) =5y°- 3y* ©
@velse 7.33.

1

. 1 S .
Argumentér for, at—lxn+ er en stamfunktion til funktioner" for alle hele tald —1. ©

n+
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Som omtalt i eksempel 7.30 gaelder der, at hvisiehktfon f har en stamfunktion F, sa er alle funk-
tioner af typen F + k , hvor k er en konstant, ogfsénfunktioner til f.
| den forbindelse kan man bevise fglgende seetning:

Seetning 7.34.
Hvis en funktion f har en stamfunktion F i et im& |, sa har den uendeligt mange stamfunktioner.

Og samtlige stamfunktioner til fi intervallet | af formen: F + k, hvor k er en konstant.

Herudfra kan man bevise, at der geelder fglgendeirsget

Seetning 7.35.
Lad f veere en funktion, som i et interval | harstamfunktion F, og lad {xY,) veere et punkt i

planen, hvor x1 1.
Da har f netop én stamfunktion i I, hvis graf gggrinem punktet ¢x yo).

Eksempel 7.36.

Vi vil finde en stamfunktion F til funktionen f(>9 Jx iintervallet | = R, s& grafen for F gar
igennem punktet (4,7), dvs. som opfylder, at EZ)

Da funktionen %x& er en stamfunktion til f (kontrollér !) far vi ifge seetning 7.34, at der findes
en konstant k, s& F(x) Zxvx + k. Da F(4) = 7 findes k séledes: 7—§=><4><\/Z +k 0 k=2

Vi finder altsd, at: F(x) =2xvx +32 ,xI R, ©

Qvelse 7.37.

Bestem den stamfunktion Q til funktionen: q(x)x:+i X >0 , som opfylder, at Q(4) = 1®

R

Til opskrivning af stamfunktioner anvendes alminglék det sakaldte integraltegn, som anfart i
folgende definition:

Definition 7.38.
Som betegnelse for en (vilkarlig) stamfunktioretil given funktion f anvendes ofte symbolet:

f (x)dx
f(x)dx kaldes ogsa for etbestemt integralaf f,

og nar vi finder en stamfunktion til f s siger aijntegrererf.
| opskrivningen af integralet kaldes funktionerftedor integranden.

Fordelen ved betegnelsen (x)dx for en stamfunktion til f (frem for at kalde dEher, at man i

udtrykket f(x)dx kan se, hvilken funktion f vi finder stamfunktemtil. Vi kan derfor f.eks.

i stedet for: F(x) 2Jx er en stamfunktion tilL

Jx

skrive:  2xdx =

1
N
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Indholdet i definition 7.38 kan ogséa formuleresséis:
Hvis F er en stamfunktion til f i et interval |, skriver vi F(x) = f(x)dx og vi siger, aF frem-

kommer ved at integrere f. f (x)dxer altsa en funktion (en stamfunktion til f).

Af definition 7.38 ser vi, at der geelder fglgende:

(*) fX)dx=Fx) U F&x)=f(x) og *) ( f(x)dx)( = f(x)

Reglerne{) og ¢*) kaldes ofténtegrationsprgvenidet man kan bruge disse til at kontrollere, om
det er korrekt, at en given funktion har en andgrrgfunktion som stamfunktion.
Bemaeerk, at hvis f er en differentiabel funktionesd en stamfunktion tif ¢, dvs.

f §x)dx = f(x)
Vi kan heraf se, hvorfor man ofte siger, at intéigraer den modsatte "regningsart” af differentati

Eksempel 7.39.
a) Funktionen F(x)=%x3 er stamfunktion til funktionen f(x) =?x idet der geelder:
— 3 — v2 —
FEx) = 3x°)¢ = x° = f(x)
3

Vi kan derfor skrive: x?dx = %x

Funktioner somix®+2, 1x%- 45, 1x3+1086 — eller generelt:1x* +k — er ogsa stam-
funktioner til ¥, idet det konstante led forsvinder ved differetiia (jfr. saetning 7.34).
Vi ber derfor skrive: x*dx = 1x*+k, hvor k er en vilkarlig ("arbitreer”) konstan©

@velse 7.40.
Bestem fglgende ubestemte integraler:
8 1
a) x°dx b) —dx c) 5dx ©
) ) I )

| forlaengelse af eksempel 7.39 og seetning 7.34dsktdben fremhaeves, at der til enhver stamfunk-
tion kan laegges en vilkarlig konstant, idet derovevinder ved differentiation.

En stamfunktion til en given funktion er altsa ikkelt entydig fastlagt.

Veerdien af konstanten kan i en konkret situatictidagges ud fra kendskab til en funktionsveerdi
for stamfunktionen (jfr. saetning 7.35, eksempeb#8fl. samt nedenstaende gvelse 7.41).

Pvelse 7.41.
Bestem til hver af de fglgende funktioner en starkfion, hvis graf gar igennem punktet: (3,10)
a) f(x) =¥ b) f(x) = 1,6x +°x c) f(x) BYx ©
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Til hjeelp ved bestemmelse af stamfunktioner (ubmettentegraler) geelder en raekke regneregler,
hvor vi hér kun vil omtale de mere simple af deongsvi faktisk allerede stiltiende har brugt):

Seetning 7.42.
Lad f og g veere to funktioner, der har stamfioridrne F(x) = f(x)dx og G(x) = g(x)dx

og lad ki R veere en konstant. Der geelder da fglgende regler
a) kxf(x)dx =k f(x)dx

b) (f(x)+g(x)dx = f(x)dx+ g(x)dx
c) (f(x)-g(x)dx= f(x)dx- g(x)dx

Beuvis:
De tre regler fglger af, at nar F og G er stamfiomier til f og g,sder kF, F+G og F-G
stamfunktioner til hhv. kf, f+ g og f— g. @egtte geelder, idet :

kF)(x) = k>F(x) = k>f(x)
(F+G)(x) = F(x)+G(x) = f(x)+9(x)
(F- G)(x) = F(x)- G(x) = f(x)-a(x) ©

Eksempel 7.43
Ved anvendelse af de tre regler i seetning 7.42idegks., at:

(Ex°- 2x*+9x%- 7)dx = ix°dx - 2x*dx + 9xdx - 7dx

= 1 x%dx - 2x x%dx + 9x x%dx - 7x

N

= 1xdx®- 2xx® +9xd %3 - 7x
= Lx%- 2x°+3x%- 7x

. 0 : 1
hvor vi ogsa har benyttet formlen i gvelse 7.33x" dx = —+1xn+1 samt det faktum, at en stam-
n

funktion til en konstant er konstanten gange deralke.
Det skal bemaerkes, at med lidt gvelse kan mangpdirektefra farste til sidste led i den ovensta-
ende omskrivning©

@velse 7.44.

Udregn falgende ubestemte integraler:

a) (x3- 2x2 +5x + 1)dx n Xl ©
Jx

Leesere, der matte gnske at ga dybere i emnet fatteq”, henvises som omtalt til bogen: "Mate-
matik for Gymnasiet. Integralregning. Teori, anvelsdr og modeller”.
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Kapitel 8: Lidt om graensebetragtninger, asymptotisle forhold
og funktionsundersggelse.

Vi skal i dette kapitel studere nogle yderligerergkaber, som funktioner kan have, og se, hvorle-
des disse egenskaber giver sig til kende ved fanktnes grafer.

f(x) for x gdende mod YT Dm(f)

Vi starter med at undersgge, hvad der kan ske@mvfanktion f er defineret til hgjre eller til ven
stre (eller til begge sider) for et punkt ren ikke i % selv (dvs. I Dm(f)).

Eksempel 8.1.
Betragt funktionen f(x) :2—X2. Vi ser, at f er defineret omkring 2, men ikk2 selv.

Vi ser 0gsa, at hvis x naermer sig 2 fra hgjre,as@rker naevneren x — 2 teettere og teettere pa 0, og
X — 2 er hele tiden positiv. Teelleren 2x neermgdsirimod til 4. Nar x neermer sig 2 fra hgjre, ma
f(x) derfor blive stgrre og starre (se eksempbignne tabel):

X 3 2,5 2,1 2,0001
f(x) 6 10 42 40002

Vi kan saledes fa f(x) lige sa stor vi vil, blotigger tilstreekkeligt taer pa 2 (og x > 2).

| denne situation vil vi derfor tillade os at slgiv  f(X)® ¥ forx® 2+

Tilsvarende ser vi, at: f® —¥ forx® 2-

idet nar x naermer sig 2 fra venstre, sd naerme »sig til 0 gennem negatiweerdier, hvorimod
teelleren igen naermer sig til det positive tal @rafen for f ses pa figur 8.5 side 93)©

Som i eksempel 8.1 vil vi i almindelighed sige omfenktion f, at:
f(x) gar mod uendelig for x gaende magfra hajre, hvilket skrives: f{x® ¥ for x® Xq+ , hvis
f(x) kan blive vilkarligt stor, nar blot x liggeilstraekkeligt taet ved(og x > %) (Se figur 8.1)
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Udtrykkene
f(x) ® —¥ forx® Xx.+ (se figur 8.2),
f(x) ® ¥ forx® X~ 0g
fX)® —¥ forX® Xo—

har en tilsvarende betydning.

Hvis fX)® ¥ forx® X+
og fX)® ¥ for X® Xo—
(se figur 8.3), s& skriver vi kort:
f(X) ® ¥ forx® X,
Og tilsvarende betydning tilleegges udtrykket: .
fX)® —¥ forx® X, Fig. 8.3

Vi bemaerker, at hvis f{x® ¥ for x® x.+ (eller lignende), sa vil grafen for f "i deefpe” naer-
me sig til linien med ligningen x =;xDenne linie kaldes da en lodret asympfotegrafen.

Eksempel 8.2.
En mere preecis definition af f.eks.: f@)¥ forx® x,+ kan gives pa falgende made:

Hvis det for et vilkarligt stort tal K er muligt éinde en omegmw, (x,) til hajre for %, hvorom der

geelder, at:
xT w,(x,) f(x) > K

sa siger vi, at f(x) gar imod uendelig for x gaemuted %, fra hgjre. ©

@velse 8.3.
a) Angiv i lighed med eksempel 8.2 en definitionf f(X)® —¥ for x® Xqt+
b) Opskriv savel definitionen i eksempel 8.2 sapkti a) ved hjeelp af kvantorer (se kapitel 1.

Pvelse 8.4.
Argumentér for, at det om funktionen h(X)E=lT)2 geelder,at h(x® ¥ forx® 3 ©
X -

Eksempel 8.5.

3 ny2.
Betragt funktionen g(x) =X 22X 3X
2x° - 7x+ 3

Da andengradspolynomie?x? - 7x+ 3 har rzddern% og 3, kan dette polynomium omskrives til

2x% - Tx+ 3= 2(x- %)(x- 3). Funktionen g er altsa defineret for alle x ugéta% og 3.

Trediegradspolynomietx® - 2x?- 3x kan omskrives ved at saette x udenfor en parewgtéskeo-
risere det andengradspolynomium, der fremkommes indrentesen. Vi far (kontrollér !), at:

x3 - 2x%- 3x = x(x +1)(x- 3).
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Forskriften for funktionen g kan hermed omskriviegaigende:

XXX #) & 3I3) 1
2X(x -1)x(x -3) ARG

g(x) =

Vi bemaerker dels, at bade teeller og naevner err( a3, dels at hvis X 3, sa kan parentesen
(x —=3) forkortes vaek. Fork 3 har vi altsa:

XX{x #) & 3) _ xxx )
2x(x -3)qx -3)  2X(x -3)

Vi vil undersgge g(x) for ® 3. | den situation kommer x taet pa 3, men x blaldrig 3. Vi kan
derfor bruge den forkortede funktionsforskrift fprog da den er kontinuert i 3 far vi, at:

g(x) ® 3x3 H) for x® 3,  dvs. go® 12 for x® 3
2%(3 -3)
Bemeerk, at en funktion saledes ikke behgver atagiuendelig eller minus uendelig ved et punkt,
hvor funktionen ikke er defineret !!

a(x) =

Vi afseetter nu tallene -1, % og 3 pa en tallinie. Ved at se pa det uforkortedieyk for g(x) kan
vi vurdere fortegnene for g(x) i hvert omrade (imtd) pa tallinien, som herved fremkommer:

Fig. 8.4
At der f.eks. star + imellem -1 og O ses saledes:
Imellem —1 og O er x negativ, x + 1 er positi; 8 er negativ og x% er negativ. | udtrykket
for g(x) indgar derfor ét positivt led (udover 8mt fire negative led.
Udover at vi kan se, om grafen for f ligger ovedeeunder 1.aksen, sa kan vi ogsa bruge denne for-
tegnsvariation til at undersgge g(x) for x gaendel @
Det fremgar af den uforkortede forskrift, at naeemegar mod 0 og teelleren gar mo%, nar x gar
mod% (kontrollér ). Dette giver os, ¢g(x)| gar mod uendelig for x gadende méd Hvis vi
kombinerer dette med fortegnsvariationen for g¢&)ser vi, at:

gx) ® ¥ for x® 3+ og gX)® —¥ for x® J—

Grafen for g ses pa figur 8.16 side 10®

Vi har altsa set, at der er mindst to mulighederf(o), nar x gar imod & hvor %I Dm(f):
f(x) gar numerisk mod uendelig for x gaende med x
f(x) neermer sig et bestemt tal (har en graensevderdt)gaende modyx

Dette sidste ser vi ogsa ved differentiabilitetidHen funktion h er differentiabel i et punkg sa er

h(x)- h(x,)
X_

funktionen f(x) = ikke defineret i ¥, men alligevel har vi, at f{6® h&x,)for x® Xo.
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f(x) for x gdende mod uendelig eller minus uendelig

Vi vil nu se pa, hvad der kan ske med en funktsmm er defineret i et interval af typ{alp;¥ [ ,

Jp:¥ [, ]-¥:q] . |¥ ;q[ eller ]-¥ ¥ [ (hvor p og q er givne tal) — altsa en funktiormsio
den ene eller i begge sider er defineret imod datalige.

Eksempel 8.6.
Lad os igen se pa funktionen f fra eksempel 8.%, df(x) = 2—X2
X -
Vi vil undersgge, hvad der sker, nar x bliver nusiestor (dvs. nar ® ¥ eller x® —¥ ).
Da vi saledes er borte fra x = 0, kan vi omskriweskriften for f ved at forkorte den med x. Vi far:

2X 2
f(x) = =
0= T 2
X
Vi ser her, at efterhanden sdm| bliver starre, kommelg teettere pa 0, hvormet- 2 kommer
X X
teettere pa 1. f(x) vil derfor nserme sig 2, narixesinumerisk stor. (Se den falgende tabel).
X 4 10 50 100 1000 10000
f(X) 4 2,5 2,08 2,04 2,004 2,0004
X -4 -10 - 50 — 100 — 1000 — 1000
f(X) 1,33 1,67 1,92 1,96 1,996 1,9996

Vi ser saledes bl.a., at vi kan fa f(x) lige sap&®2, som vi vil, blot vi veelger x tilstraekkeligfor.
Vi vil derfor sige, at f(x) gar mod 2 for x gdena®d uendelig, hvilket skrives:

f(x) ® 2 forx® ¥ eller limf(x) =2
X®¥
Pa nedenstaende figur 8.5 ses grafen for f.
Fig. 8.5
Vi ser ligeledes, at:  f(x® 2 for x® —¥ eller limf(x) =2 ©
X®-¥
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Som i eksempel 8.6 vil vi i almindelighed sige omfenktion f, at f(x) gar mod a for x gaende mod
uendelig, hvis f(x) kan komme vilkarligt teet pandr blot x er tilstreekkeligt stor. (Se figur 8.6).
(Man siger ogsa, at f(x) konvergerand a). At f(x) gar imod a for x gaende mod udigdskrives:

f(x) ® a for x® ¥ eller limf(x) =a
X®¥
Udtrykkene: f(x)® b for x® —¥ eller limf(x) =b har en tilsvarende betydning (se figur 8.7).
X®-¥
Fig. 8.6 Fig. 8.7

Hvis f(x) ® a for x® ¥ , sa vil grafen for f "i det fierne” neerme sigltitlien med ligningen y = a
(se figur 8.6). Denne linie kaldes en vandret adgteyil grafen for f. Og tilsvarende er linien med
ligningen y = b en vandret asymptote til grafenffdivis f(x)® b for x® —¥.

Dvelse 8.7.

a) Angiv en praecis definition for: f()® a for x® ¥ ilighed med definitionen i eksempel 8.2.
b) Angiv en preecis definition for: f(® b for x® —¥

c) Opskriv disse definitioner v.hj.a. kvantorer©

@velse 8.8.
Argumentér for, at

a)i®0forx®¥ b)iz®0forx®¥ ©
X X

@velse 8.9.

Bestem limf(x) , idet f(x) = —xt*

5 ©
X®¥ X< +2

Som man kan forvente, er det naturligvis ikke allgktioner, som konvergerer (dvs. har en greense-
veerdi), ndr x gar mod uendelig eller minus uendéligks. bliver X vilkarligt stor, n&r x g&r mod
uendelig.

Vi vil om en funktion f sige, at f(x) gar mod uedidefor x gaende mod uendelig, hvis f(x) bliver
vilkarligt stor, nar x bliver vilkarligt stor. (Skgur 8.8). Og vi vil da skrive:
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f(x) ® ¥ for x® ¥

En tilsvarende betydning tilleegges udtrykkene:

fxX) ® —¥ for x® ¥
f(x) ® ¥ for x® —¥
f(x) ® —¥ for x® —¥

Der geelder altsa f.eks., at
X*® ¥ for x® ¥

Fig. 8.8

@velse 8.10.

En mere preecis definition af: f(® ¥ for x® ¥ kan angives pa fglgende made:

Hvis der for et vilkarligt valgt stort tal L findest tal K, sa: x >K  f(x) > L, sa siger vi, at f(x) gar
mod uendelig for x gdende mod uendelig.

Anvend denne definition til at bevise, at:

a) ¥® ¥ for x® ¥
b) hvis f(x)® ¥ for x® ¥ og g(X)® ¥ for x® ¥, sdharvi, at: f(g(x) ® ¥ for x® ¥
c) hvisf(x)® ¥ for x® ¥ og g(xX)® ¥ for x® ¥, saharvi, at: f(x)+g(x® ¥ for x® ¥ ©

@velse 8.11.
Angiv i hvert af nedenstaende tilfeelde to funktioheg g, som begge gar mod uendelig for x gaende
mod uendelig, og som opfylder:

a) f(X)—gx)® ¥ for x® ¥
b) f(x) —g(x) ® 3 for x® ¥

c m®¥ for x® ¥
g(x)

d) ) ® 3 for x® ¥
9(x)

Kommentér resultaterne©

Vi vil nu kort undersgge polynomier og polynomiumsker for x gdende mo#d eller —¥ .
Hertil behgves fglgende saetning, som klart er opfyl

Seetning 8.12.
For ethvert naturligtal n geelder der, at:

1) Hvisnerlige,saharvi: "x® ¥ for x® ¥ og X ® ¥ for x® —¥
2) Hvisnerulige,saharvi: "x® ¥ for x® ¥ og X ® —-¥ for x® —¥

3) Forallenharvi:in® 0 for x® ¥ og iﬂ@ 0 for x® —¥

X X
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Eksempel 8.13.

Betragt funktionen: f(x) =-3x>+ 2x*- x* 3x 8.

Umiddelbart kan vi ikke udtale os om f(x) for x géle mod¥ eller —¥ (hvorfor ikke ?). Men for
x 1 0 kan vi foretage fglgende omskrivning (vi seetfendenfor en parentes):

f(x) = x> -3+ nt oL gl gkt
X X3 x4 x°

Nar x gar mod¥ eller —¥ , sa gar hvert af de fire sidste led i parentesed 0, hvormed hele pa-
rentesen gdrmod -3. Da’ ® ¥ for x® ¥ og X ® —¥ for x® —¥ servi hermed, at

f(x) ® —¥ for x® ¥ 0og fxX® ¥ for x® —¥ ©

@velse 8.14.
Undersgg falgende funktioner f(x) for x gdende mdhhv. mod -¥ :

a) f(x) = 5x*- 2000%- 120000x 20000(
b) f(x) = (4x* +56x" - x*+ 3k (-3C+ 2x- 9 ©

Eksempel 8.15.

x3 + 2x?
X2 +x +1
nar x gar mo& eller =¥ , kan vi ikke umiddelbart udtale os om, hvad sler med f(x) for x
gaende mod¥ eller —¥ (jfr. gvelse 8.11). Vi ma derfor omskrive fordten for f.

Vi forkorter brgken med™ hvor m er den mindste grad af de to polynomies, ehed %. Vi far

herefter for ©¢ 0, at

Betragt funktionen f(x) = . Da teeller og naevner hver for sig gar r¥ockller mod ¥,

f(x) = X+2
1 1
1+ = +—
X x2
Da x+2 ¥ for x® ¥ og 1+£+i2® 1 for x® ¥ serviialt, at
X X

f(x) ® ¥ for x® ¥
Tilsvarende ses, at f()® —¥ for x® —¥ ©

@velse 8.16.
5 a4 2_
a) Vis, at det om funktionen g(x) = ?X fjx * gx 9 geelder, at
-5+ 7xt- 3 x&F 2x

gx) ® -8 for x® ¥ og gx® -8 for x® —¥

3 au2s Ty
b) Vis, at det om funktionen h(x) = X6 8X3+ 7;‘ 1
3X° +2x° - X7+ 12

h(x) ® 0 for x® ¥ og h(x® 0 for x® —¥ ©

geelder, at
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Eksempel 8.17.

3x? +3x- 6
X2 +2x+3
Da ligningen x? +2x +3=0 ingen lgsninger har, er Dm(f) = R. Vi finder dastf ¢x) :

Vi vil bestemme monotoniforhold og veerdimaengdefdimiktionen: f(x) =

_ (6x+3)(X* +2x+3)- (3¥+ 3% 6)(2% 2 _ 3x%+30x+ 21

(x? +2x + 3)° (x? +2x + 3)°

f ¢x)

Heraf far vi (kontollér):
fegx) =0 U 3x*+30x+21=(C U x=-53/2U0 x-5 3/2

Da fortegnet forf ¢x) bestemmes af teeller@x? + 30x+ 21, som er et andengradspolynomium,
hvis graf vender grenene opad, far vi fglgende Kfipitel 6):

Fig. 8.9

Da-5 3/2=- 9,24 og -5+ 3/2=- 0,75Iservi, at fervoksende]-¥ ; 9,243, afta-

gende i[-9,243; 0,757 og voksende i[-0,757¥ [.

Vi ser desuden, at der er lokalt maximum i — 9,2¢8det lokale maximum er f(-9,243) = 3,182,
samt at der er lokalt minimum i — 0,757, og detlekminimum er f(— 0,757) = — 3,182.

For at bestemme veerdimaengden mangler vi nu kuidet vad der sker med f(x), nar x gar mod
¥ eller mod -¥ (overvej !). Ved at omskrive forskriften for f gaAmme made som i eksempel 8.15
far vi (for x* 0):

3:3. 8
— X X

f(x) = — 2 X
(x) > 3
1+ -+ —

X x2

hvoraf vi ser, at: f(x)® 3 for x® ¥ og f(xX)® 3 for x® —¥
Kombineres dette med monotoniforholdene, de lokateema samt kontinuiteten af f, ser vi, at

vm(f) = [-3,182;3,18]. Grafen for f ses p& nedenstaende figur 8.19.

Fig. 8.10
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Pvelse 8.18.
Bestem monotoniforhold og veerdimeaengder for fglgdgndktioner:
2X x2 X +2
a) f(x) = b) g(x) =— 0 h) =———— ©
X- 2 X +1 2x“ +3x- 5
Asymptoter.

Vi har allerede set eksempler pa asymptoter, évierlsom grafen for en funktion nsermer dig "i
det fijerne”. Pa side 91 sa vi pa en lodret asyreptog pa side 94 sa vi pa en vandret asymptote.

Eksempel 8.19.

3 2
Betragt funktionen: f(x) =X2+i
X“+x+1
Da x?> +x+1 >0 for alle x, er Dm(f) = R. Da f desuden er konémier der sdledes ingen lod-
rette asymptoter for funktionen. | eksempel 8.18arsggte vi ogsa funktionen f, og vi fandt da, at

fx) ® ¥ for x® ¥ o9 fx —¥ for x® —¥
Der er derfor heller ikke nogen vandrette asymptmefunktionen (overvej !).
Men hvis vi omskriver forskriften for f v.hj.a. ymomiers division, sa far vi:
2x+1
f(x) = x+1-

X% +x +1

(Leesere, der ikke kender metoden
"polynomiers division”, kan dels

se i bogen "Matematik for Gymna-
siet. Indledende funktionsteori”,
dels kontrollere udregningen ved at
seette pa en feelles bragkstreg).

Ud fra denne forskrift ser vi, at

- (x+1)=- 2L
X +x+1

hvormed vi far (overvej !), at

fxX) —-(x+1)® 0 for x® ¥
fxX)—-(x+1)® 0 for x® —¥
o . Fig. 8.11
Der geelder saledes (se figur 8.11),
at grafen for f ligger taet pa linien

med ligningen y = x + 1, nar x er numerisk stSrudrrelsed f(x) - (x+ 1)| angiver den lodrette
afstand mellem punktet (x, f(x)) pa grafen og devarende punkt (x,y) pa linien. Og denne afstand
gar altsa mod 0, nar x g& eller —¥).

Vi siger derfor, at linien med ligningen y = x +&r en skra asymptote til grafen for f for x gadende
mod¥ og for x gdende mod¥. ©

Som en generalisering af det ovenstadende givealgehde definition pad asymptoter:
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Definition 8.20.

Ved en asymptote til grafen for en funktion f féarsti en linie, som opfylder, at afstanden fra et
"grafpunkt” til linien gar mod 0, nar grafpunktgéfner sig "i det uendelige”. (Grafen naermer sig
altsa vilkarligt teet til linien). Der er her tre tigheder:

1) En lodret asymptote med en ligning af formen X=X

Der er her i princippet fire forskellige muligheder
Der kan f.eksgeelde (se figur 8.12), at
fx) ® —¥ for xX® X+

Vi siger da, at linien x =xer asymptote til grafen for f
for x gaende modyXfra hgjre)

Fig. 8.12
2) En vandret asymptotet med en ligning af formen y=b
Der kan her geelde (se figur 8.13), at
fx) ® b for x® ¥
eller at
fxX) ® b for x® —¥
. . . Fig. 8.13
Vi siger da, at linien y = b er asymptote til grafe
for f for x gdende mod (hhv. mod -¥).
3) En skra asymptote med en ligning af formen
y=ax+b (& 0).
Der kan her geelde, at
fx)—(ax +b)® 0 for x® ¥
eller at (se figur 8.14)
f(x) = (ax +b)® 0 for x® —¥ Fig. 8.14

Vi siger da, at linien y = ax + b er asymptotegtihfen for f for x gdende maé (hhv. mod -¥)

Bemeerk, at en vandret eller en skra asymptote givepproximation af funktionsveerdierne f(x),
nar x er numerisk stor (hvormed et kompliceret fiorksudtryk kan erstattes af veerdier fra asymp-
toten — og herved begas kun en lille fejl).

Eksempel 8.21.

a) Grafen for funktionen i eksempel 8.6 har nétopsymptoter. En vandret med ligningeny = 2
og en lodret med ligningen x = 2.

b) Grafen for funktionen i eksempel 8.19 har neto@symptote, nemlig en skrd asymptote med
ligningen y=x+1. ©
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@Dvelse 8.22.

1,3 23

X7 - x5 oxt 1
X2 +2x- 3

Vis at grafen for funktionen h(x) har netop tre asymptoter, og angiv en lig-

ning for hver af dem.
(Vejledning: Ved polynomiers division kan h(x) omistes til: h(x) = %x -2 + 24XT53
X+ 2X -

(kontrollér udregningen) — og benyt dette ved easyimptoterne). ©

Eksempel 8.23.

Grafen for funktionen %har ingen vandrette eller lodrette asymptoter (ford?). Men vi kan ogsa
vise, at grafen heller ikke har nogen skra asyrepfor x gdende mod uendelig.

Dette kan indses pa fglgende made: En skra asyenghal have ligningen y = ax + b, og der skal
geelde, at %— (ax + b)® 0 for x® ¥. Men vi kan lave fglgende omskrivning:

¥—(ax+b) = %—ax—b =x2 1- & —2
X X
a b ,
Da ¥X® ¥ for x® ¥ og 1-->- — ® 1 for x® ¥ , harviat
X X

X*—(ax+b)® ¥ for x® ¥

hvormed vi ser, at det gnskede ikke geeldehax altsd ingen skr& asymptote.
Efter samme princip kan det vises, at en reekkeeafuaiktioner heller ikke har en skra asymptote

Funktionsundersggelse.

| forbindelse med undersggelse af funktioner ogslgrafer kan vi nu sammenfattende anfare fal-
gende liste af begreber, som kan undersgges:

Definitionsmaengde, symmetriegenskaber, kontinumgipunkter og fortegn, differentiabilitet, mo
notoniforhold og lokale extrema, asymptoter, haigenter, krumningsforhold og vendetangente
Desuden kan vi undersgge funktionsveerdier i nsernatiet punkt, som ikke tilhgrer definitions-
maengden, samt i numerisk stor x-veerdier, dvsxf@ ¥ og for x® —¥.

Pa baggrund af en sddan undersggelse kan veerdimadnggtemmes, og grafen kan tegnes.

=

Eksempel 8.24.

3 _ 2_
Vi vil undersgge funktionen g(x) —X2 5 2X7 3;( (dvs. funktionen fra eksempel 8.5) med hensyn
X - Tx+

til definitionsmaengde, kontinuitet, nulpunkter agtégn, monotoniforhold og asymptoter.
Desuden vil vi tegne grafen for g og bestemme Vm(g)
Definitionsmaengden, nulpunkter og fortegn er atlerbestemt i eksempel 8.5:

Dm(g) =R \{% 3} , g har to nulpunkter i hhv. —1 og 0, og fortege fremgar af figur 8.4.

Kontinuiteten af g ses af, at polynomier er kongiria og at en brgk mellem to kontinuerte funktio-
ner er kontinuert (jfr. bl.a. seetning 3.5 og deifom 3.25).
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Monotoniforhold findes ved hjeelp af differentialkienten gd(x). For nemmest at finde den benyt-
ter vi, at forskriften for g for % 3 ifl. eksempel 8.5 kan reduceres til:

xX(x ) f&x 3) _ xxx H) _ x®+x

2x(x -3)qx -3)  2X(x -3) 2x- 1

hvoraf vi ser, at der for X 3 geelder:

ag(x) =

_(@x+Dx2x -1)- ¢+ x)x2 _ 2x°- 2x- 1

%) (2x - 1 (2x- 1y

Hermed far vi, at

— 8 2 " -1_1 y 1.1
g4)=0 0 2x*-2x £ 0 U x=1-1J3 0 x=1+13

Da fortegnet forgd(x) bestemmes af teellere?x® - 2x 1, idet naevnereri2x - 1)* er positiv for
alle xI Dm(g)), har vi fglgende fortegnsvariation fg:

Fig. 8.15

Bemeerk, at vi har husket pd, 3i Dm(g) og at 3i Dm(g)

Da - %\/Z_%: - 0,366( og da%+—§\/§ =1,366(, og da g er kontinuert i de relevante interval-
ler, ser vi af fortegnsvariationen fgi, at g har falgende monotoniforhold:

g er voksende J-¥ : 0,3660]
g er aftagende i- 0,3660 3

g er aftagende i £;1,3660

g er voksende|i1,3660;d

g er voksende | 3;¥ [
Vi bemeerker, at g har lokalt maximum i —0,3660laglt minimum i 1,3660.

| eksempel 8.5 sa vi, at
gx)® 22 for x® 3, g(x)® ¥ for x® 1+ og gX)® -¥ for x® I-

Der er altsa en lodret asymptote med Iigningen%g g at der er et "hul” i grafen ved x = 3:

Ved polynomiers division kan forskriften for g (fe? 3) omskrives til:
3

4
2x-1
Heraf ser vi, at linien y 3 x +% er en skra asymptote til grafen for f bade fgaende mo& og
mod —¥.

000 = 3x+3+
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Pa baggrund af den ovenstadende undersggelse fmpypgeéund af en raekke stgttepunkter) ser vi nu,
at grafen for g har fglgende udseende:

PN

A 4

Fig. 8.16

Afslutningsvist bemaerker vi, at pa baggrund afalenstaende, og da g(- 0,3660) = 0,1340 og
9(1,3660) = 1,8660, kan finde veerdimaengden fovigi(g) = ]-¥ ;0,134 | 1,8668;[ ©

@velse 8.25.

Undersgg funktionen h(x) %XS %/8 -x med henblik pa definitionsmaengde, kontinuitet; nu
punkter og fortegn, differentiabilitet, monotonif@id, lokale extrema og asymptoter (det oplyses,
at grafen for h ikke har nogen skra asymptoter).

Bestem Vm(h) og tegn grafen for I©

@velse 8.26.
2X +
X2

Undersgg funktionen f(x) =5- ; og dens graf. Tegn grafer©®
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Kapitel 9: Nogle matematiske modeller.

Graenseveerdier, kontinuitet og specielt differektiatienter anvendes i et utroligt stort antal mate-

matiske modeller — og de ma vel neermest betegmesisosaesentligste matematiske begreber pa

ikke-trivielt niveau.

| det falgende omtales nogle fa modeller og modeldiag, hvori disse begreber optraeder — og

feelles for disse er, at de ikkenytter de specialfunktioner, som omtales i Apipes.

Laesere, der gnsker at se modeller, hvori specidifurerne optraeder, henvises til bggerne:

a) Matematik for Gymnasiet. Logaritme-, eksponentigpotensfunktioner — og matematiske
modeller

b) Matematik for Gymnasiet. Trigonometriske funktioreng matematiske modeller.

c) Matematik for Gymnasiet: Differentialligninger ogatematiske modeller.

Geometrisk Optimering.

Eksempel 9.1.
Gardejer Jensen har 460 m el-hegn, som han vieliligt indhegne et rektanguleert greesningsareal

for nogle heste. Problemet er: Hvordan skal desteg for at greesningsarealet bliver stgrst muligt ?
Hvis vi kalder bredden b og laengden x (se figu),%4& geelder der: 2b + 2x = 460, idet 2b + 2x er
den samlede laengde af siderne pa marken.
Greesningsarealets stgrrelse A er givet ved: A=Db

Ud fra ligningen: 2b + 2x = 460 finder vi, at:=l230 — x,

b og indszetter vi dette i udtrykket for A far vi:

AX) = (230 =% dvs.  A(X) = 230x =

Vi differentierer nu A(x) og seetteh ¢x) lig med O:
A¢x) =230 -2x.
Fig. 9.1 A¢x) =0 U 230-2x=00 x= 115

X

Ud fra fortegnsvariationen foh ¢x) ser vi (kontrollér ), at A(x) har maximum i x 5.
Nar x = 115, sa er b =230 - 115 =115. Vi semsal, at greesningsarealet skal vaere et kvadrat
med sidelaengden 115 m, og at det stgrste areabddsfiver A(115) = 13225 ©

@velse 9.2.
a) Vis, at hvis gardejer Jensen fra eksempel 9.1 havdeter hegn, sa ville det starst mulige rek-

tanguleere omrade veere et kvadrat med sidelaenﬁtietmg det maximale areal A% L2
b) Vis, at hvis graesningsarealet laves som en ciséefar et omrade med arealet AglFsz, samt
at dette areal er stgrre end arealet fundet igkkommentér resultatet©

@velse 9.3.
a) Vis, at hvis en cylinder har hgjden h og grundffadéus x, sa er cylinderens samlede overfla-
deareal A givet ved:
A =pg + 2pxh
idet vi bade medregner sidefladen og de to endeflad
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b) Vis derefter, at cylinderens rumfang (volumen) \geet ved:

3
V 2 Ax-px
Ved fremstilling af en speciel type konservesdadssettes 20 chmetal pr. dase, og da d&sen skal
veere 0,05 cm tyk, bliver det samlede overfladeakda med: j(z)gnf’ = 400 cnf.
,05 cm

c) Bemeerk, at for sddanne daser er V en funktion afjxder geelder: V(x) =200x- p x°

d) Bestem den veerdi af x, der optimerer rumfanget, giver det stgrst mulige rumfang, og
beregn starrelsen af dette maksimale rumfang.

e) Lgas ligningen: V(x) =0 og forklar, hvilke (tedigke) "muligheder” for dasens udformning
dette i praksis svarer til©

@velse 9.4.

En virksomhed skal producere teendstikeesker, sohvaka 5 cm lange og have et rumfang pa 25
cm’®, og som desuden skal laves efter modellen p& idutdvs. som en lille "skuffe” og en kasse
uden endeflader, hvor kassen skal veere udenomeskufér aesken er samlet):

Fig. 9.2

a) Udtryk hgjden h ved bredden x

b) Vis at skuffens og kassens samlede overfladeareaDgx) = 15x + 125 +10 cn?

X

c) Hvilken bredde skal man give aesken, hvis man gmaksast muligt forbrug af pap (som aesken
er lavet af) ?

d) Find dette mindste papforbrug.

Det bemaerkes, at der i den ovenstaende matematisitel er foretaget fglgende simplificerende
antagelser:
1) Hgjden af kassen er den samme som hgjden af skoffdiredden af kassen er den samme
som bredden af skuffen.
| virkeligheden skal kassen veere 0,1 cm hgjere, g1 bredere end skuffen.
2) Skuffen har ingen sammenlimningsflader.

e) Opstil en matematisk model, hvor den fgrste ansegetielades, dvs. en matematisk model,
hvor hgjden af kassen regnes 0,1 cm hgjere enémajdskuffen, medens bredden af kassen
regnes 0,2 cm bredere end skuffens bredde.

f) Hvad bliver den optimale bredde af skuffen, og hstort bliver det samlede papforbrug i dette
tilfeelde ?
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Sammenlimning af skuffen kan f.eks. forega pa fadigemade:
Skuffen laves af et rektanguleert stykke pap sompédalgende figur 9.3:

Fig. 9.3

De skraverede omrader bruges som sammenlimningsflRdppet skeeres op langs de fuldt optruk-
ne linier og bukkes langs de stiplede linier.

g) Vis, at det samlede papforbrug er givet ved:
SP(x) 235+15x +125% 1 +100% "2
idet vi nu ikke leengere foretager de ovenfor oratalinplificerende antagelser 1) og 2).
h) Hvad bliver den optimale bredde af skuffen, og tstort bliver det samlede mindste pap-
forbrug i dette tilfeelde ?
(Vejledning:Ved lgsning af ligningen: $R) = 0 kan et PC-cas-program eller "solver” pa
grafregneren bruges. Det skal bemaerkes, at mahdiase, at der kun er én lgsning).
i) Sammenlign de optimale bredder i spargsmal f) ogdgj kommentér resultatetd

@velse 9.5.

En landmand har 4 Hibeton til sin r&dighed til at stabe en beholded fimem som en betoncylinder

med bund, men uden lag. Bund og veegge i beholddwmrvaere 10 cm tykke, og beholderens ud-

vendige diameter ma hgjst vaere 5 m og mindst 1 m.

Det overlades til leeseren at tegne en skitse afldeten.

a) Bestem det starst mulige indvendige rumfang foasdh beholder.

b) Angiv den udvendige hgjde og den udvendige diameten beholder, der har det stagrst mulige
indvendige rumfang.

(Vejledning: Benyt den givhe maengde beton til at opstilleigmrig mellem den indvendige hgjde

h og den indvendige radius x i beholderen. Finadhemudtrykt ved X, og anvend dette til at finde

det indvendige rumfang V(x) af beholderen udtrydt . Optimér V(x).

Til hjeelp med beregningerne kan man med rimelighegende et cas-program pa en P©).

Eksempel 9.6.
Pa nedenstaende figur 9.4 ses et kort over dendsdieske Golf.

Den 3. oktober kl. 8.00 (GMT) starter skibet "Nausti (N) fra Veracruz pa vel mod Mobile. Det
sejler som angivet pa figuren langs en ret liniel e fart pa 35 km. pr. time.

Samme dag kl. 18.00 (GMT) starter skibet "Caracaseéd” (CQ) fra Mobile pa vej mod Venezuela.
Caracas Queen sejler med den pa kortet angivnemkenisen fart pa 30,5 km. pr. time.
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1296 km|F=====—=—========

Caracas
Queen

744 km

«— |

Fig. 9.4

Vi vil nu prgve at finde ud af, hvorndle to skibe er nsermest hinanden, hvor atstanden da er,
samt_hvorde to skibe da befinder sig.

For at lgse disse problemer indtegner vi et koatdiystem som vist pa figuren.
Nautius’ beveegelse kan beskrives ved, at dets ddkwai %, og 2.koordinat y afheenger pa fal-
gende made af tiden t, som er gaet siden stakenaicruz:

xn(t) = 17,4t 0og nit) = 30,4t

Dette indses saledes:

lfelge Pythagoras er afstanden fra Veracruz til Molig med +/744% + 1296 km, dvs. 1494 .4 km.

Og da Nautius sejler med farten 35 km. pr. time dem til tiden t bevaeget sig stykket{3&m.
Ved at se pa de to ensvinklede trekanter pa figu($ naeste side) far vi, at:

xn(t) _  35xt o yn(t) _ 35xt

744 1494, J 1296 1494,

hvilket netop giver de anfarte udtryk fog(®¥ og w(t).
Pa tilsvarende made kan man indse, at Caragas Qumsaegelse er givet ved:
Xco(t) = 744 + 7,2(t — 10) og coft) = 1296 — 29,4t — 10)
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. (Prav at vise dette pa samme made som med Nau-

Mobile tius. Tallene 744 og 1296 kommer ind i billedet,
idet Mobile’s koordinater er (744, 1296). Og led-
det t— 10 optreeder som tidsfaktoren hér, idet
Caragas Queen starter 10 timer senere end Nau-
tius. Endelig optreeder minusset foran 29,6 i ud-
trykket for yq(t), idet beveegelsen foregar i

1296 2.aksens negative retning).

1494.4

Nautiu

Som bekendt (ellers taenk pa Pythagoras) er af-
standen mellem to punkter A og B med koordina-

yn(®) terne A= (%, y1) og B = (%, y.) givet ved:
AB| = (X, - )%+ - 2
xn(t) | | \/( 2= X))+ (Y- Y9
Veracruz 244 Anvendes denne formel pa punkterne

(Xn (1), YN (1) 09 (Xco(l), Yegolt)) servi, at

Fig. 9.5 afstanden a mellem de to skibe som funktion af

tiden t er givet ved: a(tF \/(XCQ(t) - XN+ (Yeol®)- Y n(1)?
Da kvadratrodsfunktionen er voksende, vil afstangiene mindst mulig, nar leddet under kvadrat-
rodtegnet er mindst mulig. Vi skal derfor finde whsteveerdien af funktionen f(t) givet ved:
f(t) = (Xco(t) - X (D) + (Y colt)- y n()?
dvs.
f(t) = (744 + 7,8t — 10) — 17,4)> + (1296 — 29,&t — 10) — 30, 4t)?
hvilket reduceres til:
f(t) = 3704,04t°> — 204748,8 + 2986048

Vi ser her, atf ¢t)

hvoraf vi finder:
f¢t) = 0 U 7408,0& -2047488U t =27,64

Det overlades til laeseren at eftervise, at deehéundet et minimumssted.

28704,04 —204748,8 = 7408,88-204748,8

De to skibe er altsa naermest hinanden, nar deiesr2y,64 timer, dvs. ca. 27 timer og 38 min.
Skibene er altsd neermest hinanden den 4. oktob#t @8 (GMT).

Ved indseettelse af t = 27,64 i udtrykket for aéf) ¥i, at den mindste afstand er:
a(27,64) = 395,7 km

Endelig findes skibenes positioner (i det indldgierdinatsystem), nar skibene er naermest hinan-
den, ved at indsaette t = 27,64 i udtrykkenéXgr(t), yy (1)) 09 (Xco(t), Ycolt).

vifar:  (xy (1), yN (1) = (480,9;840,3) og (Xco(t), Yeolt)) = (871,9;773,9)

Disse punkter er markeret med en “fed bolle” p&etor
Hermed er alle de opstillede problemer Igst.
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Det skal afslutningsvist bemaerkes, at alle modeddmindelighed indeholder forskellige simplifi-
ceringer (ting man ser bort fra), jfr. gvelse Détte er ogsa tilfeeldet her, idet vi ser bort e J
dens krumning, dvs. vi antager, at det relevanteadmpa kortet er plant. Dette er selvfalgelig ikke
helt korrekt, men fejlen skannes at vaere beherbkas. man vil lave en bedre model, som tager
hgjde for dette, skal man over i "sfaerisk geometwormed modellen bliver vaesentlig mere kom-
pleks, men naturligvis ogsa mere korrekt. Vi vildiertid ikke komme yderligere ind pa dett®.

Dvelse 9.7.
Find svarene pa de rejste spgrgsmal i eksempeh@s Nautius sejler med hastigheden 28 km pr.

time, og Caracas Queen sejler af sted kl. 16.00 T

Fastleeggelse af ordre- og lagerstgrrelse.

| dette afsnit omtales deterministiske (dvs. forstbmmelige) modeller for den optimale ordrestar-
relse ved en produktion, der foregar i serier. &@atesuden muligt at opstille og regne pa en stoka-
stisk (dvs. tilfeeldighedsorienteret) model for aeadvendige lagerstgrrelse, hvis virksomheden vil
have ringe sandsynlighed for at udga for varer, oeite udelades i denne bog.

Eksempel 9.8.
| dette eksempel betragter vi et feerdigvarelager virksomhed, som producerer en given vare.

Virksomheden producerer og seelger over en leengemye periode (f.eks. et ar) et givet antal A af
den pageeldende vare. Og vi vil undersgge dertisitydvor varen ikke produceres lgbende, men
derimod._i serierProduktionen af varen foregar altsa i bestemaeyktionsperioder, og i disse pe-
rioder fyldes virksomhedens lager op. | den gvtidesaelges der blot ud af varen fra lageret.

Vi vil for den pageeldende vare bestemme den ominedse(produktionsstarrelse pr. serie), som
giver de mindste totale omkostninger for virksonm#red den forbindelse vil vi opdele omkostnin-
gerne i produktionsomkostninger, bestillingsomkosjar og lageromkostninger, hvilket vi vil
vende tilbage til senere. Med henblik pa at fingerftil lageromkostningerne vil vi imidlertid farst
undersgge lagerbeholdningens starrelse (lagersmyréesS.

Nar virksomheden producerer den pageeldende vanajéeaproduceres r vareenheder pr. tidsenhed
(f.eks. pr. dag). Vi antager, at salget af den pdeaele vare i gennemsnit er s enheder pr. dag.

Da de producerede varer kgres ud pa lageret, &ftdem som de bliver feerdige, og da de solgte
varer udgar fra lageret, efterhdnden som ordreonenker, vil nettotilgangen til lageret veere:

r—s enheder pr. dag, nar varen produceres
—s enheder pr. dag, nar varen ikke produceres

Efter t dages produktion vil der saledes netto et lageret (r —s) enheder.

Vi far dermed fglgende grafiske sammenhaeng (se 8igugverst pa naeste side) mellem tiden malt
i dage og lagerstarrelsen LS malt i stk.

Starrelsen k, som vi kan kalde "sikkerhedslagemtinedtaget i denne model, idet vi gnsker at
tage hgjde for, at der kan veere udsving i det daglalg, selvom vi i beskrivelsen forudseetter, at
salget pr. dag er konstant.
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Fig. 9.6

Den maksimale lagerstarrelsed.50pnas efter,tdages produktion, hvorefter produktionen stand-
ses. Herefter aftager lagerstarrelsen jeevnt, iddtil er nede pa sikkerhedslagerets starrelse k. Her
efter produceres igen i et tidsrum af leengdetage, osv. osv.

Den maksimale lagerstarrelse er givet ved (ovéjvej

LShax = (r—sko+ k
Og da lagerstgarrelsen i produktionsperioden vojesgnt fra k til LSy €r den gennemsnitlige la-
gerstarrelse Liqdeli denne periode givet ved:

LSmiddel = % +K

Da lagerstgrrelsen falder jeevnt fralsStil k i den periode, hvor der ikke produceres pgégeel-
dende vare, er den gennemsnitlige lagerstgrrelsgduslen samme som i produktionsperioden.
Det ovenstaende udtryk for kS¢e gaelder altsa i almindelighed, og vi vil nu omskrilet pa fal-
gende made:

r-s T, xr
LSmiddel = &+k = 0 x1_§ +k

2 2 r
Starrelsengtr, som angiver produktionsstgrrelsen i en enkelesskal veere vores variable i vores
problemstilling, idet vi som omtalt vil finde demerdi heraf, som giver de mindste produktionsom-
kostninger. Vi kalder den z, hvormed vi far:

LSmiddel = Zx1-2 4k
2 r

Vi vil nu vende tilbage til undersggelse af virkdmedens omkostninger. Som omtalt ovenfor kan
de inddeles i tre led:

1) LageromkostningerHerunder hgrer bl.a. rente af den i lageret heridapital og omkostnin-
ger til det fysiske lager (f.eks. leje af lokalemin Lageromkostningerne pr. vareenhed pr. ar
vil vi kalde L. Da lagerstgrrelsen i gennemsnit 8g,qqe, bliver de arlige lageromkostninger
dermed lig med: L§qqert.
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2) BestillingsomkostningerHermed menes udgifter til "opsaetning” (omstilliref maskiner til
den nye produktionsserie, hvor den givne vare predts, og anden klarggaring til produktion
af varen, herunder ngdvendigt kontorarbejde mm.
Da vi i alt producerer (og afsaetter) A vareenhguiedr, og vi producerer z enheder pr. serie,

er antallet af serier pr. ar givet ved=. Hvis vi lader b betegne bestillingsomkostningepn.
z

serie, sa bliver de totale bestillingsomkostnirear givet ved: — xb
z

Bestillingsomkostningerne kaldes undertiden ogs&lfirggringsomkostningesller igang-
seetningsomkostningélidt afhaengig af sammenhaengen).

3) ProduktionsomkostningerDisse omkostninger svarer til de totale omkosgar ved selve
produktionen (ravarer, lgn osv.). De afhaenger reredf lager- eller bestillingsomkostninger,
men derimod af den valgte/givne samlede produksiemeelse A. Vi kalder dem: P(A).

Vi ser derfor, at virksomhedens totale omkostningenk ved produktion og oplagring af den pa-
geeldende vare er givet ved:
Tomk = P(A)“xb + LSt = PA)+2x0 + %x 1-2 %« K
z z r
For at finde den veerdi af produktionsstgrrelsen sgrie, som giver de mindste totale omkostnin-
ger, differentierer vi Tomk med hensyn til z. \adier, at:
dTomk _ A><b+ 1 Syl
dz 22 2 r

idet vi forudseetter, at ingen af de gvrige stoereddhaenger af z , eller anderledes udtrykt: at all
starrelser bortset fra z er fastlagte (og dermedstamte). Bemaerk ogsa, at P(A) ogsa er konstant,
nar A er givet.

dTomk _

(@)
N
]

Vi far nu (kontrollér !): 0

Vi kalder den her fundne veerdi af z fqr ¥i skal nu argumentere for, at Tomk har minimum. i

Vi undersgger fortegnsvariationen fer—deomk ved at lgse uIigheden—(:jT(;Jmk> 0
z z

dTornk>OU CADL - 3xL>0 0 AXb<l1-§><L
dZ 22 2 r 22 2 r
U ZXAb <22 U 7 > ZXAb
1- 5 xL 1- S xL
r r

Vi ser altsd, at differentialkvotienten af Tomk kenpositiv til hgjre for zog dermed negativ til
venstre for g Det betyder, at Tomk(z) er aftagende til vengirez, og voksende til hgjre forz
hvormed Tomk(z) har minimum pz

Vi har dermed vist Wilson’s formel, der siger:
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Wilsons Formel.
Den optimale produktionsstagrrelsegpz. produktionsserie (dvs. den produktionssteerpls serie,
som giver de mindste totale omkostninger), er greet

2xA b

1- 2 xL
r

hvor
1) Acerden totale arlige produktionsstarrelse
2) b er bestillingsomkostningerne pr. produktionsserie
3) serantallet af afsatte vareenheder pr. dag
4) rer antallet af producerede vareenheder pr. daglen pagaeldende vare produceres
5) L er lageromkostningerne pr. vareenhed pr. ar.

Bemeerk, at selve produktionsomkostningerne P(2¢ itikekte indgar i Wilsons formel, men de
kan indga indirekte f.eks. ved beregning af lagémstningerne (se nedenstaende taleksempel).
Bemeerk ogsa, at k (sikkerhedslageret) ikke indy#iilsons formel. Men k skal veere sa lille, som
man af hensyn til leveringssikkerheden tar gore e Tomk derved bliver sa lille som mulig.

En virksomhed forventer at kunne szelge 30.000 tstaber pr. ar, og hvis vi regner med 300 salgs-
dage pa et ar, skal der afseettes s = 100 stkagr Mirksomheden producerer derfor A = 30.000
termostater pr. ar, og produktionsomkostningerrgeeggnet til 1.870.000 kr.

Termostaterne produceres i serier, og man har stgatndet koster 6.400 kr. at klarggre maskiner
o.lign. til produktion af termostaterne. Starreldeer dermed 6400 kr. Man regner med at kunne
producere r = 1000 stk. pr. dag i produktionspesriod

L sk@nnes at svare til 12 % af produktionsomkosgggine pr. termostat, dvs. 12 %1 7000C Kr.

30000
L er altsé lig med 7,48 kr. pr. stk. pr. ar.

Ved indseettelse i Wilsons formel finder vi; z 2300006400 = 7553

1- 100 x7,48
1000
Der skal sdledes produceres ca. 7550 termostater iserie.

Antallet af serier pr. ar er da givet ved:é = 30000 = 3,974
z, 7550

hvorfor der skal veere ca. 4 produktionsserier ghageeldende termostater om aret.
Endelig kan vi finde antallet af produktionsdagesarie, idet dette er givet ved:

2z, _ 7550 _ oo
r 1000

Der skal saledes efter klarggring produceres tematas ca. 7,5 dage.

Det skal afslutningsvist bemaerkes, at den ovend&smdel kan udvides til at tage hgjde for den
situation, hvor det samnmroduktionsudstyr skal benyttes til at producésecsfforskelligevarer
(produkter). | den situation er man ofte interessiat producere i sakaldte produktionsruntieor
hvertprodukt fremstilles i et vist antal eksemplaremgang i hver runde. Og i den udvidede model
bestemmes antallet af produktionsrunder pr. art s@m optimale produktionsstarrelse for hvert af
de indgaende produkter i runden. Vi skal imidleikike komme yderligere ind pa emnet heér.
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@velse 9.9.
Argumentér for, at Wilson’s formel i eksempel 9ahkomskrives til formlen:

hvor s, r og b har samme betydning som i eksem@Bebg hvor er de gennemsnitlige lagerom-
kostninger pr. vareenhed pr. (salgs)dag.
(Vejledning:Antag, at der er T salgsdage pr. ar, og forkaskbn under kvadratrodstegnet med@).

@velse 9.10.
| denne gvelse betragter vi en virksomhed, hvdiegréor lagerstarrelsen LS som funktion af tiden
ser ud som vist pa figur 9.7:

Fig. 9.7

Der szelges altsa Igbende ud fra lageret, og erigaligm fyldes der op. Dette kan f.eks. fore-
komme for et feerdigvarelager i en produktionsvirkbed, der producerer i serier, og hvor varerne
farst kares pa lager, nar varepatrtiet er faerdigt $¢s dermed stort pa eller bort fra omkostninger
for kapital bundet i det midlertidigt oplagrede phatiet inden det anbringes pa feerdigvarelageret).
Denne situation optraeder f.eks. hvis produktionstiaesden r er veesentlgjarre end salgshastig-
heden s. Se andre muligheder sidst i gvelsen.

a) Argumenter for, at den gennemsnitlige lagersteerets LBiddel = §+ k

hvos z er produktionsstarrelsen pr. serie og kk&eehedslageret (jfr. eksempel 9.8).

Hvis der er T salgsdage (= produktionsdage) i dgiode man ser pa (typisk et ar), sa er det totale
antal solgte (og producerede) vareenheder A fa petioden lig med-§.
Produktionsomkostningerne P(A) ved selve produleiioathaenger ikke af z (jfr. eksempel 9.8).

. I 0 . . xT
b) Argumentér for, at antallet af serier i den pagaeddeperiode er givet veL, og at de sam-
z

- : : XT - : :
lede bestillingsomkostninger er lig me%l—Xb, hvor b er bestillingsomkostningerne pr. serie.
z

c) Argumenteér for, at lageromkostningerne for helequEm er givet ved XT & %),
hvor er lageromkostningerne pr. vareenhed pr. dag.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Greenseyéadtinuitet og differentiabilitet”.



- 113 -

Virksomhedens totale omkostninger Tomk ved prodwktg oplagring af den pagaeldende vare er
altsa givet ved:

Tomk = PA) ST + T xg K
V4

d) Vis ved differentiation af Tomk mht. z (jfr. ekseei®.8), at den optimale produktionsstgrrelse
pr. serie i denne sammenhaeng er givet ved:

2xs b
% = ||

Den hermed beviste formel kaldes ogsa Wilsons fbther blot ved gjeblikkelig opfyldning).

e) Bestem den optimale produktionsstgrrelse pr. sevis,bestillingsomkostningerne er 3800 kr. pr.
serie, hvis lageromkostningerne er 0,06 kr. pr. gtkdag, og hvis der seelges ca. 800 stk. pr. dag

Den situation, der beskrives i denne gvelse, kaa éarekomme for:

et ravarelager i en produktionsvirksomhed, altdagsr som er forudsaetning for en produktion.

et feerdigvarelager (videresalgslager) i en salgseimhed.
Her bestilles varerne hjem med jeevne mellemrumivedblageret fyldes op "gjeblikkeligt”.
Starrelserne, der indgar i det ovenstaende, i ghsk®8 og i gvelse 9.9, star da for noget andet:
-z er ordrestgrrelsen pr. hjemkgbsordre

A er den totale arlige hjemkabsstarrelse

P(A) er de samlede indkgbsomkostninger

b er bestillingsomkostningerne pr. hjemkgbsordre

s er antallet af forbrugte hhv. afsatte vareenhpdetag

er lageromkostningerne pr. vareenhed pr. dag .

Pvelse 9.11.

Betragt situationen fra gvelse 9.10 i en anderseinkhed. For den givne vare geelder, at b er 49000
kr.og er 0,10 kr. pr. stk. pr. dag. Virksomheden gnskemalysere det daglige salgs indflydelse
pa 2z, dvs. pa den optimale produktionsstarrelse preser

a) Bestem ghvis det daglige salg er 450 stk., og hvis dé0€ stk.

dz
b) Bestem et udtryk for stzrrelsend—o,
S

og bestem veerdien heraf, nar s = 450 stk. pr. Hagriér s = 600 stk. pr. dag.

) dz . . o
c) Forklar tydeligt, hvad sttarrelse%—0 beskriver — og kommentér de ovenstaende resuli@ter
S

@velse 9.12.

Argumentér for, at hvis antallet r af produceredeeenheder pr. dag er meget stagrre end antallet s
af afsatte vareenheder pr. dag, sa giver de todwely af Wilsons formel (jfr. gvelse 9.9 og gvelse
9.10) tilneermelsesvist samme result@t.
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Kontinuum og marginalfunktioner.

Matematiske forudsaetninger for modellerne.

Graensebetragtninger (herunder greenseveerdi, kawetitmg differentiabilitet) har i forbindelse med
matematiske modeller kun interesse i modeller, laeorved savel den uafhaengige som ved den
afhaengige variable med rimelighed kan anleegge®etinkiert fortolkning (opfattelse), og hvor der
derfor med rimelighed kan betragtes en (glat) sanft@@ngende kurve.

Vi interesserer os altsa her for matematiske medédilvor der savel den uafheengige variable (den
variable pa 1. aksen) som den afhaengige variabtdifbnsveerdien pa 2.aksen) med rimelighed
kan opfattes som hgrende til_et kontinuum

Selv om savel den skattepligtige indkomst som skaingives i helkroner, sa er en forskel pa 1
kr. meget lille set i forhold til det variationsoaate, der betragtes for skattepligtige indkomster
(f.eks. fra O kr. til 1.000.000 kr. pr. ar). Detdmrfor rimeligt at benytte en kontinuert model for
skatten og den skattepligtige indkomst.
Tilsvarende kommentarer kan anfares, hvis vi f.ekspa
en virksomheds produktionsomkostninger som funkéibproduktionsantallet, nar det f.eks.
drejer sig om produktion af "mindre” enheder sokkerhedsnale, konservesdaser eller stryge-
jern.
Hvis det derimod drejer sig om produktion af boatfoirme eller tankskibe, sa vil en "enhed”
veere sa "stor”, at en kontinuert model vil veerenalig.
afseetningen af et givet produkt pa et marked sarktion af prisen, og dermed ogsa pa omsaet-
ningen for produktet. (Disse begreber forklareseste afsnit).
Der skal veere sa stor en afsaetning, at en afsaséaimdying pa 1 enhed kan betragtes som me-
get lille — og at der dermed kan benyttes en komtinmodel, dvs. en kontinuert variation af af-
saetningen ved en gradvis (kontinuert) sendringiaépr
udviklingen i antallet af individer i en given pdpation som funktion af tiden (f.eks. antallet af
far pa en agde g eller antallet af geerceller i @amgbeholder som funktion af tiden).

Ofte vil man saledes i matematiske modeller veal l@konomiske og biologiske beregninger anta-
ge bade kontinuitet og differentiabilitet af de ifnprede funktioner og variable, selvom f.eks. et
kronebelgb, et salgstal eller en populationsstegresagens natur ikke kan variere helt glat og
sammenhaengende pa "mikroskopisk” niveau.

Ofte er man interesseret i at undersgge eendringéfmaektionsvaerdier som resultat (konsekvens)
af mindre aendringer i den uafhaengige variable.ldaarher f.eks. veere tale om at undersgge:
Hvordan sendres omkostninger, omsaetning og prdiif&éso’s foragelse eller formindskelse af
produktionen og afseetningen ?
Hvor stor en populationsveekst forekommer ved émfilrggelse af tiden ?
Hvor meget skal man betale ekstra i skat, narmaitsdgt forgges en smule ?

Differentialregning handler netop om beregningtdtkning og vurdering af aendringer i funktions-
veerdier som konsekvens af mindre aendringer i deseiagige variable. Dette harmonerer med forud-
saetningen om, at der kan anleegges en kontinuéstiioing af de variable, og at de relevante funkti-
oners grafer kan beskrives ved "glatte” kurver s.dle betragtede funktioner er differentiable.
(Bemaerk, at der ved en "mindre sendring” forstaseadring, som hgjst er nogle fa procent af hele
variationsomradet (definitionsmaengden)).
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Marginalfunktioner.

| gkonomiske sammenhaenge kaldes differentialkvtgieaf en funktion — dvs. den afledede funk-
tion — ofte for margindilinktionen eller greenfenktionen. (De omtalte gkonomiske begreber gen-
nemgas i naeste afsnit).

Betragt omseaetningen Oms(q) som funktion af dett@fsantal vareenheder q.
Greenseomsaetningetier marginalomsaetninggbroms er da fastlagt ved:

Groms(q) =Omg(q) = %)

Betragt de totale omkostninger TC(q) eller de sdmbMariable omkostninger VC(q) som funktion
af det producerede antal vareenheder q.
Graenseomkostningermdler marginalomkostningern@romk er da fastlagt ved:

Gromk(q) = TCqq) = dng(q) = VC ) = dVdC;(Q)

Betragt skatten S(i) som funktion af den skattejgegindkomst i.
Graenseskattesller marginalskatteMS er da fastlagt ved:
ds(i)

MS(i) = SKi) = i

Som omtalt pa side 38 nederst og side 83 midtp&itfar en given funktion f, at:

Df
&® f¢x,) for Dx® 0O

samt at, at ndDdx er "lille”, sa er% naesten lige meti¢x ), hvilket vi skriver:% » f€x,).

Vi far dermed ogsa, @f » f¢x ) xB, narDx er "lille”.

Huvis en tilvaekst pa 1 enhed, dBx = 1, kan betragtes som "lille”, sa har vi dermaitdger om den
tilsvarende funktionstilveekddf geelder, atf(x, +1) - f(x,)=Df » f¢x )2 =f (& ).

Vi far hermed faglgende saetning:

Seetning 9.13.
Marginalfunktionen kan fortolkes som den funktidiwstkst, der svarer til en tilvaekst pa 1 enhed i

den uafhaengige variable, hvis en sadan tilveek$tgrghed kan betragtes som "lille”.

Eksempel 9.14.

Under de i seetning 9.13 omtalte forudsaetninger gyeeller falgende:

- Marginalskatten kan fortolkes som den ekstra skat skal betale pr. ekstra krone, man tjener.
Graenseomkostningerne kan fortolkes som omkostronggélsen ved at producere en enhed
mere.

Graenseomsaetningen kan fortolkes som den omszetmiagsfse, der opnas ved at afszette en
enhed mere®
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Nogle grundaeggende erhvervsgkonomiske begreber oadeller.

Afsaetning.
Ved en virksomheds afsaetniafjen given vare (et givet produkt — f.eks. terarader, cigaretter,

veegtaepper eller smakager) forstar vi antalfatareenheder ¢, som virksomheden afszetter (8eelge
pa et givet marked indenfor et bestemt tidsrunkgf.er. uge, pr. maned eller pr. ar).

Virksomhedens afsaetning afhaenger af mange tiray, dfl varens pris, varens kvalitet, den reklame-
indsats virksomheden ofrer for varen pa markedetkirrencen pa markedet, markedets demogra-
fiske struktur, salgskanalerne (hvem szelger vargrévt. seesonforhold. Vi vil hér kun se pa afseet-
ningens afhaengighed af prisen p pr. vareenhed.

Det vil almindeligvis geelde, at jo hgjere pris f#mtanges, desto mindre er det antal, der kan afsaet
tes/seelges. Vi ma saledes forvente, at funktiodastiagt ved: g = f(p), er aftagende. (f er atteé
funktion, som til en given pris p giver os det am@eenheder q, som det er muligt at afseette til
prisen p). Funktionen f(p) kaldes virksomhedensesifingsfunktiorfor den pagaeldende vare.

Det er i gvrigt — uanset hvilken model man ser pégtigt at bemaerke, at modellen (forskriften)
kun geelder i et mere eller mindre begraenset intédedinitionsmaengden for forskriften).
Begraensninger fastleegges af en lang raekke falderdrar med forudsaetningerne for modellen og
dens parametres stgrrelse at gare.

@velse 9.15.
En virksomhed regner for en given vare med afsagsfiimktionen q = f(p), hvor
f(p) = 35.000 — 269 , p1 [40;9Q. Tegn grafen for f og kommentér resultat@.

Omsaetning.
Ved en virksomheds omseetni@gns for en given vare pa et givet marked indeafogiven tidspe-

riode forstas afsaetningen g gange prisen p, dvsaaningen er antallet af kroner (eller anden
mantenhed) som virksomheden far ind ved salgetiaihvpa markedet indenfor det givne tidsrum.
Virksomhedens omsaetning Oms vil altsa med de itelfmtegnelser veere givet ved:

Oms(p) = ep = f(ppp
Hvis virksomheden f.eks. seelger 8000 enhederitiepr140 kr. pr. enhed, sa er omsaetningen
8000440 = 1.120.000 kr.
Vi har her set pa omseaetningen som funktion af priseen som vi straks skal se, kan vi ogsa angive
omseaetningen som funktion af den afsatte maengde.

Da q = f(p) og da f er injektiv (idet f er aftagex)dhar vi: p =f " (q)
Funktionenf " (q)kaldes ofte for virksomhedens prisfunktioneg den angiver den (maksimale)
pris p som virksomheden kan forlange, for at virkkeden i den betragtede tidsperiode kan fa afsat

g enheder pa det givne marked.
Vi ser hermed, at omsaetningen som funktion af aisggtn (den afsatte maengde) q er givet ved:

Oms(q) = & = gx* (9

Pvelse 9.16.

a) Bestem prisfunktionen svarende til afsaetningsmedelbvelse 9.15 (husk definitionsmaengden)
b) Bestem et funktionsudtryk for Oms(q).

c) Find omsaetningen ved et salg pa 20.000 vareenhed@r
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Graenseomsaetning.
Hvis antallet af afsatte varer eendres frdilgy, sa far vi tilveeksten: Oms(q) — Omg(gomseetnin-
gen, hvormed den gennemsnitlige omsaetningstilvegkskstra vareenhed er lig med:

Omg(q) - Oms(g,)
- o
Hvis g — g er "lille”, s& er denne brgk ca. lig mé&ms{(q, -)jfr. det foregaende afsnit om konti-
nuum og marginalfunktioner.
StarrelserOms(q, kaldes som omtalt greenseomseetningenms(g) (eller marginalomsaetnin-

gen.
Og hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes foe”|ika har vi ifalge saetning 9.13 (og eksempel
9.14), at greenseomseetningen angiver tilveekstersaimngen ved at afseette en ekstra enhed.

Pvelse 9.17.
Bestem Groms(13000) og Groms(20000) for afseetningsiten fra gvelse 9.15 (se gvelse 9.16),
og forklar, hvad de fundne tal star fa®.

Omkostninger

En virksomheds omkostningeed at producere en given vare kan deles i de taskostninger
(FC), som for en eksisterende produktion ikke affpgeaf produktionsstgrrelsen, og de variable
omkostninge(VC), som afhaenger af hvor mange vareenheder deuperes.

De faste omkostninger deekker f.eks. el, vand omedil virksomheden, forrentning af den inve-
sterede kapital i bygninger, Ign til en ikke-prodrende direktion osv., medens de variable omkost-
ninger er knyttet direkte til produktion og distiiipn af varerne (f.eks. ravarer og lgnninger).

VC er en voksende funktion af antallet g af prodede vareenheder (jo flere varer der produceres,
desto mere koster det!).

Bemeerk, at savel ved FC som VC er der tale om omikmger knyttet til produktionen i en given

tidsperiode

Hvis virksomheden kun producerer én vare, sa &seinhedens totale omkostninget (som un-
dertiden ogsa benaevnes Tomk) givet ved: TC = VC#+efler mere udferligt:

TC(q) =VC(q) + FC
idet de faste omkostninger ikke afhaenger af pradn&stgrrelsen qg.

Hvis virksomheden derimod producerer flere forsgelvare(typer), sa er det kun i sjeeldne tilfeelde
muligt at fastleegge, hvor stor en del af de fast&astninger, der hgrer til hver enkelt vare. Man
ma derfor i de samled®eregninger for virksomheden medtage VC(q) for gigne vare, og sa ind-
kalkulere de samlede faste omkostninger til sisistoegrebet daekningsbidrag senere i teksten).

Ved analyse og beregning af VC(q) er man ofte asseret i at se pa de variable enhedsomkostninger
VU(q) (dvs. de variable omkostninger pr. enhed,deirproduceres q enheder). Disse er givet ved:

vu@ =2

Hvis de variable omkostninger ved at producere&fiteder af en given vare er 13.200 kr., sa er

VU(800) = 13200 kr, pr. stk. = 16,50 kr. pr. stk.
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Undertiden er VU konstant, dvs. den har den santgreetse uanset hvor mange enheder man pro-
ducerer (indenfor visse graenser — svarende til ainkegsfunktionens definitionsmaengde). | dette
tilfeelde er VC(q) = VUg og TC(q) = Vi + FC.

Hvis f.eks. VU er konstant 28 kr., og de faste ostkimger er 230.000 kr., sa er VC(q) >@&g
TC(qg) = 28¢g + 230.000. Vi ser altsa, at omkostningsfunktioeevC(q) og TC(q) bliver linezere
funktioner, nar VU er konstant.

Det er imidlertid vigtigt at bemaerke, at VU oft&kéker konstant, men derimod afhaenger af, hvor
mange enheder g man producerer. VU bliver altdaigktion af g, dvs. VU(q).

Der er visse faktorer, der bevirker at VU(q) aftaged @get produktion, og der er andre faktorer
der bevirker, at VU(q) vokser ved gget produkti@e opgave 9.6).

Hvis VU(q) bliver starre ved forggelse af produksitallet g, sa vil omkostningsfunktionerne
VC(q) og TC(q) krumme opad (f& en gget tangenthaeiiinhvormed der er tale om en progressiv
omkostningsfunktionHvis VU(q) derimod bliver mindre ved forggelsepabduktionstallet g, sa vil
omkostningsfunktionerne VC(q) og TC(qg) krumme neffacen aftagende tangenthaeldning),
hvormed der er tale om en degressiv omkostningsfumk

Som det fremgar af opgave 9.7 kan der ogsa forel@emblanding heraf, idet den degressive ten-
dens typisk vil forekomme ved "lave” produktionstaédens den progressive tendens vil forekom-
me ved "hgje” produktionstal.

Pvelse 9.18.
| produktionsintervalleq [0;2500q kan de variable omkostninger for produktionenexi dare,

der omtales i gvelse 9.15 og 9.16, bestemmes ve{q)\t(D,00000018§|- 0.04?q* 3(

a) Bestem de variable enhedsomkostninger VU(q) og kentén resultatet.

b) Tegn grafen for VC og kommentér resultatet.

c) Bestem de faste omkostninger FC, hvis de totaleostninger ved produktion af 20000 stk. er
lig med 700.000 kr. (og virksomheden kun producdesme ene vare).

Graenseomkostninger.
Som omtalt i det foregaende afsnit om kontinuunmagginalfunktioner, definerer vi greenseom-
kostningerngmarginalomkostningernésromk(q) ved:

Gromk(q) =TCt ()= VC(q)
Bemaerk, afTCC (gF VC(q), idet forskellen pa TC og VC er FC, som er en kamts og som der-
for forsvinder ved differentiationen.
Og hvis en tilvaekst pa 1 enhed kan regnes foe”|ika har vi ifglge saetning 9.13 (og eksempel
9.14), at greenseomkostningerne angiver tilveekstientotale eller i de variable omkostninger ved
at producere en ekstra enhed.

Pvelse 9.19.
Bestem Gromk(13000) og Gromk(20000) for den omkongsmodel, der omtales i gvelse 9.18.

Profit og deekningsbidrag
Vi antager nu, at virksomheden pa baggrund af Keatulsil sin afsaetningsfunktion producerer lige
sa mange vareenheder g, som den kan afseette.
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Virksomhedens profit (fortjeneste, gevinB(q) er da givet ved:
Pr(q) = Oms(q) — TC(q)

Virksomhedens daekningsbidr&d(q) ved produktion og salg af q vareenhedertyed:
DB(q) = Oms(q) — VC(q)

Daekningsbidraget er, som navnet siger, den pagedenres bidrag til at daekke virksomhedens
faste omkostninger, men den ger det ikke alene aN&daekningsbidragene fra virksomhedens
produkter la&egges sammen viser det sig forhabeatligimmen er stgrre end FC og at der dermed
skabes et overskud for virksomheden.

Det skal bemeerkes, at man almindeligvis og natudigr interesseret i at sikre, at PRd).

Den mindste veerdi af q, for hvilke dette er opfyldildes "break-even punktet

Ofte er der ogsa en starste veerdi af q som opfydddr(q® 0. Denne vaerdi kaldes profitgreensen
| stedet for break-even-punktet og profitgreensereades undertiden ogsa benaevnelserne: nedre
deekningspunkt og gvre daekningspunkt.

@velse 9.21.

Bestem break-even-punktet og profitgraensen fovdes, som vi har set pa i gvelserne 9.13 til
9.18, idet vi antager, at modellen i gvelse 9.1Rigedor priser op til 130 kr., samt at virksomhede
kun producerer denne ene vare og derfor far derlse 9.16 c) fundne FC.

Profitmaksimering (deekningsbidragsmaksimering)

Det kan betale sig for virksomheden at gge produkti af en given vare sa laenge profitten eller
daekningshidraget bliver starre, dvs. sa laeengdigPt 0 eller DB{qg) 3 0 — under forudsaetning af,
at vi ikke hermed ryger udenfor definitionsmaengfterafssetnings- eller omkostningsfunktionen.
(Det hjeelper ikke meget, at det matematisk setrtdkadende viser sig at kunne betale sig at gge
produktionen til f.eks. det 4-dobbelte, hvis virkdredens produktionskapacitet ikke kan handtere
dette, og der derfor skal investeres i nye bygningaskineri, medarbejdere mm., hvormed om-
kostningsfunktionen ikke leengere er geeldende).

Da

Pr{q) = Oms§q} Tomk¢q = Groms(q) — Gromk(q)
og DB&qg) = Oms¢q) VC @& Groms(q) — Gromk(q)

(overvej !), er en produktionsforggelse altsa givéid leenge: Groms(8)Gromk(q). Saledes ma
det naturligvis ogsa vaere, idet det ma kunne bstgléor virksomheden at gge produktionen, sa
leenge omseaetningsforggelsen pr. ekstra vareentstdrez end omkostningsforggelsen pr. ekstra
vareenhed.

Den optimale produktionsstgrrelgebestemmes ved at Igse ligningen: Groms(q) = Grgnkamt
sikre, at monotoniforholdene er saledes, at delérom et maksimum i den fundne lgsnigg q

@velse 9.20.
Bestem et udtryk for deekningsbidraget DB(q) for dare, der omtales i gvelse 9.15, 9.16 og 9.18.
Hvor mange varer skal virksomheden producere (sgeti) for at f& maximalt deekningsbidrag ?
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