- 77 -

Appendix 1: Den dobbelt afledede af en funktion.

Som bekendt geelder der, at funktionen f(x)*=exdifferentiabel for alle XI R, og at f(x) = 3%.
Vi kan derfor til et vilkarligt punkt x tilordne fferentialkvotienten af f i x, hvorved vi far enrfi¢-
tion, som beregnek’ og som kaldes den afledede funktion.af f

Pvelse Al1.1.
Angiv en funktionsforskrift for den afledede furgif’ , idet f er givet ved:
a) f(x) =k (konst.) b) f(x)= ax+b c) f(x)= vVx d) f(x) = 5% e) f(x) =%

f) f(x) =x@os(x) @) f(x) = INBx+X h) f(x)= 25 v

Betragt funktionen g(x) = 3x x 0 R. g er differentiabel, og den afledede funktioafgy er givet
ved: d(x) = 6x,x0R. Hvis vi nu vender tilbage til funktionen f(x)x?, s& ser vi, atf'= g.
Den afledede funktion’ @f g fremkommer altsa ved at differentiere deedslfunktionf' af f .
Der geelder altsa: f()' (x) = 6x, x0OR. Almindeligvis skrived" i stedet for {')’, sa vi har, at
f"(x) = 6x, xOR. Funktionerf" kaldes den dobbelt afledede (eller den andenediedaf f.

Vi ser altsd, at den dobbelt afledede af funktipn@ er funktionen 6x.

| almindelighed har vi, at hvis den afledede fuoktf' er differentiabel for alle x i et interval |, s&
kan vi definere den dobbelt afledetle i dette interval, og den er givet ved: = (f')'".

Ligesom differentialkvotienten af en funktion kamf@res vedj—y , dL(X)
X X

o.lign. i stedet forf ',

2 2 2
kan den dobbelt afledede anfares véjel% , d d f(2x)

5 o.lign. i stedet forf"".
dx dx dx

@Dvelse Al.2
Bestem en funktionsforskrift for den dobbelt afléddefor hver af funktionerne i gvelse Al1.1.

Husk definitionsmaengden fdr'. v

Eksempel A1.3.
Hvis en bil karer ud af en lige vej, sa vil afstands fra startpunktet vaere en funktion af den, tid t

0 : . . t) —s(t . . : . .
som er gaet siden starten. leferenskvotlenig%# angiver bilens gennemsnitshastighed i

(0]
tidsrummet fradtil t (eller fra t til {,), medens differentialkvotientef(t3) angiver hastigheden til
tidspunktet 4 (dvs. §(t,) angiver, hvad speedometeret viser til tidgnDen afledede funktiori s
angiver altsa hastigheden som funktion af tidéfte skriver man v i stedet fot, @ltsa: v(t) = Kt).
Som bekendt vil hastigheden af en bil ofte aendhekat af en karetur — bl.a. afhaengig af, hvilken

o . . V t _V t . . . A
pedal der trykkes pa. leferenskvotlenteigy angiver gennemsnitsaccelerationen i tids-

(0]
rummet fra § til t (eller fra t til ), medens differentialkvotienter(ig) angiver, hvor stor en accele-
ration bilen har til tidspunktet.tVi har altsa, at: a =vog v = § og dermed at: a £'s Accelera-
tionen er altsa den dobbelt afledede af streeknisgenbegge som funktion af tiden ty
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Appendix 2: Specielle Igsninger til den logistiske differentitigning y' = ky(M —y)

Ifalge sidste del af seetning 3.9 er lgsningengiilihgen: y = ky(M —y), hvor k og M er konstanter,
der er forskellige fra O, givet ved:

y—L , hvor cOR

- 1+ Cl}_kMX
Vi vil her i dette appendix se pa lgsninger, hver@, k<0, M <0 og/ellery > M.

Lad os starte med at se pa et eksempel:

Eksempel A.2.1.
Funktionen f er givet ved forskriften:

fx) =

48
1- 0.85 |]E—0,0004|]—8@

Dens graf ser saledes ud:
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Fig. A.2.1
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Det ses (kontrollér ud fra funktionsforskriften, '8t
e f(X) 48 for x - © o0og f(x) >0 for x - —c0

» grafen for f har en lodret asymptote med ligningen
dvs. at/f (x)| - « for x - -84645
- feraftagende i] —o00;— 8,4645[ ogi ]—8,4645;00[

In(085) _
o010z = — 84645

Hvis vi specielt interesserer os for den del afegrader svarer til 2 0, far vi falgende:

-~

y

3501

3001

2501

200+

1501

1001

Fig. A.2.2

Bemaerk, at selv om grafen her godt kunne ligneegrédr en konstant plus en eksponentielt afta-

gende funktion, sa er der altsa tale om en logiftisktion ! v

Dvelse A.2.2.

Argumentér for, at den lgsning til differentialliggen: y' = 0,0004(y [ (48— vy), der gar igennem

punktet (0, 320), er den funktion, der omtalessezkpel A.2.1. v
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Dvelse A.2.3.
M

Tegn i hvert af falgende tilfeelde grafen for fuokien: f(x) = PPp—Ty
a) M =200, k=0,003, c=-0,3
b) M=-200, k=0,003, c=0,3
c) M=200, k=-0,003, c=2
d) M =200, k=-0,003, c=-2
e) M=-200, k=0,003, c=-2
fy M=200, k=0,003, c=-2
g) M=-200, k=-0,003, c=-2
Kommentér resultaterne.

@velse A.2.4.

a) Bestem den lgsning f til differentialligningery’ = 0,00028y [(300- ,y90m opfylder, at
f(25) = 800. Tegn grafen for f.

b) Bestem den lgsning g til differentialligningeny’ = 0,00028y [(y +300 , spm opfylder, at

g(25) = 800. Tegn grafen for gy
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Appendix 3: Detaljerede eksempler pa separation af variable.

Eksempel A.3.1.

Vi vil finde den fuldsteendige lgsning til Iigning:enj—y gl
X X

Vi ser, at ligningen er pa formeng—y =h(x) [9(y), hvor h(x) -2 og g(y) =Y.
X X

For at bruge seetning 5.3 om separation af varsiaévi kreeve, at g(y# 0, hvilket i dette tilfeelde
vil sige: y# 0.
Sa inden vi gar i gang med separationen undersatige, om y = 0 (dvs. den konstante funktion

y(x) = 0) er en lgsning til ligningen. Dette sevare tilfeeldet, ide{j—y =0 for en konstant funkti-
X

on og idet& =0, nary = 0. Vi ved altsd, at y = 0 (for x < 0 elie> 0) er en Igsning.
X
Vi fortseetter nu med metoden separation af variable
Her skal g(y} 0, dvs. y# 0, som omtalt forudseettes. Da g skal veere kontimee interval J, ma
det kreeves, at g(y) >0 ellgty) < 0, dvs. y > 0_elley < 0. Intervallet J er altsa enten &ler R.

Desuden skal h(x) veere kontinuert i et interv@d.h(x) -2 ser vi, at det yderligere ma kraeves, at
X

X <0 ellerx > 0.
Kravenefor at anvendenetoden kan altsa opsummeres i: y > 0 eller yog 9> 0 eller x < 0 (dvs.
(y>00y<0)O(x >00x < 0)). Beregningeforlgber herefter saledes:

dy 2 1 2

Al = |=dy=|=dx < Inly|=20n|x|+k,

o Iy y=]- [y = 20n|x]

hvor kO R er en vilkarlig konstant.
Inly| =20nx|+k = |y|= g2k Y= o2k

N&r k gennemlgber de reelle tal R, sdefil(som ogsa er en konstant) gennemlgheVRszetter

2In|x|

q = € og far dermed, at: § R. og at|y| =q&“". Da 2In|x| = In(|x|2) =In(x?) ses, at

y=a@") « p=qx* - y=qx*Oy=-q&’
hvor y = qX? veelges, nary >0, og=-qX? veelges, ndry<0. Da@R, -~ —qOR_ses, at
lgsningen kan samles tily = cx?, hvorcOR, OR_ (c erstatter g og —q).
Hvis vi endelig husker p&, aty = 0 er en lgsnomat y = c[X? giver y = 0, hvis ¢ = 0, kan alle
lgsninger samles i udtrykket:

y=cx?, hvor cOR, og hvor x > 0 eller x <0

som hermed giver den samlede (fuldstaendige) lgsning
Bemeerk: En sddan sammenskrivning af den fuldstaehdsming er ikkaltid mulig! (Se eksempel
5.6 og eksempel A.3.2).

Vi vil nu finde den partikuleere lgsning, som gagrigem punktet (-2,—2). Vi ma da veelge forud-
seetningen: x < 0, og desuden skal der geete2:= c[{-2)?, dvs. ¢ :—%.
2

Den sggte lgsning er altséi(x) = -3 x° , x <0.
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Bemaerk: | dette tilfeelde er det ikke ngdvendigt ryeekrligere indskraenkninger, idet f(x) < O for
alle x <0, og idet udtrykke’f%x2 kan udregnes for alle x. Men i andre situatiohgagr veerdien

af konstanten kommer til at spille en rolle for Dmékal yderligere indskraenkninger i definitions-
maengden foretages. (Se eksempel 5.6 og eksemp2) A8

Eksempel A.3.2.

Vi vil Igse differentialligningeny’ =¥ [3in x Da €& er defineret for alle {1 R og sin x er define-
ret for alle xO R, er der ingen indskreenkning pa forhand i refatibdenne differentialligning.
Omskrivningen forlgber herefter saledes:

y' =’ [$inx = J'iydy:jsin(x)dx - je'ydy= -cosk)+k < -—-e”¥ =-cosk)+k
€

1
cosk) —k
For at finde et udtryk for den fuldsteendige Igsrskgl vi nu "blot” tage In pa begge sidder af lig-

hvoraf vi far (kontrollér), at: ' =

hedstegnet. Men dette kraever,—atﬁ > 0 (hvilket ogsa ligger i, at’e> 0 for alle y).
cosf) —

Et krav for at kunne finde en Igsning er altsdg@t) —k >0 dvs.cosik) > k.

Vi inddeler her i 3 situationer: a)=1, b) k<-1 og c) 4 k<1.

a) k> 1: Her er Ilgsningsmeaengden til ulighedessk) > likkmed @, sa der er ingen lgsninger.
b) k <—1: Her er lasningsmaengden til ulighedemssk) > likmed R, hvormed vi far, at

y =1In _ , XOR
cosi) —k
c) —1< k<1: Her erlgsningsmangden L til ulighedsysi) > lidkmed (kontrollér):
L= {xDR‘XD]—cos'l(kHp[2n;cos'1(k)+pE2n[, p0Zz}
Da definitionsmaengden til en Igsning til differediigningen skal veere et interval, ser vi, at
y = In _ , xD]—cos‘l(k)+p[2n;cos‘l(k)+pE2n[
cosk) —k
for en eller anden heltallig veerdi af p (som i emkret situation fastleegges af et punkt, som lgs-

ningen skal ga igennem).

Vi vil nu finde den lgsning, der gar igennem puml(@,%) . Ved indseettelse af tallene i den oven-
staende ligning far vi:

e’ =——— o k=-— = k =-0,6065
cos€) -k e 3

hvormed vi ser, at vi er i situation c). For atdhi x-vaerdien%’T ser vi, at vi skal bruge p = 1.
Den sggte lgsning er hermed givet ved (kontrotlér!)

y =In L , x0]4,0607; 85057
cos) +0,60653

@velse:Find den lgsning, der gar igennem punktet (32)0.0
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Appendix 4: Reaktionskinetik i kemi og tilhgrendematematiske modeller.

Beskrivelsen af kemiske reaktioners hastighedegdrypga matematiske discipliner som eksponentiesi/delgistisk
veekst og separation af de variable. Afsnittet hgédedes ikke naturligt ind under et bestemt afemsgafsnit, og er
derfor anbragt som et appendix.

Indledning

Alle stoffer bestar af atomer, som i de flestexilfie er gaet sammen med andre atomer og har dan-
net kemiske forbindelser. Alle atomer har en kemndevnelse, som bruges bade om atomets kerne
og om atomet som helhed, f.eks. O (ilt), H (bric)(kulstof), Pb (bly), U (uran) og Ar (argon).

| kemisk sammenhaeng er det atomet som helhedirdhssiv elektronerne omkring kernen, der

har interesse, idet det er via disse elektronatrekt at de kemiske forbindelser dannes.

| praksis er de kemiske forbindelser — afheengigtaitionen — enten elektrisk neutrale, og kaldes
da_molekylereller ogsa er de elektrisk ladede (der er oMéar enderskud af elektroner) og kaldes
da_ioner Men vi vil i det fglgende anvende "molekyle” ell&emisk forbindelse” som en feellesbe-
naevnelse — og kun bruge ordet ion, nar det udttigtkekal fremhaeves, at det er en ladet partikel.

Der findes ca. 90 forskellige, naturligt forekomrderatomer (der danner de sakaldte grundspoffer
Nar der findes sa fantastisk mange forskelligefstp$a skyldes det disse grundstoffers evne til pa
forskellig made at ga sammen i kemiske forbindelser

Hvis vi f.eks. ser pa grundstoffet ilt, sa vil deim selvstaendigt stof (ren ilt) almindeligvis danne
molekyler bestaende af to ilt-atomer. Fri ilt opdesederfor almindeligvis som molekylet.O

It indgar desuden i et utal af kemiske forbindgl$woraf de mest bergmte nok eiQ{ hvor to
brint-atomer og et ilt-atom til sammen danner etdrenolekyle, og C®, hvor et kulstof-atom og to
ilt-atomer tilsammen danner et kuldioxid-molekyleindgar ogsa i mere komplekse kemiske for-
bindelser, f.eks. sammen med brint og svovl i fadieisen HSO, (som i vandig oplgsning kaldes
svovlsyre), og sammen med kulstof og brint i fodalsen GH1.0s (glucose/druesukker).

Undertiden anfares den kemiske formel (dvs. datyudtier beskriver molekylets sammensaetning)
pa en made, der hjaelper kemikere med at "aflaeséekylets struktur/opbygning, og dermed de
bindinger, der indgar imellem atomernes elektromaolekylet. F.eks. skrives stoffet citronsyre
som (HOOCCH),C(OH)(COOH) i stedet for f.eks.qH50;.

Bemeerk navnet "kuldioxid” for den kemiske forbinskelfor stoffet) CQ Her er der dels anvendt
benaevnelsen "oxid” for ilt, idet ilt ogsa kaldesygen, dels betyder det lille "di”, at der er to exy
gen-atomer for hvert kulstof-atom, ®aldes tilsvarende "dioxygen”.

Mange af de naturligt forekommende grundstofferdiatansk navn, som f.eks. kul, sglv og brint,
men de har alle et internationalt (latinsk) nav@eSes benaevnes kul, sglv og brint som hhv. car-
bon, argentum og hydrogen — benaevnelser der oftaedpr i navnene pa de kemiske forbindelser,
hvori de indgar. Kuldioxid kaldes saledes ogsa@adioxid, og stoffet CO (kulilte) kaldes car-
bonmonoxid, hvor det lille "/mon” star for 'mono” daptyder, at der kun er ét ilt-atom.

For yderligere information henvises til en lserebkgmi.

Kemiske reaktioner.

Nar visse stoffer (dvs. visse kemiske forbindel&ermmer i kontakt med hinanden, foregar der
undertiden en sakaldt kemisk reaktion, hvori der #n omdannelse af molekylerne eller ionerne.
Nogle reaktioner foregar spontant, medens andie'lsigalpes pa vej” f.eks. ved at oplgse stofferne
i en vaeske, ved at opvarme stofferne eller veilsaétte endnu et stof (en sakaldt katalysator) som
fremmer processen — eller en kombination af disge t
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Eksempler pa kemiske reaktioner er givet ved falgaeaktionsskemaer
a) 2H, +2NO - 2HO + N
b) CH;COOCH + H,O - CH;COOH + CHOH
c) N.Os; - NO, + NO
d Mg +2HCI - MgCl, +H;
e) Mg +2H - Mg® + H
f) H, + b - 2HI
g) BrO, +5Br + 6H - 3Bkr + 3HO

De stoffer, der optreeder pa venstre side af pileeaktionsskemaerne, kaldes reaktantengede
stoffer der optraeder pa hgjre side af pilene, leatdaktionsproduktern@emaerk, at alle reaktio-
nerne er "afstemte”, dvs. at antallet af atomedeaforskellige indgdende grundstoffer er ens far og
efter reaktionen, samt at nettoladningen far ogreétaktionen er den samme. (Kontrollér !).

Ad a): Denne reaktion skal forega ved en ret hgj tentpetamkring 800°C). Her omdannes to
hydrogenmolekyler og to nitrogenmonoxid-molekyietd vand-molekyler og et nitrogenmolekyle.

Ad b): | denne reaktion spaltes et methylacetat-mole{@;COOCH;) ved reaktion med vand i
to andre molekyler. (En sadan spaltningsprocesopeayelse af vand kaldes en hydrolyse).

Ad c): | denne reaktion spaltes molekylei® i de to mindre molekyler NOog NO. Der er altsa
her kun ét stof pa venstre side af reaktionspities. kun én reaktant.

Ad d): | denne reaktion oplgses et metal (her magne®igin en syre (her saltsyre HCI), hvorved
der dannes brint () og et sakaldt "salt” (hér Mg@

Ad e): Denne reaktion er reelt set den samme som d)sadisyren er en vandig oplgsning af gas-
sen hydrogenchlorid HCI, og i denne oplgsning et $f@ltet (HCI- H* + CI™) i s&kaldte ioner

en brint-ion H (der ogséa kaldes en hydron) og en chlorid-@in. Det lille plus ved brintionen H
indikerer, at der mangler en elektron, hvormedivieh positivt ladet ion, og det lille minus ved

CI” indikerer, at der er en ekstra elektron tilstddermed vi far en negativt ladet ion.

De to plusser ved Mg indikerer, at der mangler to elektroner omkringre® i magnesium-ionen.
Reaktionen bestar saledes i, at to brint-ioner bstggeler” en elektron fra magnesium, hvorved den
dobbelt-positive magnesium-ion Mgremkommer, samtidig med at der dannes brintmadéziy.

Vi ser saledes, at chlorid-ionerne reelt ikke indg&aktionen, hvilket stemmer fint overens med, a

saltet MgC} i den vandige oplgsning er spaltet i en magnesamMg®* og to chlorid-ionerCl" .

Ad f): Denne reaktion skal ogsa forega ved en ret hgjeeatur (400-800C). Det interessante ved
denne reaktion er, at efterhanden som processkiésr og der dannes mere og mere hydrogen-
iodid (HI), kan reaktionen ga den modsatte vegdaHl + HI — H, + L. Vi siger, at reaktionen er
reversibel Pa et tidspunkt vil den hastighed, hvormed daddsat rettede reaktioner foregar, veere
den samme. Koncentrationerne af de forskelligdestofl herefter ikke aendre sig, og vi siger, at
der har indstillet sig, at der er opnaet elledexter indtradt en kemisk ligevaegt

Mange andre reaktioner (i realiteten de fleste)gma reversible. Men "tidspunktet” (koncentratio-
nen af stofferne), hvor der forekommer ligevaegh kaere “forskudt” mere eller mindre til den ene
af siderne i reaktionsskemaet.
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Reaktioner, der ikke kan forlgbe den modsattesiggs at veere irreversibl@Reaktionen i d) er et
eksempel herpd). Reaktioner, hvor der farst forekemligeveaegt, nar koncentrationerne af reaktan-
terne er megdavere end startkoncentrationerne, kan i praksig Hnodelsammenhaenge — opfat-
tes som irreversible. (Man siger kort, at ligevaagta er "forskudt langt mod hgjre”),

Ad q): Dette er et eksempel pa en reaktion med merecerahktanter. Reaktionen er opskrevet
efter samme princip som reaktionen i e), hvor ke gkaktionen indgaende ioner anfares.
Reaktionen foregar, nar vi har kaliumbromat ogllromid i en sakaldt sur oplgsning (i en syre).

Undertiden bruges benaevnelsen "kemisk prosgsonymt med "kemisk reaktion”. Men ofte be-
nyttes benaevnelsen "kemisk proces” til at beskdiee kemiske omdannelse, der alt i alt pa et givet
tidspunktforegar i det eksperiment, i den produktion osem man konkret taler om, medens den
"kemiske reaktion” star for, hvad der sker pa myledet niveau.

Reaktionshastighed — generelle forhold.
Der er meget stor forskel pa, hvor hurtigt forsiellkemiske reaktioner foregar. Og for en given
kemisk proces afhaenger reaktionshastighedem raekke forskellige faktorer, idet det falgend
spiller en rolle for, hvor hurtigt processen/reakin forlgber:
» koncentrationerne af reaktanterne
« temperaturen, som processen foregar ved
» de kemiske stoffer selv
» de kemiske stoffers tilstandsform (fast, flydengkes) — og dermed deres overfladeareal
» tilstedeveerelse af eventuelle katalysatorer eflieibitorer (dvs. stoffer, der hhv. gger eller
mindsker reaktionens hastighed uden selv at bbvierfigt i processen).

Vi vil i denne tekst kun se pa koncentrationernetydning. Alle de avrige faktorer indgar i den
sakaldte hastighedskonstanfsle senere). Vi vil altsd antage, at vi ser pkegnisk proces, hvor
temperaturen, eventuelle katalysatorer osv. ertkegdiastholdt — og disse forhold farer til en give
veerdi af hastighedskonstanten.

Det er af stor betydning at kende et udtryk fograan givne reaktioner udvikler sig efterhanden
som tiden gar. Dette gaelder f.eks. i laboratorgdgr hvor diverse processer skal testes mm., og i
den kemiske produktion/industri, hvor disse reaigioindgar. Men det geelder ogsa i mere daglig-
dags processer som f.eks. at ruste, at irre, edrgigsamt i biologisk/medicinske processer som at
blive solbraendt, alkoholforbreending og andre kemeskergiomdannelse i organismer, omdannelse
af medicin, hvor koncentrationen af de tilbagevaedkemiske stoffer i organismen fglges, osv.
Hvis man ved, hvordan reaktionshastigheden udviitemed tiden, kan man til et vilkarligt tids-
punkt beregne, hvad koncentrationen af de i reaktiandgaende stoffer vil vaere. Det forudsaetter
naturligvis, at man ogsa kender startveerdien at&otmationen af disse stoffer (eller mere preecist:
deres veerdi til et givet tidspunkt).

Det ville derfor veere fristende at forsgge at dleséin model for reaktionshastigheden som funktion
af tiden efter samme principper, som f.eks. anveneed opstilling af en model for radioaktivt hen-
fald eller en geercellepopulations veekst. Lad o$yaaee situationen, og starte med at se pa en sim-
pel reaktion, hvor stof A og B reagerer og ferestif C og D, altsa:

A+B - C+D
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Et mal for, hvor hurtigt denne reaktion udvikleg,sina vaere den hastighed hvormed koncentratio-
nen af A aendres (eller den hastighed hvormed kdratemen af B @endres, osv.). Sa reaktionsha-

stigheden \er givet ved:
d[A]
v(t —+—
® dt

hvor [A](t) betyder koncentrationen af stoffet A til tidefog nar t er underforstaet skrives der blot:
[A]), og hvor minusset medtages, idet vi gnsker eitiposaktionshastighed (koncentrationen af A
bliver mindre, hvormed differentialkvotienten emgaév).
Hver gang der forbruges et A-molekyle, forbrugesalgsa et B-molekyle (en sadan reaktion kaldes
en 1:1-reaktiorfleeses: "en-til-en”-reaktion)). Og hver gang dander et C-molekyle og et D-
molekyle. Reaktionshastigheden for den omtaltegsd@n derfor angives ved (overvej !!)

V(t) = —M = - d[B] = d[C] = d[D]

dt dt dt dt

hvilket er veesentligt at vide, hvis man vil malerpaktionshastigheden, idet man da vaelger det
stof, hvis koncentration er nemmest at bestemmeordhn koncentrationer og reaktionshastighe-
der malesafhaenger meget af den konkrete situation. Deribesvil en leerebog i kemi !).

= —% eller kort: v(t) =-

Pvelse A4.1.
Argumentér for, at hvis vi ser pa en proces aftiypéd + 3B - 4C + D, sa er reaktionshastighe-

den v givet ved:
w= -dAl _ _1d8] _ 1dc] _ dp]
dt 3 dt 4 dt dt

Kommentér dette resultat og dets betydning for mgddif reaktionshastigheder.

Vi vil nu fortseette med at prgve at argumenteréems til et udtryk for reaktionshastigheden for
processen: A +B- C (+D +...) Bemaerk, at antallet af reaktionsiokderer uden betydning for
den fglgende argumentation. Derfor star + D + parentes:

Reaktionshastigheden mé& afhaenge af reaktanternestivationer (dvs. antal molekyler pr.%m
idet vi ma forvente, at antallet af reaktionertfatsenhed vil vokse, nar koncentrationerne forages.
For at en reaktion af den omtalte type kan forekal et molekyle af type A stade sammen med et
molekyle af type B, hvorved der brydes en ellerefleindinger i de kemiske forbindelser og dannes
en eller flere nye bindinger, hvormed der skabesmyglekyler eller ioner.

Hvis vi betragter en bestemt i en given oplgsning eller blanding af de tofstpfsa vil sand-
synligheden pr. tidsenhedqFfor en reaktion her indenfor vaere proportionatirmandsynligheden
Sag for at traeffe et A-molekyle ogt B-molekyle i den pageeldende*iba tilstedeveerelsen af et
A-molekyle er uafheengigt af tilstedeveerelsen d@-atolekyle, vil Sg veere lig medsS, [5g, hvor

Sa (hhv. $) er sandsynligheden for at treeffe et A-molekylev(het B-molekyle) indenfor den giv-
ne cnf. Idet reaktionshastigheden v er proportional mgchiedens §og S er proportional med
koncentrationerne af A hhv. B, dvs. mEiQd] 0g [B] far vii alt, at v er proportional me[ek][ﬁB],

dvs. at der findes en konstant k, sé: \L@\MB] Dav = —[A]'(t) ville vi fa differentialligningen:
—[A]'(t) = ka]dB], som vi kunne Igse, og problemet ville dermedtster veere Igst.

Den samme argumentation ville for reaktionen A+ 8 - D + .... fgre til hastighedsudtrykket:
V= k[ﬁA][ﬂB] [ﬁC] Og sé fremdeles ved eventuelt flere reaktanter.
Men desveerre ! Sddan ser verden ikke ud.
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Hvis vi f.eks. ser pa processen: ,+HNO - H,O + LN

(eller mere korrekt: 2 b+ 2 NO — 2 H,O + N), sa viser det sig ved forskellige malinger, at de
geelder fglgende udtryk for reaktionshastigheden:

v = KfH,]gNoJ*

hvilket ikke pa nogen made stemmer med den ovésfesldede udledning af et udtryk for v.
Vi skulle da enten have haft: v :[ﬂIHZ][ﬁNO] ellerevt. v = @HZ]ZEﬁNO]Z (Overvej dette !)

Pointen er, at en reaktion som HNO - H,O + 2N (eller:2H+2NO - 2H0 + N)
viser sig at vaere en sakaldt bruttoreakf{idvs. det samlede resultat af en raekke "del-raktit).
Ifglge den kemiske litteratur er reaktionen i virgeeden opdelt i tre del-reaktioner:

Trinl: NO+H - NOH,
Trin2: NOH + NO - N, + HO,
Trin3: HO, + b, - 2HO

hvilket giver bruttoresultatet: 2,H2 NO - 2 HbO + N (Kontrollér!)

En sadan serie af delreaktioner, der alt i alt hesken given bruttoreaktion, kaldes en reaktions-
mekanismdor bruttoreaktionen, delreaktionerne kaldes eldneeaktionefor reaktionsmekanis-
men, og de stoffer der dannes og omdannes igemuejslé reaktionsmekanismen (det vil i den
ovenstaende reaktionsmekanisme sige N@F HO,) kaldes mellemprodukter

Den ovenfor anfagrte argumentation for hastighedemaeaktion af typen A+ B, C(+ D ..)
geelder for de enkelte elementarreaktioimér der er tale om en fuldstaendig blanding fteeser-
ne, sa de kan komme i kontakt og dermed reagere).

For trin 1 geelder der altsd; % kltﬁNO] [ﬂH 2], for trin 2 gaelder der: o\ kztﬁNOHz] [ﬁNO] og for

trin 3 geelder der: 3= ks[JH,0,|0dH,]

Nu forholder det sig saledes, at de enkelte eleanez@ktioner ikke forlgber lige hurtigt (nogle stof
fer er mere reaktionsvillige end andre stoffer -degne villighed afhaenger ogsa af, hvilke andre
stoffer det er, man forsgger at fa et givet staittreagere med). Det er dermed klart, at deear d
langsomste elementarreaktion, der er afggrendévor, hurtig den samlede reaktionsmekanisme
(og dermed den samlede bruttoreaktion) forlgber.

| den ovenstaende reaktionsmekanisme er det reaktiotrin 2, der er den langsomste. Dermed er
trin 1 og trin 2 med til at bestemme hastighedsikdtet for bruttoreaktionen, hvorimod trin 3 for-
lzber sa hurtigt, at det ingen indflydelse far phshmlede hastighedsudtryk (mellemproduktet
H,O; forbruges straks — relativt set — efter at dedlevet dannet). (Overvej dette !).

Da reaktionen i trin 2 er den langsomste, er reaktiastigheden v for bruttoreaktionen proportio-
nal med y, dvs. der findes en konstant c, s& vlékgfﬁ_NOHZ] [ﬁNO].

Koncentrationen af mellemproduktet N@ét proportional med koncentrationerne af NO og H
(Dette skyldes, at trin 1 er hurtigere end trilm2grmed der relativt hurtigt opnas og lgbende epret
holdes en kemisk ligeveegt for denne reaktion).

Der findes derfor en konstant d, %&IOHZ] = djNO] [ﬁHz]. Udtrykket for v bliver dermed til:

v=kfH,]fNoJ?

(hvor k = ¢dky), hvilket er det malte hastighedsudtryk.
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Eksempel A.4.2.

Hvis vi ser pa reaktionen: GHOOCH + H,O - CHCOOH + CHOH , s& kan man i den
kemiske litteratur leese, at hastighedsudtrykkefiveet ved: v = k-[CHCOOCH;]-[H20].

Dette stemmer jo fint med den oprindeligt fremsatéetil argumentation for et hastighedsudtryk

for en given reaktion, sa her fas "det ventedetyidt

Det viser sig imidlertid, hvis man maler og anahgs&emisk pa reaktionen, at der er tale om en ret
kompliceret reaktionsmekanisme pa fem trin, ogeatodbt ved en tilfeeldighed giver det omtalte
"forventede” hastighedsudtryk.

Reaktionsmekanismen for bruttoreaktionen: ;C80OCH, + H,O - CH;COOH + CHOH er:

Trin 1: CHCOOCH; + H" - CHsC(=OH")OCH;

Trin 2: CHC(=OH")OCH; + H,0 — CH;C(OH)(OH,")OCHs
Trin 3: CHC(OH)(OH,)OCH; — CH;C(OH),0"(H)CH;
Trin 4: CHC(OH),0"(H)CH3; — CHsC"(OH), + CH:OH
Trin 5;: CHC'(OH), — CH;COOH + H

hvor trin 2 er den langsomste og dermed den hastgliestemmende reaktion. (Tegnet = betyder,
at der optreeder sakaldte dobbeltbindinger). Vdeij ikke ga dybere ind i sagen her.

Eksempel A.4.3.

a) Bruttoreaktionen: 21+ SO - L, + 2 SQ* har fglgende hastighedsudtryk:
v = k[I[ $:06"]

og falgende reaktionsmekanisme (hvor trin 1 elal@somste):

Trinl: T + SO - 1905

Trin2: 108 - 2SQ% + I'

Trin 3: F+r - I

Vi ser, at hastighedsudtrykket for bruttoreaktiosegammer overens med hastighedsudtrykket for
den farste elementarreaktion, men derimod ikke uuttykket v = k-[1]>[ S0¢°], som man ville
fa ifalge det ovenfor omtalte forsgg pa at argumentor hastigheden (overvej !).

b) Bruttoreaktionen: s + 2H0" -~ S + SOG + 3 HO har fglgende hastighedsudtryk:
v = k[ $04°]

og falgende reaktionsmekanisme (hvor trin 2 elal@somste):

Trinl: SO +H0O" - HSO; + HO

Trin 2: HSO; - HSQ + S

Trin 3: HSQ + HO" -~ SGQ + 2HO

s& reaktanten 3" optraeder slet ikke i hastighedsudtrykhet.

Nogle reaktioner giver ikke sa "paene” hastighedstdtom de ovenfor omtalte. Dette skyldes
bl.a., at reaktanterne i den/de langsomste elementdioner ikke star i et simpelt antalsmaessigt
forhold til reaktanterne i bruttoprocessen, ogagle af elementarreaktionerne er reversible og sam-

2 n

tidig ma "vente pa” den langsomste elementarreaktivilket i alt pavirker reaktionshastigheden.
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Eksempel A.4.4.
Ifglge den kemiske litteratur geelder der (tilsyaelade) bl.a. fglgende:

a) Hastighedsudtrykket for reaktionen: CO +, Gk COCh er givet ved: v % fico]dici,[*/?

. . . H2] [[]Br2]3/2
b) Hastighedsudtrykket for reaktionen:; HBr, — 2 HBr er givet ved: v =k
Brz] + c[ﬁHBr]

hvor k og c er konstanter.

c) Hastighedsudtrykket for reaktionen: 2N - 2 N, + O, er givet ved: v K Gl%
)

hvor k og c er konstanter.
d) Hastighedsudtrykket for reaktione8rO,” + 5Br- + 6 H - 3 Bp + 3 HO er givet ved:

Ve K Bf03_][[]ﬂ+]2
: Br-)

Bemeerk i gvrigt vedrgrende denne proces, atdeti®venstaende forsgg pa at argumentere for
reaktionshastigheden ud fra bruttoreaktionen skigee korrekt, sa skulle vi hér se pa sandsyn-
ligheden for at 12 partikler stader sammen santtiotigreagerer med hinanden. Dette ma be-
tragtes som helt usandsynligt, hvormed reaktiokkea ville kunne forlgbe — men det gar den.
Og det skyldes som naevnt, at bruttoreaktionen forefiere trin i en reaktionsmekanisme, som

i alt giver den omtalte bruttoreaktion. Vi vil ddde komme yderligere ind pa emnet her.

Det er af savel teoretiske som praktiske arsaggigtiat kende reaktionsmekanismen — og dermed
elementarreaktionerne. | industrielle sammenhaengekan man derefter bl.a. lede efter katalysa-
torer, som kan gge hastigheden af processen —eéiiserinhibitorer, som kan saenke hastigheden af
processen —, afheengig af hvad man gnsker. (Oveettegj naermere !)

Og hvis man kender reaktionsmekanismen, kan marnvsiravenfor ofte finde et udtryk for ha-
stigheden af bruttoreaktionen — og ud fra detterkan ad matematisk vej bestemme udviklingen i
koncentrationen af reaktanter eller reaktionsproeiykvilket som tidligere naevnt er vigtigt.

Problemet er bare, at man i mange tilfeelde ikkedkeleller kendte) reaktionsmekanismen.
Situationen vendes derfor "pa hovedet”, idet mash hjeelp af en raekke forskellige malemetoder
forsgger at bestemme et udtryk for bruttoreaktisreastighed, og pa baggrund af dette — og anden
viden om de konkrete processer — giver et kvalifitbud pa, hvordan reaktionsmekanismen kan
teenkes at se ud, sa den bl.a. giver det ekspeeth&umdne hastighedsudtryk.

Imidlertid kan der ofte teenkdkere forskellige muligegeaktionsmekanismer, som kan forklare den
sammebruttoreaktion og det hertil hgrende hastighedgludDet er derfor alt i alt en kompliceret
affeere at finde en korrekt reaktionsmekanisme,aygskal ofte flere forskellige malinger og ma-
lingstyper mm. til at afgagre sagen.

Reaktionshastighed og reaktionsorden.
Lad os starte med igen at fastsla, at hastigheddkat for en given (brutto)reaktion bestemmes
eksperimentelt det kan ikke "afleeses” ud fra reaktionsskemaet.

Vi vil nu opstille nogle modeller for, hvordan vessfte forekommende hastighedsudtryk kan fare
til en beskrivelse af udviklingen af koncentratiored en af reaktanterne eller reaktionsprodukterne.
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Hvis vi ved malinger (altsad eksperimentel bestensejeiinder, at udviklingen i koncentrationen
folger en af disse modeller, giver det grundlagatoantage, at reaktionen med stor sandsynlighed
falger det hastighedsudtryk, der ligger til grundinodellen. (Omtales flere gange i det falgende).

| mange processer kan reaktionshastigheden v beskried et udtryk pa fglgende form:
a) Hvis der én reaktant A, sa er: v :Eﬁﬁk]”

b) Hvis der to reaktanter A og B, sd er: v £ad" (jB]™

c) Huvis der er tre reaktanter A, B og C, s& er: wiA]" (jB]™ fjic]P
hvor n, m og p enten er O eller et lille helt @hfindeligvis 1, 2 eller 3).

Tallet n kaldes ordenen af reaktionen med hensyeaktanterA, tallet m kaldes ordenen af reak-
tionen med hensyn til reaktanten B, og tallet mlkalordenen af reaktionen med hensyn til reaktan-
ten C. Starrelsen k er som tidligere omtalt hastitpkonstanten for den givne proces.

| reaktionerne b) og c) kaldes sumnedireaktanternes orden for den samlede reaktiaieno

| b) ser vi altsa pa en proces af orden n + m,@gser vi pa en proces af orden n + m + p.

| den fglgende matematiske beskrivelse vil vi ingskke os til at se pa sadanne processer, hvor den
samlede orden er 0, 1, 2 eller 3. (Dette er dog ikbgen stor indskraenkning, da der ikke findes
seerligt mange processer af fierde eller hgjeremrde

Eksempel A.4.5.

a) | 0.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket gieet v = k. Hastigheden er altsa konstant,
dvs. uafhaengig af reaktanternes koncentration.redaeaktioner forekommer ofte, hvor der er
"pladsproblemer”, sa reaktanterne ikke kan na hiean
Dette kan f.eks. forekomme, hvis den ene reaktast i*en metaloverflade og den anden reak-
tant B er i en veeske eller en gas, som er i beggnied metaloverfladen. Fra et vist niveau i
processen er metaloverfladen "deekket” af B-reaktamig selvom vi gger koncentrationen her-
af, aendrer det ikke pa reaktionens hastighed.

Et andet eksempel er, hvor reaktionen kun kan fovelgj.a. en katalysator. Hvis denne kataly-
sator kun findes i en begraenset maengde, vil dst kaipne forega en vis maengde processer pr.
tidsenhed, uanset hvor meget vi gger koncentratiahandre reaktanter, idet alle katalysato-
rens molekyler er "optaget”.

b) 1 1.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = I{ﬁA]

Et eksempel pa en 1.ordens reaktion ses i ekseyd b).
Et andet eksempel findes i fglgende reaktidmMN,Og — 4 NO, + O5, hvor der geelder, at

v=k{N,Os]
c) |2.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = l{ﬁA][ﬂB] eller v= HiﬂA]2

(Der er selvfglgelig ogsa muligheden v@Bﬂz, hvis der indgar mere en én reaktant i proces-

sen. Men den er principielt det samme som \EﬂA}g idet det kun er et spgrgsmal om navn-

givning af reaktanterne i den generelle procesastkaldes A og hvad kaldes B).
Eksempler pa 2.ordens reaktioner findes i ekselpgel og eksempel A.4.3 a).
Et andet eksempel findes i fglgende reaktidéi®, + CO -~ NO + CO,, hvor der geelder, at

v=k[NO,* fico]” =kfNO,]*
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d) |3.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = kJA](jB]dc] , v =KJAJ>dB] eller
V= k[ﬁA]3 (og hermed "symmetriske” udtryk).
Et eksempel pa en 3.ordens reaktionZH, + 2 NO — 2 H,0+N,, hvorv =k H,]dNOJ? v

Inden vi gar i gang med den matematiske beskriysls# det lige omtales, at koncentrationer ma-
les i enheden stofmeaengde (dvs. antal molekyler ielheer) pr. rumfangsenhed. Her er det alminde-
ligt at angive stofmaengden v.hj.a. enheden "maltn svarer til 6,022120° molekyler (begrun-
delse: se i en kemibog), medens der som rumfangdearivendes enheden liter (L).

Enheden mol/L (mol pr. liter) kaldes molasg skrives kort M. Koncentrationerne males ailfga
Reaktionshastigheden males dermed i M/s, dvs. mmiasekund (overve;j).

Vi ser desuden, at hastighedskonstanten k mateskdllige enheder, afhaengig af ordenen for re-
aktionen, idet der geelder fglgende om hastighedd&aotens enhed (overvej !):

* | en O.ordens reaktion er enheden for hastighedskoten: M/s

* | en l.ordens reaktion er enheden for hastigheds&oten: 1/s st

* | en 2.ordens reaktion er enheden for hastigheds&oten: . st
S

* | en 3.ordens reaktion er enheden for hastigheds&oten: ! 5 = simv2
sIM

Matematisk model for en 0.ordens reaktion.
| 0.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket gieet v = k. Reaktionshastigheden er altsa kon-
stant lig med k, dvs. vi far:

——d[ﬂ(t) =k - —d[/ﬂ(t) = —k - [Alt) = —kO+c
hvor c er en konstant. Ved at seette tiden lig meds) at c :[A](O) = [A]O, hvor vi har indfart

betegnelser[A]0 for begyndelseskoncentrationaefireaktanten A. Vi far dermed i alt:
[Al) = -ka+[a,
Model for 0.ordens reaktion

| en 0.ordens reaktion er koncentrationen altsiénegert aftagende funktion af tiden.
Hvis vi maler koncentration af A til en raekke foedlige tidspunkter og afseetter disse malinger i et
(t,[A](t)) - koordinatsystem, og hvis grafen her giver engafitale ret linie, sa kan vi med stor sand-

synlighed konkludere, at reaktionen er af 0.te orgheed hensyn til reaktanten A).
Hastighedskonstanten k er den numeriske veerdnighs haeldning.

Matematisk model for en 1.ordens reaktion.
| 1.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = I{ﬁA] Reaktionshastigheden er altsa
proportional med den aktuelle vaerdi af koncentragivaf A, dvs. vi far:
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O gy - IO~ idaly - [aN)=c

hvor c er en konstant (i sidste omskrivning haarwendt seetning 3.1).
Konstanten c findes ved at indseette tiden t = Dkéivgiver os: ¢ :[A](O) = [A]O. Vi far da:

[Alt)=[A], &
Model for 1.ordens reaktion

| en 1.ordens reaktion er koncentrationen altsaéksponentielt aftagende funktion af tiden.
Vi kan derfor undersgge, om en given reaktion dr. @rden med hensyn til reaktanten A ved at

afseette eksperimentelle data (dvs. en reekke matdier af tiden t og koncentration[aih] () iet
enkeltlogaritmisk koordinatsystem — og sa se onguletr en ret linie.
Det kan imidlertid bedre betale sig at afsaette pennle (t, In[A]) I et almindeligt koordinatsystem,
og sa se om det giver en ret linie. Der gaelder iggrat

[Allt)=[Al, & < in[a](t)=m[A],- k0
Hvis vi far en ret linie ved at afseette punktefbgn[A]) i et almindeligt koordinatsystem, s& far vi

derfor dels, at der med stor sandsynlighed eraiaeen 1.ordens reaktion (med hensyn til A), dels
at hastighedskonstanten k er den numeriske veelidiexis haeldning.

Matematisk model for en 2.ordens reaktion — simpeltilfeelde.
| 2.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = I{ﬁA][ﬁB] eller v= IJEﬁA]2

| fgrste omgang vil vi se pa det "simple tilfeeldd¥s. v = HiﬁA]2 Reaktionshastigheden er altsa
proportional med kvadratet pa den aktuelle veerétbatentrationen af A, dvs. vi far:

—% = kfalm)? % = —ifAlo)

For simpelheds skyld seetter vi y{A] (eller mere korrekt: y(t) %A](t)).
Vi skal altsa lgse dlfferent|alllgn|ngenijl— -k S/

Hertil anvendes metoden "separation af de variatde’kapitel 5):
dy 1 1
= -k [y? —dy = - |kdt « -==-kt+c < ==kt+q
dt IW I y y
hvor ¢ og g er konstanter (q = — c).

g findes ved at saette t = 0, hvormed vi far: ¢=- (l—) -t , hvor y, er koncentrationen til tiden 0.
y(© Yo

Daqg>0,dak>0 (idet v >0, da processen eikis ville forlgbe), og da* 0, ser vii alt, at:
kt + g > O for alle veerdier af t. Vi kan derfor ise y i den ovenstaende ligning:

- [A](t)——1 - A= Ak

[ | |A|0 [kt +1

hvor vi har genindfart, a{iA] =y. Vi kan dermed konkludere:

=kt+q - y=

kt+
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(Al = %ELOH

Model for en 2.ordens reaktion, hvor v iﬁk]2

Hvis vi ser pa udtrykket:1 =kt +q og heri indseetter den fundne veerdi for q, s[m}tz y, far vi:
y

1 KO+ 1
[Aln [al,

Vi kan derfor undersgge, om en given reaktion &. @afrden i det simple tilfselde ved for eksperi-

mentelle data at afseette punkter pa forn(enm) i et almindeligt koordinatsystem — og sa se

om det giver en ret linie. Hvis det er tilfeeldatder med stor sandsynlighed tale om en 2.ordens
reaktion (mht. A), hvor hastighedskonstanten kgemed liniens heeldningskoefficient.

En speciel udgave af det simple tilfeelde far vishw ser pa en 1:1-reaktion: A+B C(+D..)
med hastighedsudtrykket: v ﬁﬁk][ﬁB] hvor startkoncentrationerdtl:«]0 0g [B]O er ens, dvs.

[A]0 = [B]o. (I praksis er det nok, at startkoncentrationestogt set er ens, dvEA]O = [B]O).
Da det er en 1:1-reaktion, vil der nemlig til ethivtespunkt t i processen gaelde,[aﬂ(t) = [B](t) ,

hvormed hastighedsudtrykket kan omskrives tiI:kL&t\]z, og den ovenstaende lgsning kan bruges.
Vi ved derfor, hvordan koncentrationen af A (ogrded af B) udvikler sig med tiden.

Men det forudseetter altsd, at vi pa forhand, adhastighedsudtrykker er givet ved: VE#BH [ﬂB]

Hvis vi derimod ikke kender hastighedsudtrykketremktionen: A+ B— C (+ D ...), s& har vi
falgende situation: Selvom vi ved, at startkoncgidnerne er ens, og selvom vi ved hjeelp af et saet
eksperimentelle data for reaktionen konstatereteama veere tale om en 2.ordens reaktion, sa er
det ikke nok til at afggre, om hastighedsudtrylkegivet ved: v = I@A][ﬁB] eller: v= I{ﬁA]2

(Begge muligheder eksisterer, jfr. eksempel A.4)5 c
Koncentrationen af A som funktion af tiden opfesgy ens i de to omtalte simple tilfeelde, men re-

aktionsmekanismerne er forskellige. Hvis vi derfailer [A](t) , Sa giver det samme type resultat i

de to tilfeelde, men vi ved ikke, om reaktionenfet.zller 2. orden med hensyn til A, kun at den er
det med hensyn til A 0B. Der skal flere malinger til. (Se senere undsysio—ordens—reaktioner).

Vi skal ogsa senere se pa 2.ordens reaktionerdnmisimple tilfaelde.

Matematisk model for en 3.ordens reaktion.
| 3.ordens reaktioner er hastighedsudtrykket greet v = kjA]dB]dc] , v = kfA]?dB] eller
V= k[ﬁA]3 (og hermed "symmetriske” udtryk).

Vi vil her kun se pa den sidstnaevnte situationdegned ogsa pa de specialtilfeelde af de gvrige
hastighedsudtryk, hvor der er tale om 1:1-reaktiogehvor startkoncentrationerne er ens).

Vi har altsd, at: —% = kffA]®)® og dermed at:% = —if{A])?
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Hvis vi som tidligere seetter y(t) [#—\](t) , sa skal vi lgse Iigninge% =-k @3, og det foregar

v.hj.a. metoden "separation af de variable”. Vi far

ﬂ:—kws o J‘idyZ—J‘kdt < —EGL:—kDHC = iZZKDH'CI
dt y3 2 yZ y2

hvor c og g er en konstanter (q = — 2c¢).

g findes ved at saette t = 0, hvormed vi far: q—%—z = iz hvor y, er startkoncentrationen.
yO~© v

Daq>0,dak>0 (idet v >0, da processen eikkes ville forlgbe), og da* 0, ser vii alt, at:

2kt + g > 0 for alle veerdier af t. Vi kan derfoolisre y i den ovenstaende ligning:

1 5 1 [1
y? 2k +q 2kd+q

hvor vi i sidste omskrivning har anvendt, at y ¢kbncentrationen er et positivt tal !).
Hvis vi genindfarer, affA] =y, s& far vi:

; [A](t):J Ay’

ZEﬁA]O2 kd+1

hvormed vi kan konkludere, at udviklingen af kortcationen af A som funktion af tiden t er:

[A](t)=J Ay’

20A],2 kd+1

Model for en 3.ordens reaktion, hvor v i/k]?’

Hvis vi ser pa udtrykket% =2k [ +qg og heri indseetter den fundne veerdi for q[Ab =y, far vi:
y

1 =2k + 1

[AI(1)? [Alo”
Vi kan derfor undersgge, om en given reaktion &. afrden (i det simple tilfeelde) ved for ekspe-

rimentelle data at afseette punkter pa forn(em'[ ]1 3 ) i et almindeligt koordinatsystem — og s&
AJ(t)

se om det giver en ret linie. Hvis det er tilfeeJdtder med stor sandsynlighed tale om en 3.ordens

reaktion, hvor hastighedskonstanten k er lig mdddeden af liniens haeldningskoefficient.

@velse A.4.6.

Lav ud fra den ovenstaende teori en kort oversigt de grafiske og beregningstekniske metoder,
der anvendes til at afggre, om der pa baggruntigifet saet eksperimentelle data med stor sand-
synlighed kan konkluderes, at der er tale om ef.02. eller 3.ordens reaktion mht. &
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Pvelse A.4.7.
| en given reaktion indgar et stof A. Der er malgende sammenhaeng mellem tiden t (malt i mi-
nutter) og koncentratione[ﬂ\]:

Tid / min. 0 12 17 24 40 58
Al M 0,050 0,038 0,033 0,030 0,021 0,019
Tid / min. 90 128 176 210 275 330
[A] M 0,014 0,010 | 0,0081] 0,0066  0,0056  0,0046

a) Afgar, om der kan veere tale om en 0., 1., 2. 8lerdens reaktion med hensyn til A.
b) Bestem hastighedskonstanten k (husk enheden).

c) Hvornér er koncentrationen af A lig meg310° M?

Dvelse A.4.8.
For reaktionen2 N,Os — 4 NO, + O, er der i et givet forsgg malt falgende veerdier:

Tid / sek. 30 90| 150 210 270 33

0 390 450 5§10 570 0 63
[N,o ™M |[054] 042] 037 030 022 0,19

3
o6 0j12 0,11 0,084071

a) Ggar rede for, at reaktionen med god tilnsermelsebeskrives som en 1.ordens reaktion.
b) Bestem hastighedskonstanten.
c) Bestem startkoncentrationen[Nzos]

d) Hvornar er koncentrationen {iﬂzos] lig med 85010° M ?
e) Hvor stor er reaktionshastigheden til tiden 1000 8e v

Pvelse A.4.9.
| en 0.ordens reaktion er startkoncentrationeraktanten A givet ved: 0,08 M, og efter 12 minut-

ter er[A] = 0,049 M
a) Bestem hastighedskonstanten.
b) Huvis reaktionen fortseetter med at veere af 0.tergrideornar vil den sa vaere lgbet til ende ?

@velse A.4.10.

Vi ser pa reaktionen: A + B. produkt. Det oplyses, at reaktionen er af 1. omién A og af 2.
orden mht. B. Om startkoncentrationerne gael[#e}(; = [B]o = 0,014 M, og hastighedskonstanten
er givet ved: k = 0,45 M

a) Bestem funktionsforskriften fo[rB] (®

b) Bestem koncentrationen af B efter 0,5 timer ogreéftemer.

c) Tegn grafen foB](t)
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@velse A.4.11.
Om en 2.ordens reaktion er hastighedsudtrykket gied: v = I{ﬂA]Z.
Det oplyses desuden, [a(x](ZOO sek.) = 0,0028 M og{A](SOO sek.) = 0,0017 M

a) Bestem hastighedskonstanten.
b) Bestemt funktionsforskriften fo[lA] )

c) Tegn grafen for[A](t) v

Pseudo-ordens-reaktioner

Det er vanskeligt at bestemme reaktionsordenearfaeaktion, hvor der skal indga flere reaktanter
i hastighedsudtrykket, idet alle reaktanternes katrationer aendrer sig lgbende efterhanden som
tiden (og dermed processen) skrider frem, og mahdafor male pa flere ting pa én gang.

En metode til at Igse dette problem fremgar afelgende.

Vi vil farst analysere lidt pa situationen.

Lad os se pareaktionen: A+ B C (+ D ..), og lad os antage, at den har hastighdtrykket:

v =kiJA]dB]. Dette er alts& en 2.ordens reaktion, men defi rorden med hensyn til bade A og
B. Hvis vi nu laver et forsgg, hvor koncentratioradB er megestarre end koncentrationen af A,

sa vil koncentrationen af B stort set ikke aendies, den kan betragtes som veerende konstant. Ha-
stighedsudtrykket kan hermed skrives som: \EﬁA}: hvor ¢ = I{ﬁB] Selvom der er tale om en
2.ordens reaktion, sa vil processen i denne sitnditirlgbe som en 1.ordens reaktion (dvs. hvis vi
lzbende maler koncentrationen af A, sa vil den mpSig, som det er beskrevet ovenfor for en
1.ordens reaktion). | en sadan proces taler vi opseudo—1.ordens reaktimseudo = uaegte).

Hvis reaktionens hastighedsudtryk er givet ved:l«[ﬁ;ﬂx]2 [ﬁB] , sa far vi efter samme princip (dvs.

vi lader koncentrationen af B veere meget starrekendentrationen af A), at v :Eﬂ@\]z Vi far
dermed en pseudo—2.ordens reaktion

Efter denne indledende analyse kan vi vende sitneti "pa hovedet”, idet vi nu ikkeender ha-
stighedsudtrykket for reaktionen: A+ B C (+ D ...). Vi laver da et forsgg, hvor vi sarfgr, at
koncentrationen af B er meg&lrre end koncentrationen af A. | dette forsefgas’{i\] med jeevne
mellemrum, dvs. vi finder sammenhgrende veerdiédah t og koncentratione[mx](t). Og heref-

ter gennemfgres analyser som omtalt i afsnitten8.twdens, 1.ordens, 2.ordens og 3.ordens reak-
tioner for at se, om en af disse modeller skulespa(Jfr. gvelse A.4.6).

Hvis det f.eks. viser sig, at modellen for en 2emrsireaktion passer pa de eksperimentelle data, sé
er der stor sandsynlighed for, at der er tale ord.erdens reaktion med hensyn til reaktanten A.

Da vi derimod ikke far information om reaktanters Betydning for hastighedsudtrykket, ved vi
ikke, om vi har en 2.ordens reaktion eller kun sayglo—2.ordens reaktion. Dette problem ma lgses
pa anden vis, f.eks. fglgende:

Vi antager, at hastighedsudtrykket for reaktiorer:B - C(+ D ..)er v = [@A]” [ﬁB]m, da

dette er det almindeligste. Vi gennemfarer fgrstnéteserie som omtalt, hvor koncentrationen af B
er megestgrre end koncentrationen af A, saledes at demdgnes for konstant. Dette giver f.eks.

et hastighedsudtryk som: vc; [ﬁA]2 (dvs. n = 2), hvor konstantery er givet ved: ¢, = k[ﬁB]m.
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Vi gennemfgrer herefter en ny maleserie med santantkencentration for A, men med den halve
koncentration af B. Da koncentrationen af B stagig\er meget stgrre end koncentrationen af A,

kan [B] igen regnes for konstant. Maleserien giver sadtastisudtrykket: v =, [ﬁA]2 hvor
Co= kEQ%[B])m . Ud fra de malte og indtegnede data kender vdiee af konstanterne; og c».

Vi kan hermed fortage fglgende beregning:
m -
G - _K 18] -1 _ o™ hyorafvifar (kontrollér 1):  m _In(¢) ~In(cp)
¢ kug[B)™ T In2
Vi forventer, at m (indenfor malengjagtigheden)agiet helt tal. Hvis vi f.eks. far m = 1, sa er der
altsa tale om en 1.ordens reaktion med hensyn tgB alt giver det s& en 3.ordens reaktion.

Dette princip kan udbygges til flere end 2 realeaniltsa f.eks. processen: A+B+C D + ...,
men vi vil ikke komme yderligere ind pa emnet her.

Matematisk model for en 2.ordens 1:1-reaktion, hvostartkoncentrationerne er forskellige.

Ovenfor sa vi pa 2.ordens reaktioner i det "sintjifeelde”, hvor v = IJEﬁA]2 eller v = l{ﬁA][ﬂB]

hvor der i sidstnaevnte situation er tale om enrk&dktion og hvor startkoncentrationen er den
samme for to reaktanter.

Vi vil nu se pa, hvad der sker, hvis vi i den sidst/nte situation opgiver forudsaetningen, at de to
startkoncentrationer er ens. Der er altsa stadigaéelom en 1:1-proces, dvs.:. A+B C (+D...)
og vi har hastighedsudtrykket v @A] [ﬁB] men startkoncentrationerne er forskellige (dogruatt
veere sa forskellige, at vi er ovre i pseudo-1.osetifzeldet).

Lad os antage, E[A]o > [B]0 0g seet ¢ =[A]0 —[B]o. Da der er tale om en 1:1-reaktion, vil forskel-

len imellem de to koncentrationer veere den samerenigm hele procesforlgbet, d{/A.]—[B] =cC
— eller mere udfﬂrligt:[A](t) —[B](t) = ¢ for alle veerdier af t.

Koncentrationen af A:
Vi vil farst se pa udviklingen i koncentrationen feaktanten A, dvs. vi vil finde et funktionsudtry
for [A](t) . Vi har i denne situation fglgende omskrivning:

A0 egagodeln - 9B - dajn galn -0
hvor vi har anvendt, a[B](t) = [A](t) C.

Hvis vi som tidligere seetter y(t) [#—\](t) , sa skal vi lgse Iigningen—:% =klyy-c)

Vi omskriver fgrst lidt pa ligningen:

d d d

— =Ky - f=kgdy-c) - T=kiye-y)
Vi ser, at der er tale om en logistisk differerigaling som omtalt i seetning 3.9. Vi skal blot
checke, at forudseetningerne er opfyldt, dvs. &0kog ¢z 0. Da k er hastighedskonstanten, er

k # 0, idet der ellers ikke er nogen reaktion. Og&falger direkte af definitionen af ¢ og forud-
saetningerne om startkoncentrationerne.

Steen Bentzen; "Matematik for Gymnasiet. Differligininger og matematiske modeller”



- 98 -

Lasningen til differentialligningen er altsa eniktigk funktion med falgende forskrift:
_ c

- 1+qre ke

hvor g er en konstant, som findes ved at seett@. 4 far da (kontrollér), at: q %—1. Hvis vi
y

[B,

AL

| alt ser vi dermed, at koncentrationen af A somkfion af tiden t er givet ved forskriften:
A1) = [Al, -[Bl,

1 Blo -kfal,-[B],)s
(Al

Koncentrationen af A som funktion af tiden t esalen logistisk funktion, og vi ser, at
[Altt) - [A], -[B], fort - « . Dette passer fint med, at reaktionen gér irsi&reaktanten B er

(ved at veere) opbrugt, og at koncentrationen aftidteageveerende del af A er givet VEAI]O —[B]O.

heri benytter, at y(0) %A]0 og c= [A]0 [B]O, ser vi (kontrollér), at: q =

Koncentrationen af B:
Lad os dernaest se pa udviklingen i koncentratidoereaktanten B, dvs. vi vil finde et funktions-

dal® _ _dBwb
dt dt

udtryk for [B](t) . Da vi har en 1:1-reaktion geelder som tidligerg¢adtmat —

hvormed hastighedsudtrykket kan skrives saledesm]ﬂ M]jA](t) [ﬁB](t)
Hvis vi i dette udtryk seaetter y(t) [=B](t) og anvender, a{tA](t) = [B](t) +c sa farvii alt felgende
differentialligning: —% = kfy +c)y, som kan omskrives til:% =kyf-c-y)

Som ovenfor ved A ser vi, at lgsningen ifglge segtid.9 er en logistisk funktion givet ved:

= —© dvs. y=—
1+q@—k[ﬂ—c)[ﬂ ' 1+q®kmm
hvor g er en konstant, som findes ved at szett@. 0 far da, at: q -(—8)—1.

Al

Hvis vi heri benytter, at y(0) {=B]0 og C :[A]0 —[B]o, ser vi (kontrollér), at: q :—H—
(0]

| alt ser vi dermed, at koncentrationen af B sonkfion af tiden t er givet ved forskriften:

RPN (A
1= AL etial sl o gtiallel)o _
. [B]
Vi ser af det sidst anfarte udtryk, §B](t) — O for t - oo, idet naevneren gar mod uendelig medens

taelleren er en konstant. Dette passer fint medakttionen gar i sta, nar reaktanten B er (ved at
veere) opbrugt og koncentrationen af B dermed er nul

0o
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Samlet resultat for koncentrationerne af A og B $anktion af tiden t:
Den samlede model for udviklingen af koncentratioedor to reaktanter A og B i en 1:1-reaktion,
hvor startkoncentrationerne er forskellige (vi @enaat:[A]o > [B]O), ser altsa saledes ud:

___|Al-IB], ___Al-[Bl,
o= 1_%BJO B BJ=1a7, Al Ael) _y

]

[8l.

Model for en 2.ordens 1:1-reaktion, hvor startkanicgionerne
er forskellige (hér[A]0 > [B]o).

Vi bemeerker, at begge funktioner er aftagendekbavstemmer fint overens med, at de beskriver
koncentrationerne af reaktantder forbruges i processen.

Eksempel A.4.12.
Vi ser pa en 1:1-reaktion: A + B> produkter, som har hastighedsudtrykket VEEAMB]

Startkoncentrationerne er givet ve[A]0= 0,05M og [B]0 = 0,038 M, og hastighedskonstanten

er givet ved: k=0,7s* M ",
Ifalge det ovenstaende far vi (kontrollér), at

[Allt)= A], -[Bl, _ 005-0,038 v 0012
|-BJ ‘k[ﬁA] (8], Je 1- M@—O,ﬂco,o&o,oas)m 1- 076[& 0%
[A] 005
09
[B]() = [A], -[Bl, _ 0,012
(AL, ol bl _, 13158 -1

8],

Graferne for disse to funktioner er tegnet i kooatisystemet pa naeste side (jfr. Appendix 2).

Det ses, a[A](t) - 012M for t - o (den stiplede linie), og EEB](t) -0M fort - o w

QDvelse A.4.13.
Vi ser pd en 1:1-reaktion: A + B> produkter, som har hastighedsudtrykket \[&AMB]
Startkoncentrationerne er givet ve[ﬁ.\]O: 0,6 M og [B]0 = 0,4 M.

8 minutter efter starten af reaktionen males kotraéinnen af A til at veere 0,44 M.
a) Bestem hastighedskonstanten k.

b) Opstil forskrifter for funktionerne, der besker [A](t) 0og [B](t)
c) Tegn graferne for disse funktioner, og kommergsultatet. v
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4+ Moleer
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Fig. A.4.1

Matematisk model for en 2.ordens reaktion, som ikker en 1:1-reaktion.
Lad os se pa reaktionen: A + 2B produkter, der har hastighedsudtrykket: \/E&AI}[ﬁB]

Som i gvelse A.4.1 har vi, at: v(t) E% = —%Bd([j—?] og dermed, at:ZE% = %

Hvis t, er et vilkarligt tidspunkt i processen, sa faved integration, at:

t, d[B](t to d[A|(t
O g = o O 4 (st -[sl0) = 2l [~
Da t, er vilkarligt valgt, geelder dette sidste udtryk &dle veerdier afqt. Vi kan derfor lige sa godt
kalde det t, hvormed vi — efter reduktion — har, dBJ(t) = 20A](t) - 2[A]©0) +[B] 0)

Hvis vi som tidligere anvender betegnelse[Ah = [A](O) 0og [B]0 = [B](O) for begyndelseskon-
centrationerne, sa ser vi alt i alt, at hastighdttgkket kan skrives som:

v=kfalde] = kfalw oc2dale - 2], +[B],)

Hvis vi seetter q =[A]0 —%[B]O , sa far vi alt i alt fglgende ligning (kontrollér)

~dAL - oalonfaln -9 og dermed: % = 2KfA)t) da-[A]®)

dt
o . o . , - dy _
Hvis vi som tidligere seetter y(t) [#—\](t) , Sa ser vi, at vi skal lgse Ilgnlngeﬂd.—t =2k [y [ﬂq - y).
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Ifalge seetning 3.9 far vi, (idet vi antager,[Aﬂo Z %[B]O) at lgsningen er en logistisk funktion:

_ q
y 1+ cle2am
hvor c er en konstant, som findes ved at saett@ 04 far da, at: ¢ % -1.
y
Hvis vi heri benytter, at y(0) {:A]O 0og q =[A]0 —%[B]o, ser vi (kontrollér), at: ¢ :—% i%"

| alt ser vi dermed, at koncentrationen af A somkfion af tiden t er givet ved forskriften:

) [A], -1[8],
[Allt) = - ; [[E{O rp-2(iAL-0s[Bl, )1

@velse A.4.14.
| denne gvelse ser vi fortsat pa reaktionen: AB+2 produkter, der har hastighedsudtrykket:

v =kifA]d8].
a) Hvilket udtryk far vi for[A](t), hvis[A],=[B], ?
b) Hvilket udtryk far vi for[A](t), hvis[A], = [B], ? ¥

@velse A.4.15.
| denne gvelse ser vi fortsat pa reaktionen: AB+2 produkter, der har hastighedsudtrykket:
V= k[ﬁA][ﬁB] Bestem et udtryk fo[rB](t) , idet det stadig forudsaettes,[z?d]0 7 %[B]0 v

@velse A.4.16.

Reaktion: S,0,” +21~ - 2S0,” + |, mellem persulfat-ioner og iodid-ioner har hastighet
trykket v = k-[]:[ S,0¢%] (jfr. eksempel A.4.3 a)).

Antag, at reaktanterne har falgende startkoncéot@t [ SOs®], = 0,082 M og [l, = 0,057M,
og at hastighedskonstanten er givet e 06 s™ M ™.

a) Bestem et udtryk for [ 85%](t) og for [I](t).
b) Tegn graferne for [#¢*](t) og [[](t) i samme koordinatsystem.
c) Kommentér resultaternee

Pvelse A.4.17.
a) Bestem et udtryk fo[A](t) i en reaktion af typen: A + 3B produkter, der har hastighedsud-

trykket: v = l{ﬁA][ﬁB]

b) Bestem et udtryk fo[A](t) i en reaktion af typen: 2A + 3B produkter, der har hastighedsud-

trykket: v:IEﬁA][ﬂB]. v
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Acetylsalicylsyres hydrolyse

De faglgende malinger, beregninger og grafer stanfraean projektopgave udarbejdet af Ditte Ha-
her-Thomsen, 3x, Herning Gymnasium, som jeg herogsa skriftligt gerne vil takke for at matte
anvende. Dittes opgave indeholder ogsa forklariogeavancerede malemetoder og heraf falgende
beregningsmetoder til bestemmelse af de konceoi&ti som indgar i den matematiske analyse.
Disse metoder ligger udenfor denne bogs rammeintegesserede leesere henvises til den kemiske
litteratur. Vi skal dog af hensyn til forstaelsdrdat falgende anfare nogle fa informationer om
malemetoden (se nedenfor).

Acetylsalicylsyre er det virksomme stof i mange gewillende lsegemidler.
| den reaktion, som Ditte undersggte, spaltes adiyylsyre (ASA) ved hjeelp af vand i salicylsyre
og ethansyre (eddikesyre). En sadan spaltning &alom tidligere omtalt for en hydrolyse.

Reaktionsskemaet for hydrolyse af acetylsalicylsgesaledes ud (for en kemiker):

HO___©O

HsC o
o) fo) OH =
\\/ +
+ H0 —
CHg 0 OH
OH

men vi vil her skrive det pa formen:

acetylsalicylsyre + vand. salicylsyre + ethansyre
og vi vil i det fglgende anvende forkortelsen AS¥ &cetylsalicylsyre.

Hydrolysereaktionerne blev lavet ved samme tempe(d6°C) i to forskellige sékaldte st@dpude-
oplgsninger (ogsa kaldet en pufferoplgsning) mest kin surhedsgrad (hhv. pH = 6 og pH = 10).
For at starte reaktionerne (og malingerne) bleuitied mL af hver af disse stedpudeoplgsninger (i
hvert sit glas) tilsat 5 mL ASA-oplgsning. DenneA&8plgsning var lavet ved at oplgse 0,360 g
ASA i 50 mL ethanol i en 1000 mL kolbe, som dereftiev fyldt op med demineraliseret vand.

For hvert 10. minut blev der udtaget en lille préngeglasset med pH = 10, og hvert 20.minut fra
glasset med pH = 6. Disse prgver blev analysereitfee, hvor langt reaktionen var kommet.
Malingerne blev stoppet efter ca. 2,5 timer.

Startkoncentrationen af ASA var i begge glas gwest: [ASA]O =181810*M

Af pladshensyn er hér kun medtaget resultater afggfor den reaktion, der foregik i stadpudeop-
lgsningen med pH = 10. Der er dog anfgrt graferpkb= 6 for den bedst egnede model — samt
knyttet nogle kommentarer hertil.

Udover tidspunktet og den aktuelle ASA-koncentratitdeholder den falgende tabel ogsa veerdier

1 1
for In(ASA](t)), ——— 09 ——— ,
[asAr)  (AsAlw)®
ges til at fastleegge reaktionens orden. (Der eoferskuelighedens skyld udeladt enheder pa kon-
centrationsudtrykkene).

idet disse veerdier som forklaret tidligere diai-
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pH 10
t (min) [ASA] In([ASA]) 1/[ASA] 1/[ASA]"2
3| 1,2216E-04 -9,0101 8185,717 6,701E+07
13| 1,0689E-04 -9,1437 9355,392 8,752E+07
23| 87582E-05 -9,3429 11417,888 1,304E+08
43| 5,7034E-05 -9,7719 17533,303 3,074E+08
53| 5,3000E-05 -9,8452 18868,018 3,560E-+08
63| 4,1472E-05 -10,0905 24112,445 5,814E+08
73|  3,9743E-05 -10,1331 25161,503 6,331E+08
83| 2,9945E-05 -10,4161 33394,576 1,115E+09
93| 1,6688E-05 -11,0008 59921,507 3,591E+09
103| 1,6688E-05 -11,0008 59921,507 3,591E+09
113|  1,4671E-05 -11,1296 68160,714 4,646E+09
123|  1,2654E-05 11,2775 79026,915 6,245E+09
133| 5,1611E-06 12,1744 193756,345 3,754E+10
143|  3,1438E-06 -12,6701 318083,333 1,012E+11

| tabellen, der er lavet i Excel, betyder 5,7034Ellet: 5703410° og 3,074E+08 betyder

tallet: 3,074010° — og tilsvarende med de gvrige veerdier.

Ud fra disse data er der i Excel tegnet falgendefigurer:
1) en (t,[ASA])-graf for at undersgge, om det var en 0.ordengiozak

2) en (t, In([ASA])) -graf for undersgge, om det var en 1.ordens reakti

3) en (t,m) -graf for at undersgge, om det var en 2.ordeaktion

4) en(t, ﬁ) -graf for at undersgge, om det var en 3. orderidicen

Ved alle graferne tilfgjet en tendenslinje Bg-vaerdien, som hjaelper med at afgare, hvilken model
der passer bedst pa reaktionen.

pH 10: O.orden y = -8E-07x + 0,0001
R? = 0,918
0,00014
0,00012 | ¢
0,0001 -
0,00008 -
5 0,00006 -
<
0,00004 -
0,00002 -
0 * o
-0,00002 0 m 160
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. y = -0,0237x - 8,7021
pH 10: 1l.orden R? = 0,0621
0 : : : : : : :
X 20 40 60 80 100 120 140 160
-4
<6
0
<
8
_10 i
_12 i
*
-14
t (min)
) y = 1460,9x - 44613
pH 10: 2.orden R? = 05684
350000
*
300000
250000 -
200000 .
é 150000 -
=+100000 -
—
50000 -|
0
-50000 160
-100000
t (min)
. y = 4E+08x - 2E+10
pH 10: 3.orden R? = 0.3487
1,2E+11
1E+11 | .
80000000000
o 60000000000 -
§ 40000000000 - .
S 20000000000
0 y \ g T * > T . . T . hd T * T
20000000000 © 20 40 60 80 100 120 140 160
-40000000000
t (min)

Det ses tydeligt, at en 1.ordens model passer Ipédstktionen. Resultatet passer ikke fuldstaendigt
p& en 1.ordens model (s& skulle vi hade=R). Arsagen til dette kan vaere de usikkerhedeejt-
kilder, der er i udfgrelsen af et sadant forsggdésmimere professionelle vilkar (savel apparatur som
tid) ville resultatet givet veere endnu naermererpd.erdens model.
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Ved pH = 6 viste det sig ogsa, at 1.ordens modédi@n var den, der bedst passede pa de malte
data. | dette tilfeelde sa grafen saledes ud:

pH6: 1.orden y = -0,0015x - 8,6449
R? = 0,9698
8,6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
) 20 40 60 80 100 120 140 160 180

-8,65 -

*o
~
I

In([ASA])
&
o

Qo
(o]
|

-8,85 -

-8,9 -

-8,95

t (min)

Der er altsa tale om en 1.ordens reaktion, ogéfedgrien herfor gaelder der (se tidligere):
In[A](t) =-k+ In[A]o :

Ved pH = 6 er liniens forskrift givet vedin([ASA]) =-0,00151 - 8,6449, hvoraf vi ser, at hastig-
hedskonstanten er k = 0,00h&n™. (Enheden for k emin™, idet tiden t males i minutter. Hvis vi
vil have enheders™ som tidligere anfert, skal vi dele k-veerdien medd&. k =25M10° s™. Men
sa skal vi ogsa huske at regne tiden i sekunder).

| reaktionen ved pH = 10 er liniens forskrifn([ASA] =-0,023711 - 8,7021, hvormed hastigheds-

konstanten er k = 0,0237in™".
Ved at sammenligne disse to veerdier for hastighmdsknten ses det tydeligt, at reaktionen forlg-
ber hurtigere ved hgjere pH-veerdier.

Startkoncentrationen af ASA v{aASA]0 =181810*M, hvormed vi ser, alln([ASA]o) =-8,613,
hvilket stemmer fint overens med veerdiern@, 6449- 8, 7021fra forskrifterne.

Da [A](t) = [A]o e - In[A](t) =-k+ In[A]o, ser vi, forskriften for koncentrationen af ASA

som funktion af tiden t (malt i minutter) for pH10 er: [ASA|(t) = 1818010 [&°°®™ M, hvormed
koncentrationen til et vilkérligt tidspunkt kan bemmes. F.eks. dASA](70) = 346[10° M.
Og tilsvarende for pH = 6{ASA|(t) = 1818107 & %% M,

ASA reagerer 1:1 med vand {Bl). Men i reaktionsoplgsningerne var koncentratosievandet
meget starre end koncentration af ASA (stofmaengdiersaktionsoplgsningerne blev beregnet til:
n(HZO) =0,277mol hhv. n(ASA) =1,0010° mol). Dette betyder (som tidligere omtalt), at koncen-
trationen af vandet ikke aendrede sig ret megetruneddtionen (kan antages at veere konstant).
Alti alt kan vi derfor konkludere, at hydrolysehagetylsalicylsyre er en pseudo-1.ordens reaktion,
dvs. at vi kan konstatere, at det er en 1.ordegigioen med hensyn til reaktanten ASA.
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Appendix 5: Determinanter og lgsning af to ligninger med to bekendte.

Definition A.5.1:

a
Hvis a, B, y ogd er fire givne tal, sa benyttes skrivemé’ld%r\}: [333‘ = ald-yp

a )
Starrelsen g‘ kaldes erdeterminant

Eksempel A.5.2.

: 2 3
a) Vihar: = 26-593 = -3.
5 6
Bemaerk den seerlige udregningsmade, hvor der gaagesen pa skra og treekkes fra !
2 6
b) Vihar: = 23-56= -24
5 3
Bemaerk, at det ikke er ligegyldigt hvor talleneisis henne i determinanten.
28 19
c) Vihar: = 28(+57)-(—8419 = 0
) en o7 = 286-57) - (-841
En determinant kan altsa godt antage veerdien 0
2 2X
d) For et vilkarligt valgt, givet x, har vi X € = x2[6+Inx) —/x &%
Jx  6+Inx

En determinant kan altsa godt veere en funktion afaeiabel ! v

Determinanter kan bruges til lasning af lineaereitigssystemer af to variable, idet der geelder fal-
gende seetning:

Saetning A.5.3.

Betragt ligningssystemet bestadende af to lineagniniger:
a1§(+b1@=cl O a25(+b2ﬂ/=02
hvor &, by, ¢1, a5, by, c, er konstanter, og hvor x og y er de ubekendte.

a b

Hvis determinanten # 0, sa er netop ét talpary(y,) I@sning til ligningssystemet.

az Dy
Lasningen (¥,Yo) er givet ved fglgende udtryk:

c; by q C
_ |2 by _la ¢
Xo -] b 0og yo - b
a b a b
a, b, a, by
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Inden vi beviser seetningen, giver vi lige et ekselhpd dens anvendelse:

Eksempel A.5.4.

Vi vil Igse ligningssystemet: 12x — 13y =34 7x + 11y = 101.

Vi starter med at finde ligningssystemets grundaeiteant (determinanten der skal sta i naevneren):
‘12 -13

2 11 = 223. Dadenne er forskellig fra nul, er detopeén lgsning (xYo) til ligningssyste-

met. For at finde lgsningen udregnes de to spéeifideterminanter, der bruges til fastleeggelse af x
0g Yo

34 -13
Til udregning af x-veerdien har W: = 1687, hvormed vi ser, at, % 1687
101 11 Z
12 34
Til udregning af y-veerdien har u: = 974, hvormed vi ser, at, ¥ 974
7 10 22%
Lasningen til ligningssystemet er altsdo, %) = (126_2837'%) = (7,565, 4,368).

Laeseren bedes kontrollere udregningen ved anvendeten velkendte substitutionsmetode til
lgsning af to ligninger med to ubekendee.

Beuvis for seetning A.5.3:

Beviset kan gennemfares pa mange mader, menhévinvende den velkendte substitutionsme-
tode, hvor vi finder den ene variable af den egeitig og indsaetter (substituerer) denne veerdi i den
anden ligning.

aq b
a, b
de begge var lig med nul, sa ville determinantesfogere lig med nul. Vi antager farstaatz O:

Da =g b,-a, # 0, erenteng #0 eller b; #0 (eller evt. begge dele), idet hvis

I o . c;—byl . . :
Af ligningen: a, (X + by [y = ¢; farvida: x =22 Hyis dette indseettesa, (x + b, [y =,
&

far vi, at:

g—b[
CPIES 1y+b2@’202 = e -bly) +aly =gl -

i

a, [c, —as[cC
—a, by +ab, ¥ =all,-a, - y=—+—-2 21

ay by —a, by

hvilket netop er det gnskede udtryk. (Kontrolléd welregning af determinanterne i saetning A2.3).

Vi ser altsa, at der kun er én y-vaerdi, der tilfstdler ligningssystemet, og at den kan udregrees v

den gnskede formel.

Da x :Cl_—bl[y ser vi herefter, at der ogsa kun er én x-veerdimlig den vaerdi, der fas ved at
a

indsaette den fundne y-veerdi i dette udtryk for x:

Steen Bentzen; "Matematik for Gymnasiet. Differligininger og matematiske modeller”



- 108 -

-b, [Co—asI [Co—as I
ci-bily o y=2alC7810 x:iE(cl—blEal C2 783 C1
0 a by —a, by cl a by, —a, by

X =

Hvis vi opfatter ¢ som en brgk med naevneren 1 og forlaenger denneapén, —a, [b,, sa far vi:

X:ifﬂ Cy(aythby —ay[by) by(aglc; —ay[cy)

=l a by —a, thy a by —a, by

)

Da de to brgker i parentesen har feelles neevneri&aamles til én brgk. Hvis vi samtidig ganger
ind i parenteserne i taellerne, sa far vi:

b2 _Cl [az [bl - (bl [al [Cz _bl[az [Cl)
ay [by —ay by

)

x=iEﬂ Clyl
a

Ved at haeve minusparentesen og reducgréag [b, gar ud), og dividere med aer vi, at:

X_Cl[bz_bl[CZ _ Cl[bZ_CZ[bl

, hvilket netop er det gnskede udtryk.
a; [y —ay by ay [by —a by

Hermed er seetningen bevist, heis# 0.
Da vi som omtalt har, at entena&y # 0 eller b; # 0, skal vi derfor ogsa vise seetningen under for-
udseetning af, ab; # 0. Beregningerne svarende hertil er imidlertid ftdeisdigtanaloge til de

ovenstaende — og overlades derfor til den flittigeer.
Hermed er saetning A.5.3 bevist.

@velse A.5.5.

Lgs falgende tre ligningssystemer:

a) 5p+7r=22 b}+/3x +5y =8 ¢) 123q+~5w= 0,6
-2p+8r=5 5x ++/27y =1 2q ;W = V57 v

@velse A.5.6.

Ofte ser man falgende "hurtige” og "smarte” arguin@nevis”) anvendt for saetning A.5.3:
g X+by=c Oa,x+b,¥y=c, =
b, [y X +b, by ¥y = b, [&; O by G, X+b; b, [y=Db, [&,
Treekkes den sidste ligning fra den farste fagth, x —a, (b, X = ¢, (b, —c, b, , idet leddet
¢ by, —c, by

b, (b, ¥ gar ud. Og isoleres x i denne ligning, fas dekgde udtryk for x =
ay (b, —a, [,

under forudseetning af, &, (b, —a, b, Z 0.
Find fejlene i dette "bevis” — og undersgg, hvordarkan korrigeres. Hvor smart er beviset ne ?
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Apppendix 6: Beviser og udvidet teori for lineaere 2.ordens diéfrentialligninger

Formalet med dette appendix er primeert at beviseirsges.16:

Seetning A.6.1(= Seaetning 6.16)

Betragt differentialligningen’y+ py + qy = 0, og lad d =%~ 4q veere diskriminanten for det til-
svarende karaktérpolynomiugh+ pi + g. Der geelder da falgende:

1) Hvis d > 0, sa har karaktérpolynomiet to redsleg i, og den fuldsteendige l@sning til diffe-
rentialligningen er meengden af funktioner pa formen

ye &Y+ cp B
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

2) Hvis d =0, sa har karaktérpolynomiet én koag den fuldsteendige lagsning til differentiallig
ningen er meengden af funktioner pa formen:

hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

3) Hvis d <0, sa er den fuldstaendige lgsning tlledéntialligningen meengden af funktioner pa
formen:
_1 1
y T & 2" Bosgy-dX) + c,[& 2" Bin@v-d X)
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

Bevis:
Beviset bygger pa, at vi ved og har bevist, hvordiffierentialligninger af typen:y”" = ajywses. Og

for at fA denne viden ind i billedet indfarer vi#neelpefunktion”, som opfylder denne ligning.
Ved at arbejde med emnet et stykke tid og sgge @ifteddan hjaelpefunktion kommer man maske

forbi, at man kan prgve med en funktion af typ€r) s y(x) &%, hvor k er en eller anden endnu
ukendt konstant, og hvor y er en lgsning til denrmjelige differentialligning y + py + qy = 0.
Vi ser, at y(x) =s(x) R og da y skal vaere en lgsning til ¥ py + qy = 0, ma vi farst have
fundet et udtryk for y hhv. y' udtrykt ved funktionen s. Vi har her, at:
y= S ™+s@ ™ Q-k) = s -kBE™ ogdermed:
V=B -kE R kB E™+kPBE™ = e -2kE B +k?BRT
Hvis dette indsaettes i differentialligningen ¥ py + qy = 0, sa far vi:
S -2kFR+K2BRE ™ +pe B -kBE)+qBE™ =0
hvilket kan omskrives (kontrollér !) til:
S+ (p-2kB R +K2-pk+q)BE™ =0
X

Da faktorene™ indgar i alle led, og da >0 for alle x, kan vi forkorte ™ vaek. Dette giver:
S"+(p-2k) 3 +(k?-pk+q)E = 0
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Da vi som omtalt gerne vil have, at hjeelpefunktioséx) skal opfylde en differentialligning af ty-
pen: s’ =als (hvor a er et eller andet tal), ser vi, at vi skagllge konstanten k, sa: p — 2k = 0, dvs.

vi skal veelge: k =p.

2

Starrelserk? —pk+q, der er ganget pa s, bliver hermed lig med (kdlétrd): -Zp°+q = -2d,

hvor d som naevnt er diskriminanten for karaktérpotpiet.
Vi har hermed i alt indset, at hvis y(x) er en liagrtil differentialligningen: ¥ + py + qy =0, sa

1
er s(x) =y(x) &2 lgsning til differentialligningen:s’ = %d (S.

Omvendt er det herefter ikke sa svaert at indseyiats(x) er en Igsning til ligningers’ :%d (3, sa

er y(x) =s(x) Ea_%px en Igsning til ligningen:'y+ py + gy = 0. Ifglge det ovenstaende har vi nem-
lig, at hvis y(x) =s(x) &%, s& er

yrpy+ay = ST +(p-2k) B R +(k? - pk+g) B
og hvis vi heri indseetter, at k?]'p og s =%d13;, sa far vi (kontrollér 1), at:

-1 -1
y+py+ay = 2dse 2 +(Gp)?-pdpro)se 2
_1 1
= (p* -4q)Ble 2" +(-3p*+q)BR 2™ = 0
dvs. at y er en lgsning til'y+ py + qy = 0.

Alt i alt har vi hermed indset, at falgende to wgisar ensbetydende:

0 y(x) er en lgsning til differentialligningen®’y py + qy =0
1
(M s(x) =y(x) @2™ eren lgsning til differentialligningens’ :%dE'k
For at finde lgsningerne til ligningen? y py + qy = 0, vil vi nu fokusere pa ligninges" :%dEﬁ;.
Ifglge seetning 6.4 skal vi opdele i tre tilfeeldilyaangig af om%d er starre end 0, lige med O eller
mindre end 0, dvs. omd>0,d=00gd <O0.

. : 1d -/ 1d .
1) d > 0: Ifglge seetning 6.4 har vi, at: s(xitf@‘/j& +cy[@ ‘/‘T&, hvor g og ¢ er arbitraere

-1 Llax - |rdx -1
konstanter, hvormed vi ser, at y(x)stx) [& 2P = (] [e\/‘T + G De\/“— )]eZpX, dvs.

00 = oI o i

Da —%p+%\/a hhv. -2p-2+/d er de to redder i karaktérpolynoimiet (kontrollgrer beviset for
tilfeelde 1) tilendebragt.

2) d = 0: Ifglge seetning 6.4 har vi, at: s(XEe+ ¢X, hvor g og ¢ er arbitreere konstanter. (Vi har
byttet rundt pa cog ¢ i fht. seetning 6.4, men det er naturligvis udetydheing, hvad man kalder
disse konstanter).
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1 -1 1 -1
Vi ser hermed, at y(x) S(x) & 2" = (¢ +cx)[@ 27 = ¢ (@ 27 +cx[@ 2, og da-1p er
roden i karaktérpolynomiet (kontrollér !), er beatigor tilfeelde 2) tilendebragt.

3)d <0: Ifglge seetning 6.4 har vi, at: s(x) czleos(/-3d [X) + ¢, [8in(/-+d X), hvor g og
C, er arbitreere konstanter, hvormed vi ser, at

y(X) =s(X) @—%px = (c, [Bos( /—%d [X) + ¢, [3in( /—%d X)) @—%px

og dermed
Y0 = (¢ BosEy~d[X) + ¢, Bin(ty—d ) @& 2™ =

_1 _1
=c & 2" BosgV-dX) + ¢, (& ¥ BindV-d X)
Hermed er beviset for tilfeelde 3) — og dermed @gséning A.6.1 (seetning 6.16) — tilendebrawt.

| lighed med seetning 6.13 geelder der falgende sgetr@drarende entydighed af lgsninger:

Seetning A.6.2.

Hvis (Xo,Yo) €r et givet punkt og er et givet tal, sa findes der netop én Igsnitiggifferentiallig-
ningen ¥ + py + gy = 0, som gar igennem punktes, () og opfylder, at f(xo) = a.

Bevis:
Lad x, Yo 0ga veere givne tal, og lad d veere diskriminanten fmakterpolynomiet svarende til
differentialligningen ¥ + py + qy = 0.
Ifglge beviset for seetning A.6.1 geelder der, ajdatie to udsagn er ensbetydende:
(1) f(x) er en lgsning til differentialligningegy® + py + qy =0
(2) s(x) =f (x) @™ er en Igsning til differentialligningens’ =2d3
Vi vil nu vise, at fglgende to udsagn er ensbetgden
(3) f(x) gar igennem punktet {¥,) og f'(xo,) = 0.

1 1 1
(4) s(x) gér igennem punktgk,,y, 22"°) og S(x,)=a @2 +Y, [%p@szo
Antag at (3) er opfyldt. Vi skal da vise (4). Dekian gares saledes:

Da s(x) =f (x) @%px ser vi specielt, at sgk= f(x,) @%px", og da vi ifglge (3) har, &t(x,) =y,
1 1 1
ser vi at s(x) gar igennem punkiet,,y, @2%). Das'(x) =f'(x) 22" +f (x) E%p@ﬂpx (kontrollér)

1 1
ser vi (idetf (x,) =y, 0g '(x) =a), at s(x,)=a@2 ° +y, Ep@2 ° dvs. (4) er opfyldt.
Antag omvendt, at (4) er opfyldt. Vi skal da vi€. (Dette kan gares saledes:
Da f(x) = s(x) Ee_%px ser vi specielt, at f(X = s(x,) Ee_%'% , 0g da vi ifalge (4) har, at sfx=

%pxo i — %DXO —%DXO — v i
Y, (8277, servi, at f(x) = y, [&2"° [@ =Y,, dvs. f(x) gar igennem punktety(o).
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1 1
Daf'(x,) =s(x,) & 2P +5(X,) (-3 p) & 2P (kontrollér) ser vi ved anvendelse af (4), at

f(XO)—(GBE "-yoipBa )@ +yoBa H_Ep)@ = a+5py, 5Py, = @
dvs.f'(x,) =a, dvs. at (3) er opfyldt.
Ifglge seetning 6.13 findes der netop én Igsninytd(aifferentialligningens’ =%d13;, som gar igen-

1 1 1
nem punktet(x,,y, @pro) og som opfylder, as'(x,) = a e? "+ Yo [%p@ZpX" (Bemeerk, at i fht.
1 1 1
seetning 6.13 er,yoga erstattet med andre veerdier, hly\g.Eﬂpxo og a e’ + Yo E%p@2px° ).

Men da (1) og (2) er ensbetydende og (3) og (€nsbetydende, er der dermed netop én Igsning f til
differentialligningen ¥ + py + qy = 0, som gar igennem punkteg, (%) og opfylder, at f(x,) = a.
Hermed er saetningen bevist.

Vi vil nu kort se pa differentialligninger af typery’ + py + qy = g(x), hvor g er en given funktion
defineret i et interval I.
Vi starter med at vise en saetning om lgsningeamtivilkarlig lineaer 2.ordens differentialligning.

Ved en lineaer 2.ordens differentiallignifaystar vi en differentialligning af typen:
0 Y+ + Xy =g(x)
hvor h, h, og g er givne funktioner defineret i et interval |
Differentialligningen siges at veere inhomoghbnis g(x) ikke er konstant nul, og den sigesaate
homogenhvis g(x) = 0 for alle X1 I, dvs. hvis differentialligningen er af typen:
M Yy +hxY + h(X)y=0
Hvis vi betragter differentialligninger)(, sa siges[{) at veere den tilsvarend®mogene differen-
tialligning.
Hvis w(x) er en eller anden lgsning fi)( sa siger vi, at funktionen w er en partikulasniagtil (0).

Der geelder nu falgende seetning:

Seetning A.6.3.
Den fuldsteendige Igsning til differentialligningén, dvs. maengden L af alle de funktioner, som er
lzsning til O, er lig med maengden af funktioner af formen: vi,hvor w er en vilkarlig givet parq
tikuleer lgsning til ), og hvor f er en lgsning til den tilsvarende hgawe ligning [(1).

Der geelder altsa, at

L= {f+w|fOL}
hvor L, er den fuldsteendige Igsning til{.

Bevis:

For en given funktion y seetter vi D(y) = y m(X)y' + hp(x)y. Det er da klart (overvej !), at
D(y1+Y2) = D(y) +D(y2) og  D(ky) = KID(y)

hvor yi, y> 0g y er givne funktioner, og k er en konstant.

Nar vi skal lgse differentialligningen) sa skal vi altsa lgse ligningen: D(y) = g, idetine blot er

en anden made at skrivig) pa.
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Vi vil bevise saetningen ved at vise, at
LO{f+w|fOL,} og {f+w|fOL} O L

hvormed de to meengder ma veere ens (overvej !).
Antag farst, at y1L. DawO L har vi dermes, at D(y) =g og D(w) =g.
Heraf ser vi, at D(y) — D(w) = 0, dvs. D(y — w)0Overvej!). Vi har altsa, at y — W L,, og hvis
vi seetter f =y —w farvi, at
y = f+w O {f+w|fOL,}

Vi har hermed vist, at hvisy L, s& er yO {f +w |[f OL,}, dvs. at L0 {f +w [fOL,}

Antag herefter, at ¥/ {f +w |f O LO}. Der findes da etffl L, sa 'y = f + w. Og heraf ser vi, at
D(y) = D(f+w) = D(f)+D(w) = 0+g=g

Men det betyder jo netop, atyL.

Vi har hermed vist, at hvis§ {f +w [f OL,}, sderyd L, dvs. at{f +w |[f OL,} O L.

Hermed er saetningen bevist.

Seaetning A.6.3 geelder specielt for differentialliggeen: ¥ + py + qy = g(x), idet hog iy er de
konstante funktioner: 1{x) = p og h(x) =q.

Nar vi skal lgse den inhomogene differentialligning + py + qy = g(x), (dvs. hvor g(x) ikke er
konstant nul), s& kombinerer vi blot seetning Adg3saetning A.6.1, idet vi farst lgser den tilsva-
rende homogene ligning som anfgrt i seetning Adietefter gaetter vi en partikuleer Igsning til den
inhomogene ligning, hvorefter den fuldsteendige ilegfremkommer som anfart i ssetning A.6.3.

Problemet her er naturligvis at geette en partiklggming. Man ma bruge sin fantasi og sit kend-
skab til differentiation af forskellige funktionedfte er det givtigt at forsgge med partikuleere lgs
ninger af samme type som g(x). Hvis f.eks. g(xafediormen: g(x) = Kdos(xx), er det saledes en
god idé at prave at saette w(x) Bas(x) + biSin(wx) — og sa finde ud af, hvad der skal geelde om
a og b for at dette geet kan passe. (Se det falgeksdampel).

Eksempel A.6.4.
Vi vil i dette eksempel se pé lgsning af den lirsaathomogene 2.ordens differentialligning:

y'(t) + py'(t) + aly(t) = Kidos()
hvor vi har kaldt den variable t, idet der i demiteation i anvendelsessammenhaeng almindeligvis
er tale om tiden. (Ligningen bruges f.eks. ved Efikavungne svingninger, hvor et legeme bl.a.
pavirkes af en kraft der har form som en harmosigkgning. Det kan f.eks. veere et legeme om-
bord pa et skib i sggang, eller et legeme, denelet af en maskine, der vibrerer ved brug).

Ifglge seetning A.6.3 er den fuldsteendige lgsningtgred funktioner af formen: f(t) + w(t), hvor
f(t) er lgsninger til den tilsvarende homogeneilgn(disse findes ud fra seetning A.6.1), og hvor
w(t) er en partikuleer Igsning til den inhomogemmiing.

Som omtalt vil vi forsgge os med at seette w(t)dosat) + biSin(wt) — og sa se om vi kan finde ud
af, hvad der skal geelde om a og b for at dettekgeepasse. (a og b skal jo veere konstanter !).
Vi finder: w'(t) = —aw[sin(wt) + bwlcos@t) og w'(t) = —aw’ [Eoswt) — bw? Bin(wt)

Indseettes udtrykkene for w(t), @ og w'(t) i stedet for y i den inhomogene ligning, far vi
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— a’ [Eos(wt) — bw? Bin(wt) + pi—aw [sin(wt) + bawlcos(t)) + gladost) + bSin(wt)) = KGost)

Hvis vi indseetter t = 0 i denne ligning, far vi: —a’ + phw+ga=K ¢)
. .. . o o . 4 - 2 —
Hvis vi i stedet indszetter t 5, sa far vi (kontrollér):  —®"—pav+gb =0 ¢0)
pw

Af ligningen ©0) finder vi: b = > [& (n&r g# o). Dette udtryk for b indsaettesd)( Vi far:

_a,g2+qa+po]—pw2@:|( o
q-w

allg-’)0g-o’) +p’w’a=KOg-o’) -
_ KHg-)
a= —2\2 2. 2
@-w)" +pw
hvorefter vi finder:
_ px ., KOg-w) _ paK
b = > U 2\2 | 2, 2 = b= 2\2 | 2, 2
q-w" (@-w) +pw (@-w)" +pw
Det overlades til laeseren at overveje, at de fundite/k for a og b ogsa kan bruges, hvis @%=

| dette tilfeelde far vi: a=0 og b=K—.
pw

At de fundne veerdier af a og b kan bruges fonatedier af t ses ved kontrolindseetning af a og b i
ligningen averst pa siden. Det overlades til emaya meget ihzerdig leeser at kontrollere dette.

Ifglge appendix 7 kan [@s(ut) + biSin(wt) skrives pa formen:A [¢os(t -y, ,hvor

A= +a®+Db* og tan@,) :g. | det ovenstaende tilfaelde finder vi (idet a dgapo samme naevner):

_ [KPHa-o’)’+p’’K? | JKPQ(g-wf)’ +p'w?) K
A = — o 2\2 4 2, 2)\2 - — o 2\2 4 2, 2)\2 - 2 2 2
(- w*)® +p°w?) ((a-w’)? +p°w’) J@-od)? +p’w
og
pwK pw

b
tan =—= =
o) 2 KUg-)  q-o?
hvor , D]—g;%‘[ , hvis q >w’ og dermed a > 0, oap, DJ%”—;[ hvis q <w? og dermed a < 0.

Hvis q =u’, s& er a = 0, og sa skal vi haye= 7, idet der geeldercosf - 7) = sin(x).

K
\/(q _ (,02)2 + p2w2
hvor , er fastlagt som beskrevet ovenfor. (Hvis p = Ogadder lgsningen ikke for q&).
Den fuldsteendige Igsning til den inhomogene ligrengdermed som naevnt givet ved funktioner af
formen: f(t) + w(t), hvor f(t) er lgsninger til deilsvarende homogene ligning. Og disse findes som
ligeledes naevnt ud fra seetning A.6.%).

[Cos(wt - llJo) )

En partikuleer Igsning til den inhomogene ligningikesa: w(t) =
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Appendix 7: Bevis for omskrivning af gldosi) + c,[Sin(wi).

Seetning A.7.1.
Lad a og b veere givne tal, som er forskellige frBér findes da et taj,, sa

alcos([t) + blsin(w![ tF va®+b? [tost —y,)

Hvis a > 0, sa ey, fastlagt ved: tan@,) :g , —I<y, <3

Hvis a < 0, sa ey, fastlagt ved: tan@,) =g , Z<y, <3

Bevis:
Seet f(x) = tan(x) ,x D]—g;g[. Om f geelder, at Vm(f) = R samt at f er vokseridex. findes derfor

netop ét taly D]—g;g[ , satan) =2 . Vi foretager herefter falgende omskrivninger:
alcos(l(t) + blsin(w[t) = alcosw) + 2Sin(wl)) = al(coslt) + tan()(sin(w( t))

= 2 [cosel) Bos(p) + sin(w) Sin@))

cos()

=_ 2 [Cos - )

cos(p)

hvor der undervejs dels er brugt definitionen iy dels formlen for cosinus til en differens.

1 b? . 1 b? .
Da = 1+tan’ = 1+— , servi, at =+ [1+— . OgdapO|-2: 2|, skal vi
cos () W) a cos(p) V& g day 0]-2:4]

bruge +'et (overvej !). Hermed far vi, at

2 2 2
a :a;/1+b—2 :a;lg = 2nfat +1?
cos(}) a a El

Hvis a > 0 ser vi nu, at% = ya’+b? , hvormed vi kan saeti, = (.
cos

. . o a L 2
Hvis a < 0 ser vi pa samme made,-atm = —+Ja*+b?. Huvis vi derfor seettap, = | + T, S&
cos

far vi (idet cos(x 41 = — cos(x)), at:

va®+b’ [os@t—y,) = va®+b’ [Eost — P — )

=+a’ +b? [Cos(t — ) = _a [cos(t - )
cosp)

hvormed de omtalte formler ogsa geelder i dettestde.
Hermed er saetningen bevist.

Lad os nu argumentere for formleig; [cos@(l) + ¢, $in(w) = \/clz +022 [$in(t —¢,)
Ud fra seetning A.7.1 og det faktum,sah(x + ) = cos), ser vi, at

¢ [BosE) + ¢ Bin@) =y’ +¢,” [Bos@t—Y,) = e, +¢,” Bin(t -y, +7),

og hvis vi heri seettef, = Y, -2, s& fremkommer den gnskede formel.

0
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Facitliste til gvelserne i teksten.

Note: | facitlisten bruges: Q.e.d., som er en forkoadts det latinske: Quod erat demonstrandum.
Det betyder: Det gnskede er hermed bevist.

@velser i kapitel 1:

Gvelse 1.3 a):f'(x) = Sinx =
(cosx +10)2  cosx +10

@velse 1.3. b):Da f(x) = 0 og f(x) = 0 ser vi: X0°+x0=0 Q.e.d.
h(x) =

)2 Binx = (f(x))? Binx Q.e.d.

indsat i ligningen giver:

2 4x
ogh'(X) = ~—————
x2 +1 (x? +1)?

2 2
2 2 _ 4x — 2 4 _ 4x —
1) +X[§ (x2+1)2J ' (x2+1)2+[ (x2+1)2] v oes

@velse 1.4. a)Vi laver en analyse af situationen, og vi teenkerb$(x) = ax + b er en lgsning til
d), hvormed der altsa geelder: a= ax + b — 3s, da — 3)x + (b — a) = 0. Dette skal geelde fier a
X, specielt for x = 0, hvoraf vi ser, at : a =0t skal ogsa geelde for x = 1, hvoraf vi ser, at&a
Der er altsa hgjst én mulighed, nemlig: f(x) =33.

Omvendt ses det let ved indsaetning, at f(x) = 3xéfen lgsning. Q.e.d.

@velse 1.4. b):Lases p& samme made som 1.4 a): Hvis g(xf= &x + c er en lgsning til e), s&
geelder der: 2ax + b —2@x bx + ¢) =-2% + 1, dvs. (2 — 2afx+ (2a — 2b)x + (b — 2¢c —1) = 0.
Dette skal geelde for alle x, specielt x = 0, hvmiader, at: b — 2c — 1 = 0, hvilket giver os, at

(2 — 2a)X + (2a — 2b)x = 0 for alle x. Specielt for x =& i 2—2a+2a—-2b=0,dvs.b=1.
Specielt for x = 2 far vi herefter: (2 — 24)2 (2a — 2)2 =0 dvs. a = 1. Endelig kan c findes a
1-2c—1=0,dvs.c=0.Altialt fir vi, archgjst er én mulighed, nemlig: g(x) Z#x.
Omvendt ses det let ved indsaetning, at g(xj £ x éren lgsning. Q.e.d.

@velse 1.6:y =x* + 3x + ¢, xR, hvor ¢ R er en vilkarlig konstant.

@velse 1.10 a)Fuldsteendige lgsning: y=%e & + ¢, xOR, hvor ¢ R er en vilkarlig konstant.
Lasning gennem (=5 , 0): f(x) =“xe& + 6e°, x O R

@velse 1.10 b)Lgsning gennem (3, 20000): f(x) %x3 +19991, xR

@velse 1.13 a):Lgsning gennem (Ze22): f(x) = In(-x) + 20, x <0
@velse 1.13 b): Fuldsteendige lgsningy =-1+c,x<0 og y=-;+k, x>0, hvorcogk

er vilkérlige konstanter. ~ Lgsning gennem (5,¥@x) = -1 +3t x>0
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@velser i kapitel 3:

@velsen i Eksempel 3.2. Grafen for H(p) = 985,027 p=0:
60000

50000 /
40000 }/
30000 ‘/’
20000 1’4:

10000
0 / ‘ ‘

@velsen i Eksempel 3.5:Grafen forT(x) = 70+1300& %%
250

200 -

150 -

50

0 1 T
0 5 10 15

Detses, at:  T(x)» 70 for x— o, (obs: 70 = J,), samt at: T(x) — Jp: €r eksponentielt afta-
gende med en halveringskonstant pa 2,31.

@velsen i Eksempel 3.7:Den fuldsteendige Igsning er: y 8¢ + X% + x

@velse 3.8:
y =b-Ky « y +ky=b.Medg(x) =k og h(x) = b fas ifl. saetgiB.6 (hvor G(x) = kx):
y = e [ﬁJ'bEekX dx +c) o y =c@ ™+ g EbE&@kx - y= %+c[e_kx Q.e.d.

@velse i Eksempel 3.10:Grafen for f(x) = >00 (se gverst neeste side)

1+ 2,7558@ %0

Det ses, at f(0F 133, at f i starten vokser frit (naesten ekspoedtiitimen at vaeksten efterhanden
bremses og "dgr ud”, medens f(x) 500 for x - o .
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| aYal
460 — f(x) = 500
. / 1+ 2,7558% 002X
200 - /
)%
-150 .50 50 150 250 350

@velse 3.11:Af: f'(x) = KIx)[M - f(x)) = kM[f(x)[ﬁl—%) ser vi, at nar f(x) er meget

mindre end M, sa er f(x)/ 0, hvormed vi far, at: '{x) = kM(x), hvilket ifglge seetning 3.1
betyder, at der findes en konstant c, sa: f(xg&[@k'\"&. Q.e.d.

@velse 3.16:Ved anvendelse af;x 20, % = 60 og x = 100 fas af seetning 3.14, at: M = 86816
Ved indsaettelse af veerdierne 1/f(x) — 1/M i et ditd@. koordinatsystem fas en paen ret linie (se
grafen), hvormed vi ved (seetning 3.13), at f kaskbiges ved en logistisk veekstfunktion.

0,0001
D 50 100 150
0,00001 \\
0,000001
‘0\.
0,0000001

For at bestemme konstanten k anvendes szetning\8.i&lger her de to af malepunkterne, som
bedst ligger pa den rette linie, hvilket svarekgiF 30 og x = 70. Vi far da k = 3,92107, og

dermed kM = 0,0341. Forskriften for f er hermégx) = 86816 Konstanten c bestemmes

14+¢C @—0,0342&

86816
1+ 3p1[e 003K

som i eksempel 3.10 ud fra punktet (70, 65200¥axic = 3,61, altsaf (x) =

86902

1+3617[ 003K
Sammenlignet med resultatet i gvelse 3.16 givgreen overensstemmelse.

@velse 3.17:Regressionen givef:(x) =
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@velser i kapitel 4: Radioaktivitet og straling

@velse 4.2 a): 2659 ar
@velse 4.2.b): 2616 ar hhv. 2703 ar. Dette betyder, at enivelsikkerhed pa 1,6% (0,02/1,22) pa

veerdien af k giver resultatet: t = 266@0 ar, altsa en ngjagtighed i aldersbestemme&dn5%.
Anvendelse af metoden kraever derfor en god bestéseraék-veerdien for & (og pa tilsvarende
made af N(t)-veerdien).

@velse 4.3 b): 5,4710° &r = 5,47 milliarder &r. Jordens alde@: @illiarder ar.

@velse 4.4:

1) Antallet af partikler, der udsendes i Igbet afiléd tidsintervalAt er lig med det antal kerner, der
henfalder i Igbet af dette lille tidsinterval, dsAN | (eller —AN), idetAN er tilveeksten an-
tallet af ikke-henfaldne kerner — og denne tilvagkstegativ. Da aktiviteten A(t) er antallet af

partikler, der i alt udsendes pr. tidsenhed, harAd(t) =%

2) DaAt er lille, har vi: A(t) :% =~ N(t).
Ifglge eksempel 4.1 far vi dermed, at: A(t) kN, @< = A, & ™ | hvor A = kN,
3) Hvis GM-rgret befinder sig i afstanden r fra detioaktive materiale, og hvis a er arealet af det

. o o o . a
falsomme/aktive omrade pa GM-rgret, sa rammes Gil-igele tiden af brﬂkdelen:—2 af
anr
den samlede straling, idet vi ma formode, at stg@ih sendes ud i alle mulige retninger, og idet
overfladearealet af en kugle med radius r er lig rder? .

4) og 5): Forskriften fas af tegningen, der er ta\Excel: A(t) = 297,0p 00056l

1000
y = 297,87 %005
100 ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200

6) k= 0,0056 sek*
7) Halveringstiden giver: 123,8 sek. Pa grafen aflasaslien til: 125 sek. Fin overensstemmelse!

@velse 4.7: a) 1,96 cm b)x= 0,845 cm

@velse 4.8: 0,73 mm
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@velser i Eksempel 4.10:

a) D() = MOGkkimt(e'kmt—e_kdt)

d_km

Kommentarer: P4 alle figurerne méales tiden pédéaksen i sekunder og op af andenaksen har vi
antallet af datterkerner.

b): bl: Der anvendes to figurer til at illustrere situagan bl:

120000 120000
100000 A 100000 -
80000 1( 80000 \
60000 60000

40000 A 40000

20000 20000 ~__

0 T T 0

0 5 10 15

0 100 200 300 400 500 600

Figuren til venstre viser opvaeksten af antalletatterkerner "i begyndelsen”, og figuren til hgjre
viser henfaldet af datterkernerne efter den indiddeopveekst, (som i praksis ikke kan ses pa figu-
ren, idet opvaekstperioden er sa kort i fht. enhgudeh.aksen).

Der skal altsa to figurer, med hver sin inddelififgasteaksen, til at illustrere situationen i b1.

| starten vokser D(t) hurtigt op, hvorefter deragétr med samme hastighed som M(t), blot er D(t)
veerdierne vaesentligt mindre end M(t).

Dette stemmer fint overens med, at d@kmeget starre enghksa er halveringstiden for datterker-
nerne meget mindrend halveringstiden for moderkernerne. Sa "populiaitrykt”:

Set i forhold til moderkernerne, sa forsvinder edtrnerne naesten "med det samme” de er dannet,
hvormed der for det fgrste ikke er ret mange af,demdet andet aftager antallet D(t) i samme
tempo som M(t).

b2: Der anvendes to figurer efter samme princip sothbide

120000000

120000000

100000000 100000000

80000000 // 80000000
60000000 / 60000000 \
40000000 / 40000000 \
20000000 \
20000000
0 T ; ; ; ; \

0 100 200 300 400 500 600 0

0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000

Bemeerk igen forskellen pa akseinddelingerne p& figurer. Bemaerk ogsa, at D(t) vokser lang-
sommere op end ved b1, men nér til gengeeld opetiiten 1%) dvs. veerdien af M Herefter aftager
D(t) meget langsomt med en hastighed bestemt &drdatnernes halveringstid.
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Dette stemmer fint overens med, at d@kmeget mindre end,ksa er halveringstiden for datter-

o

kernerne meget stgremd halveringstiden for moderkernerne. Sa "populairykt”:
Datterkernerne henfalder sa langsomt, at moderkeeneesten alle sammen nar at blive til datter-
kerner inden de (med vaesentlig lavere hastigheghrioker at aftage i antal.

b3 og b4: Den venstre figur illustrerer situation i b3 og desjre i b4:

60000000

50000000

40000000

20000000

30000000 ,
[
|

10000000

0

0

200

400

600

800 1000

1200

30000000

25000000

20000000

15000000

10000000

5000000

0

[\

[\
[\

N\

0 100 200 300 400 500 600 700

Her er henfaldskonstanterne — og dermed ogsa hastiderne af samme starrelsesorden, hvor-
med opvaekst og aftagen af D(t) ser stort set enslado tilfeelde. Bemaerk dog forskellen pa ak-
serne, pa hvaden maksimale D(t)-veerdi antages og hvor deor er.

c): cl: Der anvendes to figurer til at illustrere situago i c1:

60000000

50000000

40000000 -

30000000

20000000 H

10000000

N

0 T T T

1

2

60000

50000

40000

30000

20000

10000

\

\

\

\

N\

0]

N

0 0,5 15 ‘ ‘
0 200 400 600 800

Bemeerk forskellen pa inddelingerne af bade forsemakg andenaksen.
Pointen er, at i starten falder D(t) meget hurtigprefter den som i bl aftager med samme hastig-

hed som M(t), blot er D(t) veerdierne vaesentligtanenend M(t).
Dette stemmer fint overens med, at d@kmeget starre enghksa er halveringstiden for datterker-
nerne meget mindrend halveringstiden for moderkernerne. Sa "populigitrykt”:

Set i forhold til moderkernerne, sa forsvinder Bsigerende datterkernerne naesten "med det sam-
me”, hvorfor grafen falder sa hurtigt i startenrefeer sker der det samme som i b1 (se dér).

c2: Der anvendes to figurer efter samme princip sethb/l (se gverst naeste side).

Bemaerk igen akseinddelingerne.

| begyndelsen vokser D(t) op til en veerdi, derarig51C®, dvs. 1,5 gange vaerdien afNHerefter
aftager D(t) meget langsomt med en hastighed béstedatterkernernes halveringstid.
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160000000
200000000 \
180000000 140000000 \
160000000 120000000
140000000
100000000 A
120000000
100000000 80000000
80000000 60000000 |
60000000
40000000 -
40000000
20000000 20000000 \
0 : ‘ ‘ ‘ 0 | | | | |
0 100 200 300 400 500 0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000

Dette stemmer fint overens med, at d@kmeget mindre end,ksa er halveringstiden for datter-
kernerne meget stgremd halveringstiden for moderkernerne. Sa "poptulatrykt”:

Datterkernerne henfalder sa langsomt, at moderkeeneesten alle sammen nar at blive til datter-
kerner (dermed de 1,5 gange veerdien gfiNden de (med vaesentlig lavere hastighed) begyatde
aftage i antal.

c3 og c4:Den venstre figur illustrerer situation i ¢c3 ogqhdegjre i c4:

100000000 60000000

90000000 -
50000000

80000000 -
70000000 -

40000000
60000000 - \
50000000 - 30000000

40000000 - \
20000000

30000000

20000000 - \
10000000
10000000 1 \
O T T T T

T T T T T 0

0 200 400 600 800 1000 1200 0 100 200 300 400 500 600 700

Her er henfaldskonstanterne — og dermed ogsa lvadstiderne af samme stgrrelsesorden. Men da
der fra starten allerede er A8° af datterkernerne, ser graferne ikkes ud som i b3 og b4.

Pa c3, hvor ker det halve af k— og hvor halveringstiden for datterkernerne deefodobbelt sa

stor som for moderkernerne —, nar antallet af degtee at vokse i et vist tidsinterval, indtil det
efterhanden begynder at aftage.

Pa c4, hvor ker det dobbelte af.k— og hvor halveringstiden for datterkernerne deefohalvt sa

stor som for moderkernerne —, nar det samlede Bxtphf datterkerner ikke at vokse. Men p.gr.a.
de nydannede datterkerner viser kurven en "blgdgawe)” i et vist tidsinterval, inden den begyn-
der at aftage som en eksponentielt aftagende fumkti
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@velser i kapitel 4: Temperatur-udligning.

@velser i Eksempel 4.11:
a) Figuren til venstre viser situation 1, og figutérhgjre viser situation 2.

120 250

100 200

80 \ - /
TN wl
20 T~ 50 //

0 T T T 0 T T T
0 50 100 150 200 0 20 40 60 80

Det ses som forventet, at temperaturen gradvistnesesig til det "store” legemes temperatur.
b) T(t) - T, for t oo, idet & _ Ofort— oo, idet a>0

Pvelse 4.12:

a) a=0,0198 miti

b) Hastigheden er givet ved(), og T(30) = 0,153°C pr. min.
c) 77,8 minutter

@velse 4.13:
a) a=0,007621 mih b) Mordet fandt sted ca. kl.%45

@velse 4.14:

a) 22,2 timer

b) Temperaturen faldened 0,457C pr. time

c) g(42)= 15,0C

d) g(x) - 5forx - o, dvs. at man — p.gr.a. pejsen og den varme, fdg@reatil omgivelserne —
er i stand til at opretholde®® i soverummene mm. i den store hytte, hvorimod f{ —2 for
X — oo, idet der ikke er noget til at opvarme den billiggte, s& man her efterhanden far uden-
dagrstemperaturen, som altsa ma antages at vaeree(gsnitlig) —2C.
Hvis vi ser p& et udtryk af formen: ab#& ™, s& fastlaegger veerdierne b og k, hvor hurtigt led-
det b@™ gér mod 0 for x gdende mod uendelig (det vil ireapgave sige, hvor hurtigt tem-
peraturen udlignes). Jo stgrre vaerdi af k, desttigawe gar leddeb @™ mod 0. For begge
hytter gaelder, at omgivelserne praver at "tvingahiperaturen ned pa <€, men for den store
hytte geelder, at samtidig med at der forsvindemesnergi ud igennem vaegge, vinduer osv., sa
tilfares der varmeenergi fra stuen, hvilket garpenaturudligningshastigheden mindre.

@velse i Eksempel 4.15:
Ved indsaettelse af de fire veerdier fa(d), T»(0), C, og G far vi: T,(t) =856+ 4237 &%, og
ved anvendelse ah{R) = 99 findesa = 0,57559 , og dermed:
Ty(t) = 856+4237[&°°"% og T,(t) =856-6263 "%
Graferne ses gverst pa naeste side. Det segtpgiBdvist aftager og neermer sig 85,6, og.#t) T

gradvist vokser og naermer sig 85,6. (Temperatuisitygm er starst for legeme 2, da det har den
mindste varmekapacitet). Den feelles temperatuitsh 85,6°C.
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140 . i i
Figur til gvelsen i

120 \Tl Eksempel 4.15
100

80 A

60 - 2

40/

20 A

Temperatur

Minutter

@velser i kapitel 4: Biologi og medicin.

@velse 4.17: a) r=0,003646 mih b) 142,3 min. hhv. 190 minutter

@velser i Eksempel 4.18:
a) limc(t) =c,
to o
Koncentrationen inde i cellen naermer sig efterharilé&oncentrationen i omgivelserne.
b) Pa figuren ses grafen for c(t). Det ses, at komadahen vokser — med aftagende hastighed

svarende til at koncentrationen inde og ude udiigneod koncentrationen ude (@& pr. ml).

40
35 A
30 A
25 A
20
15 4
10
5,
0

0 20 40 60 80

@velser i Eksempel 4.19:
a) c1(0) er koncentrationen af det betragtede stofelafd 1 til tiden 0, dvs. nar malingen/forsgget
begynder, og m/V er den gennemsnitlige koncentaticstoffet i de to afdelinger.

: m . . . . :
limc,(t) :V’ dvs. koncentrationen af stoffet i afd. 1 naernigigennemsnitskoncentrationen.

too

b) limc,y(t) =2 = limcy(t)
t-o0 \ t-o0
Dette resultat er rimeligt, idet stoffet diffundeog udligner koncentrationsforskelle, salaenge
sadanne forekommer. Slutkoncentrationen ma altsd ges i begge afdelinger, og den ma der-
for veere lig med: den samlede masse af stoffetidret med det samlede rumfang, som stoffet
kan udbrede sig i.
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@velse 4.20:

a) B= 0,01243 miH

b) Coxidt) = 48246[6°"** +35088  Gurot) = 35088~ e ")

c) Koncentrationerne udlignes efterhanden og neermgeil §,5088 mg/liter

N

AN
\ c-extre
\

\

/
_~ c-intra

mag/liter

O L N W H 01O N O ©

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Minutter

Pvelse 4.21:a) S(t) = 5 %™ hvor S(t) méles i ml og ti dagn. b) 8a.degn

@velser i Eksempel 4.22:
a) DaB(t) = B(0)& """ har vi, at W, =

In2

v
(vi ser bort fra de 2 skuddage p& 8 &r), ser piztJIn(2)/2920dggn = 2,3M0* degn' Q.e.d.
b) ca. 8315 dagn (ca. 22,7 ar)

.0OgdaT, = 8ar =865 daggn = 2920 dagn

c) Afseetning 3.3 far vi: B(t) Opb 4 g Ur? | pa B(0) =9pb | e farvi ¢ = B(O)—%
Upp Upp Pb

Dermed har viialt:  B(t) Opp (B(O) - %j e Uroll
Upy Upp

d) 1) B(t)= 42,1 +29,@ 270" | pit 4) farvic B(t) = 126,4 — 54g 237400
2) Grafen til venstre er fra pkt. 1), grafen @jre er fra pkt. 4):

80 140
0 120 —7__-gl
60
100
40 y
20 60
20 40
10 20
0 T T T O T T T
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000

Vi ser, at blymaengdens aendringshastighed numesisir aftagende, og at blymaengden —
p.gr.a. indtagelse og trods udskillelse — eftedeanstabiliseres omkring en bestemt veerdi.
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. _ Opb _ . o - _ Opb _
3) lim B(t) = —— = 42,1mg . Og i pkt. 4 fadim B(t) = —— =1264 mg
t-o Upb t-o Upb

@velser i Eksempel 4.23:
a) Dette er allerede omtalt i seetning 3.12, men \etagt en gang til:
N(t) - K fort — oo, idet €' - 0 fort- o, da sK >0, hvormed naevneren i udtrykket for
N(t) gar mod 1 for t gdende mod uendelig.
K K K
N(O) =N, =
l+cll N, N,
b) Grafen er en logistisk kurve, der starter i 70@&tigrhanden nsermer sig meetningsvaerdien 5600

6000
5000

4000 /
3000 /

2000 //
1000 |~

0

0 20 40 60 80

@velse 4.24:
a) sK = 0,094 &
b) K=6205.  N(t) = 0209

1+114 [ 009

@Pvelse 4.25:(Denne gvelse Igses pa samme made som gvelsgs8.4&. denne)).

Ved anvendelse af1x 6, % = 18 og % = 30 fas af seetning 3.14, at et bud pa M er: \28,3

Ved indseettelse af veerdierne 1/f(x) — 1/M i et dthd@. koordinatsystem fas med tilneermelse ret
linie (se grafen), hvormed vi ved (saetning 3.18j,kan beskrives ved en logistisk vaekstfunktion.

1

(L 10 20 30 40
01 .\\
- \
0,001
\
0,0001

0,00001

For at bestemme konstanten k anvendes szetning\8.i&lger her de to af malepunkterne, som
bedst ligger pd den rette linie, hvilket svarexgiF 6 og % = 18. Vi far da k = 6,7930°*, og der-
med kM = 0,223. Konstanten c i forskriften besterame fra punktet (6 , 6). Vi far: ¢ = 205.
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3285
1+ 20508 0223

Forskriften for funktionen er hermeé(x) = hvor x er tiden malt i dage og f(x)

er populationsstgrrelsen til tiden x.

Ved logistisk regression pa grafregneren fas: $(x) 340.6 :
1+1626@& 0207&
ngjagtigheden i bestemmelsen af brugbare veerdidd fog k ved den formelbaserede og grafiske

metode, (som dog ikke kan undveeres til identifdaif, omder er tale om logistisk veekst).
Den interesserede leeser kan prgve at lgse opggeepa baggrund af veerdien M = 340,6 !!

hvilket forteeller noget om

@velser i kapitel 4: @dkonomiske, behavioristiske mner.

@velse i Eksempel 4.26:
T(0) = 45 og Tyt = 30 indsat i udtrykket: T(x) = ot + (T(0) — Topt )(& % giver:
T(x) = 30 + 158", T(20) = 38 indsat heri giver: 38 = 30 +{&52°, hvoraf s = 0,03143 findes.

50
45
40

35 \\
30

25
20
15
10

5
0

0 50 100 150

@velser i Eksempel 4.27:

a) Der opstilles to ligninger med de to ubekerdegg M : b =l—1 og 3300 :L,
100( 1+be2

som har lgsningerne: b =4,156 og M = 5156.

6000

5000 -

4000 -

3000 -

2000 -

1000 -

0

0 50 100 150

b) Introfasen varer ca. 13 dage. Veekstfaseer\ca. 77 dage.
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@velse i Eksempel 4.28:
Differentialkvotienten af en funktion i et punkt@et samme som funktionens veeksthastighed i
punktet, hvormed'®) er vaeksthastigheden af S(t) i t, dvs. den ghetd, hvormed det daglige salg
forgges til tiden t.

-0,0265% -0,0265%0
5318 Eeo 0765 og dermedS (40) = 53]’8@;
1+4™° )2 (1+ 4 [ 00265%0)

S(t) = 5 = 32,4 kg pr. dag. Q.e.d.

@velse 4.29:
221.243 stk (dvs. ca. 220.000 stk)

@velse i Eksempel 4.30:

Ifglge saetning 3.12 har vic =M_1 = %—1 =26 .
L(0) 25
_ Lmax . : — _ 90
Desuden har, at L(T) med veerdierne indsat giver: 75
1+C|}_GLmaXD 1+ 2,6 I}—GQGZ-O
In(
o 2@z N0y e 020, _ Ity o =7,124910*° Q.e.d.

75 26 ~ -360C
Loyalitetspotentialet for Service: L(100) — L(0)64,6 %. Dette er sa mange procent af den nuvae-
rende kundemasse, som man v.hj.a. service (og desget tilfredshed) kan pavirke til at vaere
loyale — og man far alle 64,6 % med ved at sikré@0Po's tilfredshed med alle ydelser.

100% — L(100) = 10,4 % Dette er sa mange prodeté auvaerende kunder, som uarssvice-
niveauet starrelse vikifte bilmaerke.

Lmax €r i dette eksempel en "modelteknisk” parametemgatematisk abstraktion), som ikke helt
kan nas, idet L(100) <gax 0g den variable T kan hgjst blive 100.

@velser i kapitel 5:

@velse 5.4: Overlades til den interesserede leeser (Folgdel@nkelte punkter. | pkt. d) skal den
grundleeggende definition pa kontinuitet benyttesi, pkt. ) skal Dm(f) fra side 50 agverst bruges).

@velse 5.5:
a) f(x) = -100-x2 | xD]—lO;lO[

b) f(x) = —In(-x? -3x +40+e~3) , x 0]-8,004;5004
Vi ser, at funktionsforskriften i sin grundform@en samme som for Igsningen, der gar igennem
(=2, 0), men at savel konstanten k som definiticesimpden er eendret.

Pvelse 5.7:
Lgsning gennem (-3, 8): f(x) ;/Zln(—x) +64-2In3 , x<-3@ 2
Lasning gennem (5, —4): f(x) :\/—2In(x) +16-2In5 , x>5@&®
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@velse 5.8:

Den fuldstaendige lgsning til ¥ ySin(x) er: y :;k’ hvor k er en vilkarlig konstant,
COSX —

samt funktionen y = 0, (dvs. den funktion, der enstant lig med 0).
Lagsningen igennen, — 4) er: f(x) =;3 , X D] 2,4189;3,8643[
COSX

4

Den fuldsteendige lgsning tily¢ +xy =0 er: y=00 y= 1 3 . kO R.
7X —_
2
For at komme til den sidstnaevnte lgsning ma detédningen forudseettes, at X — for at isolere
y (= —xy?) . Men day’ = % servi,aty0)=0 =- M+)2 , hvormed x = 0 ogséa
(% -k) % [0° -k

kan bruges (hvis ¥0). Lagsningen gennem (10,10) er givet ved: f:éx)l%drgg , X >./998
7X —_
2 1

@velse 5.9:
Den fuldsteendige lgsninger: y=0 vy = —%k, kO R.
X

1
x -39 "' 8
8

Lasningen gennem (5, — 8)y = -

@velser i kapitel 6: Teori:

@velse 6.3:

a) Den fuldsteendige lgsning: ye-zx +CyX *+C,, hvor g og @ er vilkarlige konstanter.

b) Der skal geelde:o= — g , hvormed der er uendeligt mange muligheder, f.eks
f(x) = e +x-1, f(x)=e® -5x+5 og f(x)=e® +mx -T.

c) f(x) = e +1ex-1€'%, xOR

d) f(x) = e +(@2-2%)x+ (22-2)

@velse 6.5:
a) Den fuldsteendige lgsning: y g; [ +C, [ hvor g og & er vilkarlige konstanter.

f(x) = %e"6 e + %5e6 >, xOR

b) y= ¢, [@osbx) +c, [3in(Bx) , hvor g og ¢ er vilkarlige konstanter.

@velse 6.8:

x? cosx

W(X?, cos X) = = -x2sinx - 2xcosx Q.e.d.

2X —sinx
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@velse 6.14:
a) f(x) = 4@ +6e*@?, xOR
b) f(x) 2@:050.0x)+%@5in(10x) ,XOR

@velse 6.18:
a) Den fuldsteendige lgsning: y c; [&* [€os@x) + c, [&" [$in(2x) , hvor g og ¢ er vilkarlige

konstanter.
Tt

f(x) = —e 2 @ Bin@x) , xOR
b) Den fuldsteendige Igsning: y& [ 2% + c, X [& 2% hvor g og ¢ er vilkarlige konstanter.
f(x) = 8 %™ +23x[@& > ,xOR

@velser i kapitel 6: Nogle udvalgte modeleksempler

@velser i Eksempel 6.20:
a) Hgjeste punkt (her er v = 0) nas til tiden: t84&sek. Passage af nulpunktet: t = 4,17 sek.
T
-
b) 1) vit)> -9 for t . oo, idet(vo +@jte m .0 for t- o
T T
Dette betyder, at hastigheden efterhanden blivestemt (det sker, nar luftmodstanden, som jo
vokser med hastigheden, er blevet lige sa stortgngdekraften).
2) | bade sky diving og faldskaermsudspring opfi@sreéinden en konstant hastighed/fart (far-
ten er den numeriske veerdi af hastigheden !). Ratetarst ved sky diving p.gr.a. den mindre
luftmodstand. Hvis vi teenker pa den samme persomsky diver og som faldskeermsudsprin-

o : m
ger, sa er mg den samme. Da den konstante fanteir\@d:—g ses derfor, atr er stgrst ved
T

faldskeermsspringet.

-—1
3) Hvis w =0 fas: v(t) =Mg [le ™ -1), dvs. at afstanden til den konstante sluthastigtied
T

tager eksponentielt med tiden, og at hastighedég sred den slutfarten gange en starrelse,
som gar mod -1 for t gdende mod uendelig (—'eteegér p.gr.a. bevaegelsesretningen).

Pvelse 6.21:1 = 101,47 kg/s

@velser i Eksempel 6.22:

a) Svingningstiden er den tid der gar fra legemetear given position til det igen er i den samme
position og med beveaegelsen i den samme retnirg. fden tid der gar, fra legemet er i aksens
begyndelsespunkt og pa vej udad til det igen egyhdelsespunktet pa vej udad. Hvis vi ser pa
udtrykket s(t) = A [sin(w![ t) sa svarer dette til, at den stgrrelse vi tagersstil, er vokset med

2m altsd: it + T) = wil + 2t Heraf ses, abT = 2, og dermed: T =25" Q.e.d.
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b) 1) Dae 2" (A >0 har vi: -1 < sin@lt) <1 =

e A< e ABNWH < e A - e As<sB<e A Qed.

2 2_ _
2) oo:lq/_T —dkm  =1(]|- (08kg/s) 4[8,0223kg/32E2kg e W= 2 sek
2 m 2 (2 kg)

og heraf fas: s(t) :e_ﬁ[ﬂ [A Bin(wd) = 02 (e 020 ($in(2[1)

3) Det ses, at graferne for O(t)&2& %" og N(t) = —02& %?" danner en gvre hhv.

nedre graense for udsvingene i bevaegelsen, og addedsen dermed er en gradvist deempet

svingning (en svingning af typeB2[sin(2[ thed deempningsfaktores %),

0,25

0,2

o\

0,05 -

S(t)

-0,05 A 12
-0,1 1
-0,15 A

-0,2 1

-0,25

@velse 6.24:

Ved anvendelse af samme metode som i begyndeldgksampel 6.23 finder vi, at der cirka
(afhaengig af tegnengjagtigheden) geelder, at: @(2)00@_0’123]] + 2500 001380

Da K =2000 mg, A =400 mg/L, B= 250 mg/L=#&,123 min* og b = 0,013&in™* finder vi:

vy = o 2000mg 500 ey
A+B (400+ 250 mg/L
. _l . _l
G = alblK _ Oj12_13m|n [0,0138min E?_.OC_)E)mg = 0,094 L/min
blA+alB  0,0138min"[#00mg/L + 0123min—[250mg/L
Og tilsvarende findesa = M—G = 0,155 L/min ogV, = alG_ _ 2,79 liter
A+B V; [l

Det ses, at i fht. hunden i Eksempel 6.23 har dénne et minde extracellulaert volumen, & 21
% mindre), en noget ringere evne til at rense hléatecratinin (G er 37 % mindre) og en lidt lavere
gennemtraengelighed for creatinmn€r 15 % mindre).
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Opgavesamling.

Kapitel 1.

1.1. Bestem et andengradspolynomium, som er Igsnitigrihgen: y —2y = 3%+ x—5

1.2. Bestem den fuldstaendige l@sning til differenigmingen: f(x) = ¥ —x* + 8
Bestem den Igsning, som opfylder, at f(2) = 100.

dp(t) _  t

1.3. Bestem den fuldstaendige Igsning til differentialliggen:
dt 2t2 +3

1.4. Ggre rede for, at funktionen h(x) 3x += 3 -3¥* eren lgsning til ligningen ' y— 5y = — 3x

1.5. Vis, at funktionen f(p) = 25 er lgsning til differentialligningen——= (p) - 2p [(f (p))
5p- +1 dp
2
1.6. Lad g veere en lgsning til differentialligningeg).—/ = X—2 hvis graf gar igennem punktet
Xy

(2,4). Find ligningen for tangenten til grafen tpr (2, 4).

1.7. Om en funktion f gaelder, at den er lgsning tifetiéntialligningen: y— 5y = -3x, at den gar

igennem punktet (2 , k), og at dens graf i dettekphar en tangent med heaeldningen 5.
Bestem veerdien af k og angiv en ligning for deradta tangent.

1.8. Betragt differentialligningen i opgave 1.6. Indtdieelementer i punkterne{xy,), hvor
xo0{-4-3-2- 101234} og wO{-4-3-2-1-1,1 1234}, s der frem-

kommer en figur i stil med figur 1.1. (Hint: Lav Iedaregnlngsskema v.hj.a. grafregneren eller

i Excel). Ser det ud til, at y = x er en lgsnin@g hvad med: y Fx3+8 2

Kapitel 3.

3.1. Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af dedwdtg differentialligninger, og bestem i
hvert tilfeelde en funktionsforskrift for den lgsgirhvis graf gar igennem punktet (1,5):

a) y =3y b)sjz ~12y c)6ij—§218xy,x¢0

3.2. Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af dgdatlie differentialligninger, og bestem i
hvert tilfeelde en funktionsforskrift for den lgsgirhvis graf gar igennem punktet (1,5):
a) y+8y=23 b) 500§ — 300y = 1400

3.3. Bestem den fuldstaendige lgsning til differentiadliggen: jy =-2y+1
Bestem en forskrift for den lgsning f, der opfyldat f(3) =
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Funktionen f er Igsning til differentialligninge%:l =2y +c , hvor c er en konstant.
X

Bestem veerdien af c, idet det oplyses, at grafehHar en asymptote med ligningeny =—-4 .
Bestem den lgsning h til differentialligningeh—ss = 3, der opfylder, at'(r2) = 1

Om funktionen g geelder, at g(0) = 2000, at goertinuert i[O;oo[ og differentiabel i]O;oo[ ,
samt at {{t) = 204000-g(t)) for alle €1]0; 0] .
Bestem en funktionsforskrift for g, og skitsér gnaf

Opstil en formel for den fuldsteendige Igsningliiferentialligningen: ¥+ ay + b = 0, hvor
a og b er konstanter, ogt0.
(Benyt farst saetning 3.3 — og derefter ogsa seethihg til beviset for formlen).

Opstil en formel for den fuldsteendige lgsningliiferentialligningen: ay+ by + ¢ = 0, hvor
a, b og c er konstanter, og hvot 8 og b# 0.
(Benyt farst seetning 3.3 — og derefter ogsa saethhg til beviset for formlen).

Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af dgdatie differentialligninger, og bestem i
hvert tilfeelde en funktionsforskrift for den lgsgirhvis graf gar igennem punktet (1,5):

a)y -ty =32, x>0 b) y+y =28 c) Y -2y = 48— 4x
X

Bestem den fuldsteendige Igsning til differentiglingen: ®'(t) = 2¢ + 3td(t) , tOR

Eftervis pastanden i eksempel 1.15 om Igsningelifférentialligningen: y=y + x

Lgs differentialligningen:y’ -y = —
e +1
Bestem en forskrift for den lgsning, som gar igenmpeinktet: (0, 20).

Bestem den Igsning til differentialIigningeqlccllttE = 2106 - Y(t)) dp(t) , som gar igennem

punktet (10, 0.5).

Om en funktion f geelder, at den er Igsning tifediéntialligningen: Y= ayib00 — ), at
f(20) = 100 ogf ' (20) = 4 Bestem veerdien af a, og anfar en forskrift for f

Bestem den Igsning til ligningeny — 0,05y + 100y, som g&r igennem punktet (0,20).

Undersgg, om de fglgende data med rimelighedkakrives ved en logistisk vaekstfunktion,
og bestemt i bekraeftende fald en forskrift for de=nn

X| 5 10| 17| 30| 38 44 53 61
y | 123 160| 349|628 | 726 | 760 | 771 | 796
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3.17.Beregn fglgende integraler — og kontrollér resatta i b) og c) v.hj.a. grafregneren:

2000 200 50000 50 300(102"
a dx b Cc ——dx
J 1+ 0308 200 s 10+ 35[& 000%™ ) L 3+102*

Kapitel 5.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Las differentialligningerne: a& =Y 0g b)ﬂ =2
dx X dx y?

Bestem for hver af ligningerne forskriften for desning, som gar igennem punktet (-2, -2).

o o (tan))? -
Bestem den lgsning til differentialligninger: = ————, som gar igennem punkte%{(, 5)
y
2
Bestem den lgsning til differentialligningsf: = SL, som gar igennem punktet (-1, 8)
X

Bestem de to Igsninger til differentialligningéj% = e [@osx, som gar igennem punkterne
X

(%, 3) hhv. &, -2). (Husk definitionsmaengderne).

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiail'rgyen:% = 297
X

(Husk definitionsmaengden udtrykt ved den arbitrkerestant, som indgar i lasningen).

3
Bevis, at den fuldsteendige Igsning til diﬁerahigningen:% = 2;32/
X Yy

kan angives pa

formen: y = %/q&* -2 , hvor g0 R er en vilkarlig konstant.
Angiv definitionsmaengden udtrykt ved konstantendr,g# 0. (Husk begraensninger pa y)

Find den fuldstaendige lgsning til differentialliggen: Y= 2xy~.
Lad f, g og h veere de lgsninger, hvis grafer génigm hhv(1,1), (3,-%) og (L.3).

Bestem forskrifter for hver af disse tre funktiogr skitsér deres grafer i samme koordinat-
system. Sammenlign og kommentér forskrifterneind@insmaengderne og graferne.

dg __ 29

Bestem samtlige funktioner q(p), som er Igsnin@igilingen: g q5 :
p_

Bevis saetning 3.1 v.hj.a. metoden: separatiore afadiable
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5.10. Las differentialligningen:y’ = \/y Husk definitionsmaengden.

5.11. Bestem forskriften og tegn grafen for de Igsnirfgeg g til differentialligningen.d
X

Bestem forskriften for den Igsning, som gar igenpemktet (4, 9).

dy _ 1
y 1
som opfylder, at: f(2) = -3 og g(2) = 4.

Kapitel 6.
6.1. Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af fglgedifferentialligninger:
a)d—2y = sinx b)dz—y = x [Sinx
dx? dx?

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Bestem den fuldstaendige I@sning til ligningei'(t) = t [&".
Bestem den lgsning, som gar igennem (0, 4) od 2.

Udregn Wronski-determinanten for hver af falgehdetionspar:

a) Xdosx og Binx b)x%e®* og x2e ¥

Lgs differentialligningerne: 'y=2x og Y = 2y, og bestem for hver af ligningerne en lgs-
ning, som gar igennem (0, 2), og som i (0, 2)dmtangent med heeldningskoefficienten 1.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiadliggen:y' = %y.
Bestem forskriften for den Igsning f, som opfyldarf(3) = e og f(3) = 2e.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiadliggen:y' = —%y.
Bestem forskriften for den lgsning f, som opfyldarf(r) = 0 og f'(1) = 1.
Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af diffiigdligningerne:

d2y(t d?y(t m)°
a) =27y og  bf%D- ‘(E) (o).

Bestem for hver af disse ligninger forskriften ér Igsning, som gar igennem punktet (1, 1)
0og som i dette punkt har en tangent med haeldnifigen

a) Gar rede for, at ligningen’ ¢ py = 0 ifglge seetning 6.16 har den fuldsteendigeihgsn
y=o¢ + ¢, @ P hvor g og ¢ er vilkarlige konstanter.

b) Beuvis dette resultat v.hj.a. seetning 3.1 @@jing: Seet u ='y

¢) Find den lgsning h(x) til ligninget” - 4 ' = 0, som opfylder, at h(2) =5 of®) = 1.

Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af déferalligningerne:
a) 3y"+12y' =-9y b)y"+2y'+2y = 0 C)y'+9% =-6Y
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Stikordsreqister

flederkonstant 63

flederkraft 61, 63

fieders ligeveegtsstilling 63

frit fald 61, 62

fuldsteendige lgsning 4, 6, 20ff, 53, 54, 59
fodselsrate 14

forste afledede 3

farsteordens differentialligning 3, 20ff,

absorption 11, 31

absorptionskoefficient 11, 31

acceleration 60ff, 77

acetylsalicylsyre 102ff

afledede funktion 77

afseaetning 43

aktivitet af radioaktivt stof 29

amplitude 63

analyse af dataseet for logistisk veekst 24ff, 42 -
anden afledede 3, 77 gammastraling 11

. PRTI Geiger-Mduller-rgr 10, 29
Zpodrﬁﬂg:gsniod|ﬁerent|aII|gn|ng 3, 53t gennemtraengelighed 15, 16, 37ff, 65

atom 83 gennemtraengelighedskoefficient 67, 68
gravitationskraft 61
grundstoffer 83

begyndelseshastighed 61 geerceller 14, 37

begyndelsesposition 61

betastraling 11 _ _
blodprave 65 halveringstid 28, 40

. halveringstykkelse 31
blyforgiftning 17, 40 , A
br}tljftto?eaktign 87 harmonisk svingning 63

. hastighed 61, 62, 77
k tet 17, 23,41 : '
baerekapacite 23, hastighedskonstant 85, 90, 91

henfald 10, 28

celledeling 14
cellemembran 14, 65 henfaldskor_lstant .10’. 28.’ 29
celler 14 homogen differentialligning 112

Hookes lov 63

Coulomb-konstanten 61 hydrolyse 84, 102

creatinin 65ff

cytoplasma 14 ikke-henfaldne kerner 10, 28

indleeringshastighed 18, 42

differentialligning 3 indf[ra_engningshastighed 43

diffusion 15, 37ff, 65ff inhibitor 85~~~

dobbelt afledede 77 inhomogen differentialligning 112
integralkurve 4

intensitet af straling 11, 31

intracellulzere omrade/volumen 15, 40, 65, 66
effektivitet 18, 42 introduktionsfase 43

elektrisk kraft 61 ion 83,_34I s
elementarreaktion 87 irreversioe
energiudveksling 13 _
en-til-en-reaktion 86 tahuli?ﬂo I28 e enes
entydighed af lgsning 6, 48, 53, 58, 59, 78 ka[al er?o yggnggm , 64,
extracelluleere omrade/volumen atalysator os,

kemi 83 ff
15, 40, 65, 68 kemiske forbindelser 83

kemisk formel 83

determinant 106

deempet svingning 64
dgdsrate 14

faldskeermsudspring 62, 63

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Differligininger og matematiske modeller”



kemisk ligeveegt 84

kemisk proces 85

kemisk reaktion 83ff

koblede differentialligninger 67
koncentration 15, 37ff, 65ff
koncentrationsudligning 15, 37ff
konvention om definitionsmaengde 7
kulstof-14 28

kundeloyalitet 18, 19, 45
kundetilfredshed 19, 45

ladet partikel 61

ligningssystem 106
linearkombination af funktioner 56
lineaer 2.ordens differentialligning 59, 109ff
lineaert ligningssystem 106
linieelement 8, 54, 58

logistisk kurve 24, 41

logistisk regression 27

logistisk veekst 22ff, 97, 98
logistisk veekstfunktion 23, 42, 78ff
logistisk veekstmodel 23, 41
loyalitet 18, 19, 45
loyalitetsgreense 45

luftmodstand 61, 62

lgse en differentialligning 4
lgsning 3, 4,7

lgsningskurve 4

massetiltraekning 61
mellemprodukt 87
moder-datter-henfald 11, 32
molekyle 83

molaer 91

maetning af marked 18, 43
maetningsfase 43
maetningsveerdi 18, 23, 43

Newtons 2. lov 60ff
Newtons afkglingslov 13, 34

Orden for reaktion 9Off

partikuleer lgsning 4, 112
population 14, 37
populationsveekst 14, 17, 37
pseudo-ordens-reaktion 96

137

Q.ed 116

radioaktiv straling 10, 29
radioaktivitet 10, 28
reaktant 84
reaktionshastighed 85ff
reaktionskinetik 83ff
reaktionsmekanisme 87
reaktionsorden 89ff
reaktionspil 84
reaktionsprodukt 84
reaktionsskema 84
resulterende kraft 60ff
retlinet beveegelse 61ff
reversibel 84
rentgenstraling 11, 32

salg pr. dag 18, 43, 44

separation af de variable 46ff, 81ff, 92, 94
serviceniveau 19, 45

sky diving 62

stamfunktion 5, 53

stamfunktion til logistisk vaekstfunktion 27
stedfunktion 61ff, 77

straling 10, 29

stgdpudeoplgsning 102

svingningstid 63

temperatur-udligning 12, 13, 34ff,

termisk kontakt 13, 35

tyngdekraft 61, 62

teethedsafhaengig populationsveekst 17, 41
tor gnidning 63

udbredelsesvolumen 65, 68
udskillelse af stof 15, 17, 40, 65ff
udskillelsegraden 67, 68
udskillelseskoefficient 17, 40
uran 28

varmekapacitet 13, 35
viskgs gnidning 62, 64
veekstfase 43

Wronski-determinant 55ff
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